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Metoda oparta na hipotezach kumulacji 
uszkodzeń zmęczeniowych
Najprostszą z hipotez kumulacji uszkodzeń jest hipoteza Palmgre-
na-Minera, według której suma uszkodzeń jest wprost proporcjo-
nalna do liczby cykli obciążenia i rośnie w zakresie od 0 do 1 
w chwili zniszczenia elementu. Hipoteza ta jest oczywiście nie-
zmiernie uproszczona i nie uwzględnia całkowicie zmienności cy-
klu obciążeń. Wszystkie hipotezy kumulacji naprężeń w różnym 
stopniu przybliżają zjawisko zmęczenia na podstawie zjawisk ma-
kroskopowych, jednak nie uwzględniają dokładnie zjawisk zacho-
dzących w skali mikro.

Metoda oparta podobieństwie techniki probabilistyczne
O podobieństwie zmęczeniowego pękania mówimy wówczas, gdy 
element konstrukcyjny i model (próbka), różniąc się bezwzględ-
nymi i względnymi wymiarami, mają równe rozkłady granic zmę-
czenia. Znajomość kryteriów podobieństwa zmęczeniowego pę-
kania ma duże znaczenie praktyczne, ponieważ umożliwia 
wyznaczanie wytrzymałości, bądź trwałości zmęczeniowej złożo-
nych elementów konstrukcyjnych wykonanych z różnych wytopów 
materiałów na podstawie badań pewnej liczby znormalizowanych 
próbek. U podstaw probabilistycznych metod obliczania zmęcze-
nia leży zatem teoria najsłabszego ogniwa, oraz kryteria podo-
bieństwa modelowego. Do metod tego typu można zaliczyć sto-
sowaną powszechnie w budownictwie metodę stanów granicznych, 
która polega na szacowaniu prawdopodobieństwa zniszczenia 
elementu na podstawie podobieństwa modelowego między po-
szczególnymi elementami mającymi wpływ na proces zmęcze-
niowy i na ich podstawie wyznaczeniu współczynnika bezpie-
czeństwa, bądź bezpośrednio naprężeń granicznych [6].

Metody wspomagane komputerowo
W związku ze stale rosnącymi wymaganiami rynku i konieczno-
ścią uzyskiwania lepszej jakości produktów wraz ze zmniejsze-
niem kosztów, koniecznym stało się stosowanie dokładniejszych 
metod wspomaganych komputerowo. Najlepszym rozwiązaniem 
jest połączenie metody elementów skończonych z metodami 
przewidywania zmęczenia. Metoda elementów skończonych po-
zwala na dokładne wyznaczenie naprężeń i odkształceń w dowol-
nych punktach modelu, z tolerancją założoną przez konstruktora. 
Dzięki temu uzyskujemy dokładne dane dotyczące niebezpiecz-
nych punktów i potencjalnych koncentracji naprężeń. Oczywiście 
samo wyliczenie naprężeń jest dopiero pierwszym krokiem do 

obliczenia wytrzymałości zmęczeniowej, konieczna jest analiza 
i synteza wszelkich czynników wpływających na proces zmęcze-
nia. Możemy tego dokonać na wiele sposobów. Od klasycznych 
metod kumulacji naprężeń, poprzez metody probabilistyczne, aż 
po stosunkowo nowe metody bazujące na modelu MES i polega-
jące na przykład na zasadzie stopniowego „tracenia” elementów 
w miarę procesu zmęczeniowego. Najbardziej popularną metodą 
stosowaną do oszacowania czasu życia elementu jest metoda ku-
mulacji uszkodzeń, która w stosunkowo łatwy sposób może być 
wykorzystywana przez maszyny cyfrowe.

1. Metoda σ-N – naprężenia dla liczby cykli
Metoda polega na porównaniu naprężeń, które mają miejsce 
w poszczególnych miejscach elementu do skali, jaką jest krzywa 
Wohlera uzyskana na podstawie badań bądź to elementu, bądź 
materiału, z którego został on wykonany. Pierwszym krokiem jest 
wyznaczenie krzywej σ-N właściwej dla analizowanego elementu. 
Powstaje ona jako wynikowa zadanej krzywej σ-N obciążonej 
współczynnikami dotyczącymi stanu powierzchni, zakończeń 
płaszczyzn, czy współczynników koncentracji naprężeń. Następ-
nie dla modelu jest wyliczany przebieg obciążeń i kolejno naprę-
żeń. Przebieg wynikowy możemy łatwo porównać z wcześniej wy-
kreśloną krzywą, co daje nam obraz uszkodzeń zmęczeniowych 
elementu i pozwala na obliczenie trwałości. 

2. Metoda ε-N – odkształcenia dla liczby cykli
Kiedy historia obciążenia zawiera duże przeciążenia, może wystą-
pić deformacja w zakresie odkształcenia plastycznego. Zjawisko 
takie może wystąpić zwłaszcza w miejscach koncentracji naprę-
żeń lub w przypadkach szczególnych zmian przebiegu obciążeń. 
W tego typu przypadkach powinno się stosować porównanie cy-
klu odkształceń w elemencie wywołanych przez zmienną w czasie 
amplitudę obciążeń do krzywej zniszczenia elementu dla od-
kształceń od liczby cykli. Jakkolwiek, kiedy poziom obciążenia 
jest relatywnie niski, tak że wynikowe odkształcenia są w zakresie 
sprężystym, obie metody są równie skuteczne. 

Metoda nie jest w stanie uwzględnić w pełni jednak warun-
ków, w których występują takie zjawiska jak pełzanie, czy relaksa-
cja naprężeń. W wielu przypadkach, na przykład dla miejsc z kar-
bem, niezmiernie ciężko jest przewidzieć rzeczywiste zachowanie 
się struktury, ze względu na złożoność zjawisk i możliwość wy-
stępowania naprężeń o zmiennym znaku. 

Integracja metod standardowych i numerycznych
W przypadku rzeczywistego cyklu obciążeń, praktycznie nigdy nie 
jest on jednolity i dający się opisać prostą sinusoidą. Dla rzeczy-
wistych obciążeń zmiennych w czasie, jak i cykli teoretycznych 
o symetrycznym przebiegu, programy zmęczeniowe dają nam 
dwie możliwości na wyznaczenie trwałości. Pierwszym krokiem 
w każdej z tych metod jest wyznaczenie tensora naprężeń eσ(x,t) 
obciążonych współczynnikiem koncentracji (współczynnikiem 
kształtu), który może być wyliczony również korzystając z obcią-
żeń i współczynnika wpływu obciążenia. Następnym krokiem jest 
wybór konkretnej metody. Dla elementów o wysokich postaciach 
drgań własnych i obciążeniu o niskiej częstości mamy do wyboru 
metodę superpozycji quasi-statycznej. Natomiast dla komponen-
tów o stosunkowo niskich częstościach drgań własnych, a wyso-
kich częstościach wymuszających metodę superpozycji mo-
dalnej.

Rys. 1.  Kolejne kroki obliczania trwałości na podstawie krzywej naprężeń potrzeb-
nych do zniszczenia od liczby cykl
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Metoda superpozycji quasi-statycznej
Metoda superpozycji quasi-statycznej polega na połączeniu 
współczynników modelu geometrycznego ze współczynnikami 
wziętymi bezpośrednio z wynikowego rozkładu naprężeń w ele-
mencie pod wpływem zadanej jednostkowej siły. Analizę tę mo-
żemy przeprowadzić, kiedy sygnał wymuszający leży poniżej naj-
niższej częstotliwości rezonansowej badanej części, czy zespołu. 
Dla każdego z kanałów obciążenia musi zostać wyznaczony osob-
ny rozkład naprężeń statycznych, przy czym rozkład naprężeń dla 
przebiegu musi pochodzić od siły przyłożonej w miejscu docelo-
wego przyłożenia obciążenia opisanego tymże przebiegiem [21].

Tensor naprężeń dla tej metody obliczamy korzystając z na-
stępującej zależności:

 n
eσji (x,t) = ∑ cij

(k)
 (x) Lk(t)  k=1

gdzie:
Lk  – przebieg obciążenia, 
cij  – współczynniki wpływu.

Metoda superpozycji modalnej
Aby wykonać analizę metodą superpozycji modalnej, musimy 
najpierw wyznaczyć naprężenia dla postaci drgań własnych ukła-
du, przy czym liczba postaci zależy od geometrii i struktury ele-
mentu, jak również od warunków brzegowych. Kolejnym krokiem 
jest obliczenie modalnych współczynników wpływu, które tworzą 
jakby historię obciążenia dla danej części. Współczynniki wpływu 
mogą być wyliczone za pomocą analizy typu transient w wielu 
programach MES. Tensor naprężeń obliczamy analogicznie, jak 
w poprzednim przypadku, z tym, że zamiast z historii obciążenia 
korzystamy z modalnych współczynników wpływu.

 n
eσji (x,t) = ∑ cij

(k)
 (x) βk(t)  k=1

gdzie:
βk  – modalny współczynnik wpływu.

Oprogramowanie do obliczeń zmęczeniowych
Oprogramowanie zmęczeniowe ma przeważnie strukturę umożli-
wiającą wprowadzenie danych w postaci modeli MES, danych 
materiałowych i przebiegów obciążeń. Natomiast na wyjściu uzy-
skujemy plik w formacie dogodnym dla większości z postproce-
sorów i zawierający również model MES podany uprzednio przez 
użytkownika na wejściu, opatrzony odpowiednimi wynikami. Za-
tem aby policzyć wytrzymałość zmęczeniową elementu musimy 
dysponować nie tylko samym programem obliczającym trwałość, 
ale również określonym pre- i postprocesorem MES współpracu-
jącym z nim.

Programy nie mają rozbudowanych interfejsów graficznych, 
ani wielorakich opcji edycyjnych, natomiast umożliwiają edycję 
przebiegów obciążeń oraz parametrów materiałowych, czy doty-
czących geometrii. Istotne znaczenie ma możliwość edycji prze-
biegów czasowych obciążeń; w symulacjach zachowań realnych 
elementów są one, bowiem niezmiernie złożone i nieraz ich dłu-
gość jest znaczna. Analiza złożonych przebiegów przy równie zło-
żonym modelu może być niezmiernie czasochłonna. 

Najbardziej popularne programy 
umożliwiające liczenia zmęczenia
LMS Falancs
Program Falancs umożliwia obliczenie granicznej trwałości ele-
mentu na podstawie danyche dotyczących: geometrii, struktury 
materiału i charakteru oraz przebiegu obciążeń. Jak wszystkie te-
go typu programy jako wynik zwraca plik z binarnym zapisem 
modelu oraz wynikami. Umożliwia pracę z plikami programów 
o kodzie zgodnym z MSC Nastran, ANSYS, I-DEAS, Pro/MECHA-
NICA, ABAQUS. Odczytuje bardzo wiele różnorakich formatów za-
pisu przebiegów obciążeń od prostego ASCII, po różnego rodzaju 
zaawansowane kody. Nie ma ograniczeń, jeśli chodzi o liczbę ka-
nałów obciążenia, a tym samym liczbę przypadków liczonych 
jednocześnie, według producenta pozwala na liczenie elementów 
nawet powyżej 250 tys. węzłów. Możliwe typy analiz to superpo-
zycja modalna bądź quasi-statyczna, przewidywanie trwałości, 
wsteczną kalkulację dopuszczalnego poziomu obciążenia, korek-
cję rozmiarów i powierzchni. Posiada edytowalną bazę materiałów 
o bardzo prostym i intuicyjnym interfejsie. Program ten jest wy-
korzystywany również jako moduł zmęczeniowy w programie LMS 
Virtual Lab.

Program ma możliwość wykorzystywania w procesie obliczeń 
trzech różnych reguł kumulacji uszkodzeń, będących w zasadzie 
trzema odmianami metody Minera. Są to metody:
– elementarna,
– Haibach/Miner,
– Liu/Zenner.

Metoda elementarna oraz modyfikacja Haibacha zmieniają je-
dynie krzywą Wohlera poniżej granicy wytrzymałości, jak widać 
na rysunku poniżej. Reguła elementarna rozszerza określenie 
krzywej Wohlera, tak aby przybliżyć wyniki dla amplitud dążących 
do zera używając tego samego kąta nachylenia krzywej jaki ma 
krzywa Wohlera powyżej granicy trwałości. Natomiast zgodnie 
z regułą Haibacha krzywa poniżej granicy trwałości opada z po-
chyleniem o wartości 2k–1, gdzie k jest tangensem kąta, jaki 
tworzy krzywa Wohlera powyżej granicy trwałości. Modyfikacja 
Liu/Zennera przesuwa krzywą Wohlera w kierunku krzywej okre-
ślającej propagację pęknięć. Trwałość graniczna jest zmniejszana 
o połowę, a współczynnik pochylenia krzywej jest określany po-
przez porównanie rzeczywistego cyklu obciążeń do oryginalnej 
krzywej zmęczeniowej.

Rys. 2. Hipotezy kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych
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MSC Fatique
MSC Fatique jest podobny do innych programów tego typu, 
z tym, że jest zintegrowany ze środowiskiem MSC Patran. Umoż-
liwia to łatwiejsze operowanie danymi, bez konieczności kon-
wersji w obrębie oprogramowania jednego typu. Jednak dla użyt-
kowników używających innych środowisk może to być pewnym 
utrudnieniem, ze względu na konieczność stosowania dodatko-
wego oprogramowania. Obsługuje elementy symulujące spoiny 
(CWELD), jak również standardowe elementy pozwalające na sy-
mulację połączeń jak MPC. Program umożliwia podobne typy 
analiz, jak LMS Falancs. Jak podaje producent, użytkownik ma 
możliwość uproszczenia obliczeń dzięki narzędziom wykonującym 
podział wykonywanych zadań na przypadki, dla których można 
zmieniać przebiegi obciążeń czy inne warunki. Stosowana hipote-
za kumulacji uszkodzeń zmęczeniowych to hipoteza Palmgrena-
-Minera.

Program ma rozbudowaną obsługę danych wykorzystywanych 
w obliczeniach zmęczeniowych, takich jak historie przebiegu na-
prężeń, czy odkształceń, można je odpowiednio dostosowywać 
i modyfikować w zależności od potrzeb. Moduły programu można 
podzielić na cztery grupy:
– analiza i modyfikacja cykli obciążenia;
– analiza i postprocesing własności zmęczeniowych;
– translacja plików;
– obróbka danych i drukowanie.

MSC Fatigue jest zorganizowany w trzy główne rodzaje analiz. 
Pierwszy rodzaj to globalna wielowęzłowa analiza, pozwalająca na 
wybór regionów zawierających węzły lub(i) elementy modelu 
MES, w których ma być przeprowadzona analiza długości życia. 
Oszacowane wartości trwałości mogą zostać wyświetlone jako 
obszary o różnych kolorach w celu przyjaznego dla użytkownika 
zobrazowania miejsc o krytycznym znaczeniu. Ten rodzaj analizy 
jest ściśle związany ze środowiskiem MSC Patran, ze względu  
na to, że praktycznie wszystkie dane, włącznie z danymi materia-
łowymi, mogą być modyfikowane z głównych menu programu 
Patran.

Innym typem analizy jest optymalizacja konstrukcji, pozwala-
jąca na znalezienie sugerowanych poprawek w konstrukcji, które 
powinny podwyższyć trwałość analizowanego elementu. 

Trzecim typem jest analiza prędkości rozrostu pęknięcia. Ma-
jąc zlokalizowany region pęknięcia zmęczeniowego, jego rozrost 
możemy zamodelować używając właśnie tego typu analizy.

FE Fatique
Program opracowany przez firmę nCode, obsługuje kody takich 
programów, jak NASTRAN, ABAQUS, ANSYS, HyperMesh, 
ADAMS czy I-DEAS. Umożliwia odczyt z elementów skończonych 
takich danych jak: naprężenie i odkształcenie materiału spręży-
stego, naprężenie i odkształcenie materiału elesto-plastycznego, 
superopozycję statyczną, przejściową oraz modalną, wyniki ujęte 
zarówno w węzłach, jak i elementach, elementy powłokowe oraz 
bryłowe, spoiny modelowane poprzez elementy typu Bar oraz  
Hexa. Jak podaje producent program ma możliwość połączenia 
wpływu naprężeń i temperatury, co ma duże znaczenie na przy-
kład przy analizie elementów silników czy wszelkiego rodzaju tur-
bin. Program ma możliwość interpretacji wyników bezpośrednio 
z programów analizujących dynamikę układów mechanicznych, 
co pozwala na bezpośredni import danych i używanie ich w obli-
czeniach. 

Możliwości rozwiązań:
– metoda kombinowana, w której do obliczenia długości życia 

brane są pod uwagę naprężenia główne oraz styczne z okre-
ślonym znakiem;

– metoda płaszczyzny krytycznej;
– korekcja obróbki i wykończenia płyt;
– prawdopodobieństwo zniszczenia elementu na podstawie roz-

rzutu danych materiałowych;
– kalkulacja wsteczna umożliwiająca dobranie parametrów dla 

określonej długości życia.

Schemat obliczeń
Superpozycja quasi-statyczna
Pierwszy krok to wyliczenie naprężeń zredukowanych od jednost-
kowej siły i zapisanie ich w pliku binarnym, o formacie zgodnym 
z LMS Falancs. Następnie, jak na rysunku 3 wczytano odpowied-
nio plik z danymi dotyczącymi przebiegu obciążeń oraz plik za-
wierający rozkład naprężeń w modelu pod wpływem siły jednost-
kowej. Zależność między siłą i naprężeniami jest liniowa, więc 
można dowolnie operować wielkością siły jednostkowej, pod wa-
runkiem, że przebieg obciążeń w pliku będzie również odpowied-
nio zmodyfikowany. Można zamiennie stosować obciążenie przy 
użyciu rzeczywistych wartości, pod warunkiem, że amplituda 
przebiegu będzie jednostkowa. Kolejny krok to wprowadzenie pa-
rametrów dla analizowanego modelu, mianowicie należy podać 
(dla programu Falancs) cztery podstawowe grupy parametrów. Są 
to kolejno:
1) krzywa Wohlera dla materiału;
2) parametry rozwiązania;
3) metody rozwiązania;
4) wybór historii obciążenia oraz uruchomienie obliczeń przewi-

dywanej długości życia elementu.

Rys. 3. Schemat obliczeń przy użyciu metody superpozycji quasi-statycznej

Superpozycja modalna
Zgodnie ze schematem przeprowadzono najpierw analizę postaci 
drgań własnych. W tym punkcie należy zwrócić uwagę, aby odpo-
wiednio dobrać zakres częstotliwości, w których dokonuje się 
analizy, ponieważ trudno przewidzieć efekty pominięcia postaci, 
których częstotliwości leżą poniżej lub powyżej zakresu podane-
go przez użytkownika, a mają znaczenie dla zadanego sygnału 
wymuszającego. Zaleca się stosować zakres częstotliwości od po-
łowy najniższej częstotliwości sygnału wymuszającego, do dwu-
krotnej wartości najwyższej częstotliwości tegoż sygnału [10]. 

Otrzymany plik wczytano jako plik wynikowy do Falancsa.
Kolejny krok to obliczenie współczynników wpływu. Przepro-

wadzono w tym celu analizę odpowiedzi czasowej układu na za-
dany sygnał, przy czym należało odpowiednio zmodyfikować plik 
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Nastrana tak, aby program wygenerował dodatkowy plik ze współ-
czynnikami wpływu w każdej chwili czasowej, dla każdej z posta-
ci drgań własnych. Plik ten zadano jako historię obciążenia dla 
Falancsa.

Rys. 4. Schemat obliczeń przy użyciu metody superpozycji modalnej
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 Dokończenie ze s. 41 
 Najwięcej korzyści ekonomiczno-społecznych uzyska się 
w Polsce w wyniku modernizacji szlaków o znaczeniu tranzyto-
wym. Ograniczone będą natomiast efekty w sferze modernizacji 
infrastruktury o znaczeniu regionalnym i lokalnym. Poza efektami 
bezpośrednimi realizacji programu niezwykle istotne są efekty 
mnożnikowe, uzyskiwane w gospodarce dzięki realizacji projek-
tów drogowych. Szacuje się, iż efekty te kilkakrotnie przekraczają 
zainwestowane sumy. 
 Efekty ekologiczne realizacji strategii obejmują zmniejszenie 
szkód powodowanych w otoczeniu sieci transportowej w wyniku 
nadmiernej emisji spalin, hałasu, wibracji, zajętości terenów, od-
padów (zużyte opony, akumulatory i smary) i pogorszenia efektów 
estetycznych terenu. Szkody w tym zakresie są szacowane przez 
ekspertów UE na poziomie 0,6% PKB. W polskich warunkach 
oznacza to roczne straty PKB w wysokości ponad 4 mld zł. 
 Realizacja inwestycji przyczyni się do poprawy stanu bezpie-
czeństwa, szczególnie poprzez likwidację infrastrukturalnych 
przyczyn istnienia „czarnych punktów”.

 Inwestycje w infrastrukturze dróg krajowych, w porównaniu 
z inwestycjami dotyczącymi sieci kolejowej, przyniosą znacznie 
większe oszczędności w zakresie kosztów zewnętrznych transpor-
tu. Wynika to z faktu, iż na 1 tkm lub 1 paskm przewozów drogo-
wych wskaźnik tych kosztów jest ponad dziesięciokrotnie większy. 
Nie oznacza to jednak niższej efektywności inwestycji kolejo-
wych. Te ostatnie będą generować dodatkowe efekty pośrednio 
poprzez zmniejszenie ruchu drogowego po pojawieniu się na ryn-
ku przewozów pasażerskich atrakcyjniejszej oferty kolejowej.
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