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Wyznaczanie toréw jazdy przyczep i pociagéw drogowych
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W opracowaniu przedstawiono pewien sposob wyznaczania toru ruchu ciggnigtych przyczep
i pociggow drogowych. Przedstawiono zaleznofci dla przypadku kiedy tor przegubu laczacego
pojazd z przyczepa opisany jest dowolng krzywg. Oméwiono trzy przypadki szczegolnie kiedy tor
| ] Pprzegubu laczacego ciggnik z przyczepa opisany jest sinusoida, linig prosia oraz okregiem.

1. Wstep

Do transportu sprzgtu i materialéw budowlanych uzywa si¢ czgsto przyczep
ciggnionych i pociggdéw drogowych. Pojazdom tym na terenach budéw nalezy
zapewni¢ bezpieczne warunki eksploatacji. Wigze sie to z wlasciwym zaprojek-
towaniem skrzyzowan oraz drog wewnetrznych, a takze z okre$leniem optymalnej ich
szerokosci (szerokoscei pasa ruchu). Dlatego tez niezbedna staje sig znajomos¢ torow
po jakich poruszaé si¢ beda obrysowe punkty przyczepy i ciggnikoéw przy wykonywa-
‘miu powolnych skretow. Zadanie dotyczace okreslenia rownania linii po ktorej
porusza si¢ wazki punkt ciagniony w plaszczyznie poziomej i umocowany do korica
apictej nici, ktorej drugi koniec porusza si¢ po dowolnej prostej na tej plaszczyznie,
o pierwszy sformulowal w koncu XVII wieku Perrault, Problemem tym zajmowal
si¢ Leibnitz, a nastgpnie jego uogolnieniem zajal si¢ Huygens wprowadzajac dowolng
k a zamiast prostej po ktorej mial poruszaé si¢ drugi koniec nici. Tory opisywane
1 wazki punkt zwane byly ,liniami trakcyjnymi” (tractrix). Rozwiazanie tego
problemu w zastosowaniach praktycznych przez cale stulecia bylo trudne. Do
yznaczenia torow zostaly opracowane metody graficzne (Kleritja i Heya, Haltera,
uendorffa, Schrédera, Haina) [1]. Jedna z wygodniejszych w uzyciu metoda Haina
2] opublikowana w 1952 roku, dowolna linig podstawowa zastgpowata odcinkami
prostych lub lukami okregow. Nastgpnie wyznaczano graficznie lini¢ trakcyjng
wykonujgc niezbgdne obliczenia przy wykorzystaniu trzech specjalnych wykresow.

Dopiero rozwéj metod numerycznych i komputeryzacji sprawil, ze zagadnienie
¥yznaczania linii trakcyjnych stalo si¢ proste. Latwosé calkowania réwnan roznicz-
kowych i ich ukladéw spowodowalo bardzo dynamiczny rozwéj teorii ruchu
pojazdow. Powstalo wiele roznych opracowan i modeli shuzacych do analizy oraz
symulacji ruchu [3]. Stopien zlozonosci tych modeli jest dosy¢ réznorodny w zalezno-
sci od liczby uwzglednionych czynnikéw. Przy najbardziej zlozonych dynamicznych
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modelach (sktadajacych sie tylko z jednego dwuosiowego, czterokolowego pojazdu),
ruch ukladu opisany jest przez kilkadziesiat rownan rozniczkowych z czego czgsc jest
nieliniowa np. model V. Berkefelda opisany jest uktadem 47 rownan rozniczkowych
rzgdu drugiego i 4 rzgdu pierwszego. Takie rozbudowanie modelu wymaga dokladnej
znajomosci parametrow i charakterystyk poszczegolnych elementéw uktadu (bardzo
czesto nieliniowych). Jesli nie dysponujemy danymi to nawet najlepsze uklady
rownan o wysokim stopniu zlozonosci moga doprowadzi¢ nas do powstawania
duzych blgdow, a komplikacja modelu daje wrecz odwrotne skutki. W wielu
sytuacjach do oszacowania toru ruchu zwlaszcza w przypadku ruchéw manewrowych
przebiegajacych z malymi predkosciami celowym wydaje si¢ postuZenie prostymi
kinematycznymi zaleznosciami. Problem wyznaczenia torow ruchu pojazdow przegu-
bowych, przyczep ciggniowych czy pociagéw drogowych jest szczegolnie istotny dla
okreslenia ich manewrowosci oraz takich parametrow ruchu jak: minimalny promien
skretu, szeroko$¢ pasa ruchu czy wielko$¢ zachodzenia [4], [5], [6].

2. Wyznaczanie torow jazdy przyczep

Do wyznaczenia toru ruchu przyczepy przyjeto nastgpujace zalozenia uprasz-
czajace:

» ruch odbywa si¢ z malymi prgdkosciami (do 1 m/s) na poziomej plaszezyZnie,
pominigto sity dynamiczne,

 nie wystgpuje poslizg kol jezdnych,

» przyjeto ze kola jezdne oraz uklad zawieszenia sq sztywne (pominigto wplyw
katow zniosu kot ogumionych [7]),

» nie uwzgledniono uwarunkowan sitowych,

)

y i)

chapmk

Rys. 1. Schemat obliczeniowy
Fig. 1. Computational scheme
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*+ przyjeto, ze znany jest tor przegubu laczacego ciagnik z przyczepa, zalozenie to
sprawia, ze ciagnik moze posiada¢ dowolna kinematyke skretu, jedynym wymogiem
Jest realizowalnos¢ zadanego toru.

Na rys. |1 przedstawiono schemat obliczeniowy na ktérym zaznaczono pod-
stawowe wielkosci geometryczne. Jakkolwiek na rysunku znajduje sig ciagnik kolowy
to uktad moze si¢ sktada¢ z dowolnego ciggnika i jednoosiowej przyczepy.

Dla danego dowolnego realizowalnego toru przegubu (P) laczacego jednoosiowa
przyczepe z ciggnikiem opisanego funkcja: yp=fp(x,) oraz warunkéw poczatkowych:
dla Xp=Xppozs ®, =0z poszukujemy toru punktu O, opisanego réownaniem
2=/3(%,)-

Z warunku wigzéw wynika ze:

Yy =Yp+ly sina,
(1)
x,=xp+1, cosa,
z warunku aby o$ wzdluzna przyczepy byla styczna do krzywej ¥,=/f,(x,) mozna
pisac:
dy,
dx
zrdzniczkowaniu po czasie zaleznosci (1) otrzymano:

a‘y:__ dyp X dxp da,
R i

=1tga, (2

2

(3)
o e .

dt dt ? dt

podzieleniu stronami zaleznosci (3) i wykorzystaniu zaleznosci (2) oraz po

sina,

da, 1 fdyp ;
raay ( 5, o sma;) (4)

2
ie rozniczkowe (4) mozemy calkowaé numerycznie przy zadanych warun-
poczatkowych. W wyniku czego mozna otrzymaé funkeje o,=/{x,) w postaci
ej. Nastepnie znajac yp=fp(x,) wyznaczamy y, i x, z zaleznosci (1).

3. Przypadki szczegolne
3.1. Tor przegubu (P) jest sinusoidg opisany rownaniem (5)
Vp=A" t-'in(z—;r x,,) (5)

ie: A — amplituda, 1 — okres
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WOwCzas:

dyp 2An 2n
E—TCOS(T XP) (6)

a po podstawieniu zaleznosci (6) do (4) otrzymano:

g:_z - _?1 [2’;"4 . 505(2: x,.) - cos(a,) — sin(az)] (7)
r

2

Na rys. 2 przedstawiono zaleznos¢ kata a, od xp dla danych 4=1m; A=10 m,
{,=3 m oraz warunkoéw poczatkowych Xppw =0, %pe =7 Na rys. 3 przedstawiono
natomiast tory punktow O, i P.

4.0 —
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Rys. 2. Zaleznosc 2,=/{xp)
Fig. 2. Relationship o, = I (xy)

tor punktu O, tor punktu P

" ' | P | | 1
5 0 5 10 X [ml 45 20

Rys. 3. Tory punkiow @,1 P
Fig. 3. Trajectories of the points O, and P
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3.2. Tor punktu P jest linig prosty opisang réwnaniem (8)
yp=0 (8)

Odpowiada to przemieszczaniu si¢ przegubu laczacego ciagnik z przyczepa wzdhuz osi
cigtych. Wowczas:

dyP‘__O

s 9)
po podstawieniu zaleznosci (9) do (4) mozna napisac:
du, _sin(a,)
dxp |, (10)

rozdzieleniu zmiennych i przyjeciu warunkow poczatkowych dla xp,., =0,
=1,25 = otrzymano rozwiazanie:

= Z:t—Zarctg[e(T: ofe "’*ED] (11)

Xp—+oC, a,—m a wigc tor punktu O, asymptotycznie zmierza do linii proste;j.
spotrzedne punktu O, opisane sj zaleznoscia:

X,=xp+1, cosa,

(12)
y,=1, sina,
-2 : _ ; 2 4l 6 "
l 3 T f Im——
g x [m]
y [m tor ktu Q4
=

Rys. 4. Tor punktu O, (I,=3 m)
Fig. 4. Trajectory of the point O, (/, = 3m)

3.3. Punkt P porusza si¢ po okregu o promienin R,

Tor przegubu (P) po przyjeciu poczgtku ukladu wspolrzednych w srodku okregu
5) mozna opisa¢ za pomoca nastgpujacych zaleznosci:

Yp=Rp sina,
(13)

Xp=Rpcosa,
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wowczas:
yp=+/R}=x} (14)
po zrozniczkowaniu:
dyp = Xp
i 37 T R W (15)
RN T
po podstawieniu (15) do (4) otrzymamy:
dul 1 ( —x, s )
—2 = | ————coso,—sinx (16)
dp L\JR:-xz ° "
po zrozniczkowaniu po czasie zaleznosci na x, otrzymano:
dx . do
T;’=—z'~2,,.-smle-g1 (17)

podstawiajac (13) i (17) do (16) mozna otrzyma¢ zaleznos¢ kata o, do «, opisang
nastgpujacym rownaniem rézniczkowym:

dt, R
d?:= _:_: -cos(a,—a,) (18)
oy = ™
o N\
i i 4.4
| \If y " 7
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Rys. 5. Schemat obliczeniowy dla przypadku poruszania si¢ przegubu (P) po okrggu
Fig. 5. Computational scheme for case of the circumferential movement of the joint (P)
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Tor punkiu P
5 —
Tor punkiu 0;
y [m] |
0
| ' |
-4 12
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Rys. 6. Tor punktu P i O, dla danych l,=5m; R,=84 m; By = T2y Ly, =T
ig. 6. Trajectory of the points P and O, for the data; l,=5m R, =84m, B = T2, Tz = B

rys. 6 przedstawiono tor punktu O, w przypadku poruszania si¢ przegubu (P) po

I¢ .

4. Wyznaczanie toréw jazdy pociagéw drogowych

Na rys. 7 przedstawiono pociag drogowy skladajacy si¢ z ciagnika i trzech
Zzyczep jednoosiowych. Zalozono ze znany jest tor przegubu P,. W szczegbinym
rzypadku tor ten moze odpowiada¢ poruszaniu si¢ z minimalnym promieniem
Przy znanym torze punktu P, korzystajac z wyprowadzonych powyzej zaleznosci
yznaczamy tor punktu O,. Znajac polozenie dwoch punktéow bryly sztywnej
oruszajgcej si¢ ruchem plaskim mozna wyznaczyé polozenie dowolnych innych
unktow tej bryly. Mozemy wigec wyznaczy¢ polozenie przegubu P, oraz polozenie
olnych charakterystycznych punktow obrysowych przyczepy. Nastgpnie wy-
fzamy tor punktu O, itd. OczywiScie bezsporne jest narastanie bledu w wy-
paczeniu polozenia dla kazdej kolejnej przyczepy.

Przedstawiony sposob postgpowania moze byé rowniez wykorzystany dla przy-
ep dwuosiowych z obrotnica oraz przyczep wieloosiowych. Dla dwuosiowych
Zyczep z obrotnica wystarczy przyjecie, Zze przegub pokrywa si¢ z poloZeniem
odka osi (np. P,=0,), natomiast dla przyczep wieloosiowych konieczne sa pewne
pZenia upraszczajace (rys. 8).
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——

Rys. 7. Schemat obliczeniowy pociggu drogowego
Fig. 7. Computational scheme of the trailer-truck

k=0,

Rys. 8. Schemal przyczepy 3 osiowej
Fig. 8. Scheme of the three-axles trailer

5. Podsumowanie

1. Metoda wyznaczania torow jazdy przyczep z wykorzystaniem kinematycznych
zaleznosci nie daje dokladnej odpowiedzi jaka jest rzeczywista ich trajektoria, co
wigze si¢ glownie z pominigciem uwarunkowan sitowych oraz nie uwzglednieniem
katéw zniosu kot ogumionych. Umozliwia nam jednak poprzez zastosowanie
przejScia granicznego ocen¢ poprawnosci modeli dynamicznych (dla sztywnosci
poszczegolnych elementéw dazacych do nieskonczonosci, przy braku poslizgu tory
punktéw powinny dazy¢ do torow wyliczonych metoda kinematyczng).

2. Zaproponowany sposob wyznaczenia torow zostal zweryfikowany przez bada-
nia obiektow rzeczywistych (autobusow przegubowych). Dla matych predkosci ruchu
obliczane tory wybranych punktow nadwozia mialy odchylenia okoto 10% od torow

rzeczywistych.
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3. Ten prosty sposob okresdlania toréw jazdy przyczep umozliwia nam oszacowa-
parametrow ruchu takich jak szerokos¢ pasa ruchu i zachodzenie co ma duze
aczenic przy projektowaniu nowych konstrukcji pojazdéow oraz podnoszenia
ezpieczefistwa ruchu drogowego.

4. Metoda kinematyczna umozliwia okreslenie wymaganych parametrow drog
jazdowych dla wielkogabarytowych pociggdbw drogowych. Ze wzgledu na bez-
renstwo ruchu zaleca si¢ powigkszenie wyliczone] w powyzszy sposob wymaganej
rokosci pasa ruchu o 10—20%.

5. Otrzymane zaleznosci sa na tyle proste, ze moina je wykorzystaé bez
ecjalistycznego oprogramowania, a zaleznosci opisujace tor punktu O, dla jazdy
ostoliniowej pojazdu sa w postaci jawnej.

. 6 Podobnic jak w metodzie Haina dowolny tor przegubu (P) mozna rozlozyé na
i prostych lub fuki i obliczenia toru punktu O, wykona¢ w sposéb przyblizony.

Praca wplynela do Redakeji 1998.02.09
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Determining the trailers’ and trailertrucks’ trajectories

Summary

paper presents a method for finding the trajectories of trailers and trailertrucks. The relationships
t derived for the case when the trajectory of the joint oonnectmg the truck with the vehicle is described
i & curve. Three specific cases were discussed, that is when the trajectory of the connecting joint is
mibed 25 a sinusoidal, straight line or as a circle. Althogh the method does not allow to exactly
the real trailer paths since the drifl angles are not considered, still it possible to evaluate such
meters as the width of the traffic lane and the overlap. The authors recommend that thus computed
mal width of the traffic lane should be increased by 10— 20% when the inner roads onthe construction
re designed. The method presented here was verified during the testing of the articulated buses.




