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Analiza efektywnosci autoparametrycznego wahadiowego ttumika drgan

Abstrakt: W pracy przedstawiono analiz¢ dynamiki autoparametrycznego uktadu sktadajacego si¢ z
oscylatora wraz z dolagczonym eliminatorem drgan w postaci wahadta. W celu uzyskania obszarow
rezonansu autoparametrycznego zastosowano metode bilansu harmonicznych. Wyznaczono
analitycznie, a nastepnie zweryfikowano numerycznie warunek petnej eliminacji drgan. Dodatkowo,
przedstawiono wptyw tlumienia oscylatora i wahadta na zjawisko eliminacji drgan oraz dynamike
uktadu.
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1. Wstep

Problem redukcji nadmiernych drgan jest znany od wielu lat, lecz wciaz jest
atrakcyjnym problemem naukowym. Dynamiczne tlumiki drgan (DTD) sa specjalnymi
urzadzeniami sktadajacymi si¢ z masy zamontowanej na spr¢zynach i thumikach.

W klasycznej teorii tego typu eliminatory drgan wraz z ukladem podstawowym sa
modelowane, jako uklady masowo spre¢zyste. Jednak inne rodzaje dynamicznych thumikow
takze stanowig interesujacg klase uktadow dynamicznych z inzynierskiego punktu widzenia.
W szczego6lnosci wahadtowe uktady odgrywajg bardzo wazng role w wielu dziedzinach takich
jak budowa maszyn, transport i budownictwo. Jednak, dynamika wahadtowego thumika drgan
jest znacznie bardziej ztozona i skomplikowana niz szeroko stosowane klasyczne ttumiki
drgan.

Autoparametryczne  wahadtowe thumiki drgan (AWTD) s3 urzadzeniami
przeznaczonymi do pochtaniania energii z uktadu podstawowego (elementu, w ktoérym
chcemy zredukowa¢ drgania). Efekt dynamicznej eliminacji drgan jest satysfakcjonujacy
tylko w pewnym zakresie czgstos§ci wymuszenia [1]. W przeciwienstwie do klasycznych
eliminatorow drgan, wahadtowe tlumiki drgan nie powoduja wzbudzenia drgan o duzych
amplitudach w innych czestosciach wymuszania. Ma to zwigzek ze waskim zakresem
czestosci wymuszenia wahadla, wzbudzenie drgan wystepuje zwykle poblizu stosunku
czestoscl Y2 [2, 6, 8].

Wiele naukowych prac w ostatnim dziesigcioleciu analizuje réznego rodzaju typy
dynamicznych tlumikow drgan. Niektore wahadlowe thumiki drgan zastosowano w praktyce,
wysokich wiezach, kominach, konstrukcjach budowlanych (budynkach i mostach), gdzie
maja za zadanie eliminowa¢ drgania pochodzace od wiatru lub spowodowane trzesieniami
ziemi [5]. Przeglad wielu dynamicznych tlumikow drgan oraz ich praktyczne zastosowanie
mozna znalez¢ w pracy Sun-a [7].



Praca przedstawia analiz¢ dynamiki wahadlowego ttumika drgan zamontowanego na
oscylatorze. W tego typu uktadzie dynamicznym réznego rodzaju dynamika jest mozliwa:
periodyczna, prawie-okresowa, chaotyczna a nawet rotacja wahadla [9]. Szczegolnie
przejscie do rotacji wahadta lub zjawiska chaosu moze powodowa¢ nadmiernego wzrost
amplitudy drgan, co moze spowodowa¢ uszkodzenia wurzadzenia. Intuicyjnym
zapobiegni¢ciem wydaje si¢ by¢ zwigkszenie thumienia w uktadzie. Wyniki przedstawione w
pracy oszacowuja jak tlumienie w autoparametrycznym dynamicznym tlumiku drgan
(thumienie wahadta i1 oscylatora) wptywa na efekt dynamicznej eliminacji drgan. Dodatkowo,
na podstawie wynikow mozna przygotowac algorytm sterowania uktadem.

2. Model AWTD

Przejdzmy do analizy wahadtowego tlumika drgan zamocowanego do tlumionego
oscylatora. Oscylator jest wymuszany za pomoca harmonicznej sily F(¢#) z amplituda
wymuszenia ¢ 1 czesto$cig wymuszenia ¢ w poblizu gléwnego rezonansu parametrycznego.
Zawieszenie uktadu podstawowego sktada si¢ z liniowej sprezyny o sztywnosci zredukowanej
do wartosci jeden w ukladzie bezwymiarowym oraz z funkcji wiskotycznego ttumienia [,X".
Natomiast ttumienie w zawieszeniu wahadla jest opisane za pomocg liniowej funkcji a,¢@’.
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Rysunek 1. Schemat autoparametrycznego wahadtowego thumika drgan.

Wyprowadzenie =~ wymiarowych  rownan  rdézniczkowych — ruchu  ukfadu
autoparametrycznego o dwoch stopniach swobody otrzymano na podstawie roéwnan
Lagrande’a drugiego rzgdu i sg one przedstawione w pracy [9]. Bezwymiarowa forma tych
rOwnan ma postac:

X"+, X'+ X + pl(p"sinp+¢@'* cosp) = gcosI9r, (1)

Q"+ a,p'+ A(X"+1)sinp=0. (2)
Drugie rownanie odpowiada ruchowi wahadta, natomiast pierwsze poduktadowi
wzbudzanemu (oscylatorowi). Parametry u i A odpowiadaja parametrom wahadla, oraz

wplywaja na warto$¢ sprzezenia bezwladnosciowego wahadla 1 oscylatora. Szczegdtowa
analiza i definicja bezwymiarowych parametrow jest przedstawiona w pracy [10].



3. Parametryczna analiza thumienia

3.1 Metoda Bilansu Harmonicznych

Metoda bilansu harmonicznych (MBH) zostala wykorzystana do znalezienia
przyblizonych rozwigzan w poblizu gtéwnego rezonansu. Zatozono pierwsze przyblizenie
rozwigzan

x(z) = A(z)cos[ 97 + 4, ], p(z) = B(r)cos[ (9/2)z +4, |, 3)

gdzie A(t)=A, B(r)=B oraz ¢; 1 ¢, sa odpowiednio amplitudami i przesuni¢ciami fazowymi
oscylatora i wahadla. Wstawiajagc rownanie (3) oraz rozwijajac nieliniowe funkcje (sing i
cosp) w szereg Taylora (przyjmujac dwa pierwsze rozwini¢cia) dla standw ustalonych
otrzymano réwnania algebraiczne:

(1—92)A—y/1(9/2)2 B? cos(24, — ¢ ) = qcosg, )]
~a, A+ pA(912) B?sin(24, — ¢ ) = gsing, (5)
(8/2)° =2 +(4/8)B” + A(49 / 2)cos(2¢, — ) =0, (6)
a,(8/2)+A(A/2)sin(24, - ;) = 0. (7)
Po kilku matematycznych przeksztalceniach otrzymano zalezno$ci na przesunigcia fazowe:
49(4A%a, + B*a, 1 a. (972
ted =——— ( - ) ~.t2[26, 4] = 2 (8/2) -, ®
16A7(9* -1)-B4((B” -8) 2 +29”) (9/2) -2+(2/8)B
oraz rOwnowazne wyrazenia opisujace amplitudy oscylatora:
B B? (642 -329°2+49" +169°x} )
A’ = 40.9% 1617 , 9
169" 16/1234( )+ 164°9" ©)
2 2. 204 2 2 2
g (2/1;1(9 ~1)-2%u*9 ) 2(16/1y(1—9 )+4us* (9 —1—2051052))
4 2 2 4 2 2
16(9* + (a7 ~2)9” +1) 16(9* + (a7 -2)9” +1) (10)
- q :
(94 + % (a? —z)+1)
Poréwnujac powyzsze amplitudy otrzymano wyrazenie opisujace amplitude wahadta
|| A +2/1y(—1+.92)_ 1 | 162u(1- 87 )+ 4p8* (9 -1-2az, )
2\ g2 4 4 2\ @2 4
16(1+(-2+a) 92+ %) 169 16(1+(-2+a) 9> + 9') a1
+16/12—4/L92 ¢ 642" ~3229° +4(4028" +9") |
164°9* vg (2+a’ )8 164°9" -

Opis szczegblowy zastosowanej metody bilansu harmonicznych oraz analiza stabilnosci
otrzymanych rozwigzan jest pokazana w pracy [10]. Warto zaznaczy¢, ze zastosowana
metoda daje wyniki najbardziej poprawne dla stabej nieliniowosci.



3.2 Efekt pelnej eliminacji drgan (EPED)

Jezeli zatlozymy A=0 (brak drgan oscylatora) w réwnaniach (4)-(7), to algebraiczne
roOwnania przyjma postac:

—uA(972) B*cos(24, — ¢ ) = qcos g, (12)
pA(912) B?sin(2¢, -4, ) =qsing,, (13)
(9/2) =2 +(2/8)B*=0, (14)

o, (9/2)=0. (15)

Analizujgc réwnanie (15), mozemy wywnioskowaé, ze efekt pelnej eliminacji drgan
oscylatora zachodzi wowczas, gdy tlumienie wahata a;=0, lub gdy uktad nie drga (trywialne
rozwigzanie A=0, B=01 9=0). Wowczas amplituda wahadta moze by¢ wyznaczona z rownan
(12)-(13) 1 (14)
g4 2:8/1—8(8/2)2
ETCIE A
Poréwnujac amplitudy z rownania (16), otrzymano dwie zalezno$ci na czesto$ci wymuszenia:

[v12, 2 [v22, 2
191=\/2;L+ﬁ 2’1: ”q,gzz\/u—ﬁ 2’1: a (17)

Jednakze, czgstos¢ & znajduje si¢ poza obszarem glownego rezonansu parametrycznego.
Dlatego amplituda &, oznacza rzeczywista czgstos¢ wymuszenia, przy ktorej zachodzi efekt
pelnej eliminacji drgan.

(16)

4. Efekt eliminacji drgan

4.1 Analiza efektu pelnej eliminacji drgan.

Na poczatku begdziemy analizowa¢ EPED oscylatora. Dla danych z pracy [10],
a;=0.1, o=0, u=15.2, 1=0.25, g=0.05, czg¢stos¢ wymuszenia (wyznaczona analitycznie),
przy ktorej zachodzi petna eliminacja drgan wynosi $,=0.997, oraz amplituda drgan wahadta
wynosi B;=0.23 (wyznaczona analitycznie). Krzywe rezonansowe ( otrzymane z réwnan (9)-
(11)) pokazujace ten efekt sg przedstawione na rysunku 2. W poblizu 9=/, zachodzi
dynamiczna eliminacja drgan oscylatora powodowana przez wahadto. Krzywe analityczne

zostaly zweryfikowane rdwniez za pomocg badan numerycznych i do§wiadczalnych [10].
(a) (b)
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Rysunek 2. Analityczne krzywe rezonansowe pokazujace dla zjawisko pelnej eliminacji drgan.




Rysunek 3 przedstawia numeryczng weryfikacj¢ EPED. Amplituda oscylatora dazy do zera,
(Rysunek 3a), natomiast wahadto wykonie okresowe wahania z amplituda ¢=0.23, co jest
zgodne z analitycznymi wynikami. Mozemy réwniez, zauwazy¢, ze stosunek czestosci drgan
pomiedzy oscylatorem i wahadtem wynosi dwa. Warunki poczatkowe, z jakimi wykonano
symulacje wynosity p=0.1, ¢’=0, x=0 oraz x '=0.
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Rysunek 3. Numeryczna weryfikacja efektu pelnej eliminacji drgan dla 8=0.997, przebieg czasowy
oscylatora (a) and oraz wahadta (b).

Jezeli wahadto nie drga (tzn. B=0), wéwczas stanowi dodatkowa mase oscylatora. Wartos¢
amplitudy drgan takiego ukladu mozna wyznaczy¢ na podstawie klasycznego wzoru na
amplitude drgan wymuszonych i ttumionych liniowego oscylatora

A= 4 : (18)
\/1+(a12 —2)192 +9*
Wyrazenie (18) jest identyczne jak formula otrzymana z réwnan (4)-(7), jezeli wstawimy

B=0. W naszym przypadku amplituda, dla czestosci wymuszenia $=0.997 amplituda drgan
oscylatora wyniosta A=0.5 co jest zgodne z wynikiem przedstawionym na rysunku 2a.

4.2 Wplyw tlumienia na efekt dynamicznej eliminacji drgan

W praktyce przypadek EPED jest praktycznie niemozliwy do otrzymania, ze wzgledu
na zawsze wystepujace tarcie w zawieszeniu wahadta. W tym rozdziale bedziemy analizowaé
wplyw tlumienia na efekt dynamicznej eliminacji drgan. Na rysunku 4 przedstawiono wplyw
thumienia oscylatora na drgania oscylatora (rysunek 4a) i drgania wahadta (rysunek 4b).
Interesujace wydaje si¢ by¢ to, ze wzrost thtumienia oscylatora nie eliminuje catkowicie, tylko
redukuje zjawisko dynamicznej eliminacji drgan. Jest to bardzo wazne z praktycznego punktu
widzenia. Ten parametr moze by¢ wykorzystany do kontroli dynamiki uktadu z zachowaniem
efektywnej eliminacji drgan.
Natomiast, wzrost ttumienia w zawieszeniu wahadla wptywa na redukcje amplitudy drgan
wahadla (rysunek 5b), ale obszar, w ktérym zachodzi zjawisko dynamicznej eliminacji drgan
zostal rowniez zredukowany. Oznacza to, ze ttumienie wahadla moze obniza¢ skutecznos$¢
wahadlowego thumika drgan.
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Rysunek 4. Wptyw tlumienia oscylatora na efekt dynamicznej eliminacji drgan (a) oraz na dynamike

wahadta (b) dla @,=0.002, =6, 1=0.3, g=0.2.
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Rysunek 5. Wplyw tlumienia wahadta na efekt dynamicznej eliminacji drgan (a) oraz na dynamike
wahadta (b) dla ;=0.1, u=6, 1=0.3, g=0.2.

Otrzymane wyniki pokazuja, ze najlepszy efekt dynamicznej eliminacji drgan zachodzi dla
waskiego zakresu tlumien i ponadto obszar ten jest zlokalizowany w poblizu gléwnego
rezonansu parametrycznego. Dlatego wahadlowy tlumik drgan powinien by¢ odpowiedni
zaprojektowany ze szczegbélnym uwzglednieniem tlumienia wahadla oraz tlumienia
oscylatora. Eksperymentalna i numeryczna weryfikacja powyzszych wynikow zostala
przedstawiona w pracach [3, 4].

5. Whnioski i podsumowanie koncowe

Efekt dynamicznej eliminacji drgan za pomoca autoparametrycznego wahadlowego
ttumika drgan byl analizowany w tej pracy. W tego tupu uktadzie, dynamika catego uktadu
zalezy od sprzezenia obu poduktadow. W poblizu gtownego rezonansu parametrycznego
zostal wykryty najefektywniejszy obszar, w ktérym zachodzi dynamiczna eliminacja drgan.
Badania analityczne 1 numeryczne pokazaty, ze przypadek pelnej dynamicznej eliminacji



drgan jest mozliwy, jezeli nie ma ttumienia w zawieszeniu wahadta. Wahadtowy ttumik drgan
jest najbardziej efektywny przy odpowiednim dostrojeniu obu poduktadow.

Analiza thumienia wykazata, ze wzrost ttumienia w zawieszeniu wahadta redukuje lub
eliminuje efekt dynamicznej eliminacji drgan, podczas gdy wzrost thumienia oscylatora jedyni
redukuje to zjawisko. Dlatego, sterowanie AWTD za pomoca tlumienia oscylatora wyglada
obiecujgco. Inteligentne zawieszenie sktadajace si¢ ze sprezyny wykonanej ze stopu z
pamigcig ksztattu oraz tlumika magnetoreologicznego prowadzace do opracowania
aktywnego wahadtowego tlumika drgan begdzie nastgpnym etapem badan.

Podzi¢kowania: Praca jest finansowana z grantu nr 0234/IP2/2011/71 Ministerstwa
Nauki i Szkolnictwa Wyzszego w latach 2012-2014.
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