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DYNAMIKA PROCESU SKRAWANIA Z NIELINIOWO SCIA DUFFINGA

W artykule przedstawiono jednowymiarowy nieliniawgdel skrawania. Do opisu procesu
przyjto model Duffinga z ogéieniem czasowym. Model rozeano analitycznie za pompeetody
wielu skal czasowych. Wykres stahbfitio otrzymano numerycznie i analitycznie. Wykazano,
ze obszary stabilnei zaleg od warunkow poegkowych uktadu.

Stowa kluczowebpscylator Duffinga, drgania nieliniowe, offéenie czasowe, stabilgé@

1. Wstgp

Uklady z opdénieniem czasowymasprzedmiotem zainteresowania w modelowaniu
proceséw w iaynierii, finansach oraz wielu innych dziedzinach. [Blaleza one do grupy
uktadow, w ktérych bigacy stan procesu jest skutkiem poprzedniego stapdznmnego w
czasie. Niekiedy, opienie czasowe jest wprowadzane do ukiadu w cehirél procesu.
Opis matematyczny uktadow dynamicznych z cztonedrvoignia jest zateny od parametru
op&nienia w okrélony sposob. Rownanie idiczkowe z opénieniem opisujce uktad
dynamiczny nalgy do kategorii opgnionych funkcyjnie rowna rézniczkowych (czasami
rownania nazywaneasz ang. retarded differential-difference equations - RDDH].
Oscylator Duffinga jest najprostszym modelem dyramego zachowania wielu zionych
systeméw. Rownanie z dodanym czionem zmpénia mae by uzyte w modelowaniu
procesu skrawania [1]. W procesie toczenia cylindny przedmiot obrabiany obraca gie
stab predkoscia katowa, a narzdzie ksztaltuje powierzchgipoprzez usuwanie materiatu.
Sita skrawania, ktéra jest silrfunkcja grubdci widra, staje s rowniez silng zaleznoscia
op&nionego potaenia narzdzia x(t-7) w stosunku do aktualnego peémiax(t). Tak wic,
do opisu tego zjawiska szeroko stosowanenwdele z efektem regeneracyjnym drga
narzdzia (z angregenerative chattér

Wiele zjawisk wystpujacych podczas obrobki skrawaniem wptywa niekorzystm
przebieg procesu obrébki, a t@kna trwalé¢ narzdzia oraz jaké¢ powierzchni obrabiane;.
Gtowmg przyczyn tych niekorzystnych zjawiskasdrgania samowzbudne wywotane efektem
regeneracyjnym. Efekt ten spowodowany jest przekiadanie si sladu otrzymanego
w poprzednim przégciu narzdzia ze sladem z bieacego przejcia. Badania zostaly
przeprowadzone w celu zgiiszenia wydajnéci procesow obrobki skrawaniem, aiavosci
przewidywania i unikania drgaregeneracyjnych.

W artykule przedstawiono model skrawania o jedngtopniu swobody opisany
rownaniem Duffinga z opdieniem czasowym. Przeprowadzono badania analigycaaz
weryfikacg numerycza zjawiska chatteru. W oparciu 0 symutaoumeryczgn zbudowano
wykres stabilnéci i poréwnano go z wynikami numerycznymi. Rozganie analityczne
otrzymano stosaf meto@ wielu skal czasowych (z anmethod of multiple scales - MMS
Metock te uzyto w badaniach nad podobnym modelem Duffinga zzojghiem czasowym
oraz wymuszeniem zewtriznym [10].



2. Model skrawania

W tej czsci, w celu modelowania efektu regeneracyjnego paslggocesu skrawania,
pofaczono klasyczny oscylator Duffinga z cztonem @apénia czasowego [5]. Nagnie
przedstawiono model regeneracyjny procesu skrawameliniona sztywndcia (Rys. 1).
Drgania wystpujace podczas obrobki skrawaniem modyé opisane rownaniami
rézniczkowymi z opanionym argumentem w postaci

X'() + X () + e XD+ y XD =a[-ux )+ X t-7)], @)

gdzie: Jdjest wspotczynnikiem ttumieniayjest nieliniows sztywndcia, «y jest czstaicia
drgaa wiasnych uktadu liniowego. Sita skrawania opispest po prawej stronie réwnania (1)
gdzie, ajest wspoéiczynnikiem sity skrawaniag jest opd@nieniem czasowym,u jest
parametrem przet¢zapcym, ktéry w modelu regeneracyjnym skrawania rovest jeden.
Wyrazenie z opanieniem czasowym odpowiada za rozménie wynikajce z poprzedniego
stanu.
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Rys. 1. Model regeneracyjny procesu skrawania zetyavnoscia Duffinga

Drgania typu chatter as gtbwnym problemem wysgpujacym podczas obrobki
skrawaniem [2, 6, 11], dlatego zostaly poddaneizealW celu znalezienia obszarow
stabilnego skrawania oraz amplitudy drggpu chatter znajdagych s¢ w niestabilnych
obszarach rozwkano analitycznie i numerycznie rownanie (1) ordmadano wplyw
parametrow procesu, a ngstie przedstawiono w kolejnej gzi.

3. Rozwhzanie analityczne

Uktad opisany rownaniem (1) rozaziano analitycznie przy pomocy metody wielu
skal czasowych [8, 9], badania ograniczono do adigp matego ttumienia oraz stabej
nieliniowosci. Zatazono dwie skale (szylki wolna) rozwinig¢ rozwiazania. Skala szybk#,
oraz skala wolnal, zostaly opisane réwnaniem (2), ngstie rozwazanie w pierwszym
przyblizeniu poszukiwano w postaci (3) oraz (4):

T, =tT =€t, (2)
X(1) =% (T, T+ x(T, D, 3)
X(t-17)=% =% (T, D+e% (T D. (4)



Zaktadajc, ze

Wf=al+eoy=ep,a=e0,0=¢0, (5)
gdzie gjest formalnie matym parametrem [7]. Dalej, w ceflatwienia zapisu, pomigio
znak tyldy. Pochodne czasowe przeksztatcono d@apio®) i (7):

d_o 0
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dt 0T, 0T,
d> _ 9? 0° 0° 0° 0°
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(6)
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Podstawiajc réwnania (2)-(7) do (1) otrzymano
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&0 aaX(T D, [ +e0 | x(t)+eyx(t)’ = eal-uxh+ (t=-1)].  (8)

Rozwijajac pochodne z réwnania (8) otrzymano (12):
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Przyrownujc wspotczynniki przy pegach i &', uzyskano:

+0fX, +EWPX HETX, ey K= ea(-p x+ %) . (12)
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Dla utatwienia rozwgzanie zalenosci (13) przedstawiono w postaci zespolonej (19)6)(

&=

+OX T WX YK+ A % =0 %, =0. (14)

%(TpT)= AT &+ A7 €, (15)

Xor (Toy ) = AT) €077+ AT €77, (16)

gdzie A jest funkch sprazom do A, ktéra jest dowolsfunkcja zalezna od T,. Podstawiajc
réwnania (15) i (16) do wyemnia (14) oraz rozwijag pochodne otrzymano:

axO = idTo — A iaiTo
_aTO A(Tl)lé A('D e o, a7)
azxo Al o _ A . ST,
ST oT = A(T)ié A(T) ie", (18)



oraz nasgpnie otrzymano kolemzaleznosc:

+a)2xl+2[A(T)|éT°— A(Die™ [+o] ADi&-"A] iE ]+

0%,
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o[ AM)E + KT e |+y[ AT &+ 0T & +ua[ ATTer (HTe]- (19)
O'[A(Tl) gMo7) 4 75( 1)) éi(To_T)} =0.

Nasepnie wyraenie (19) przedstawiono w koowej formie:

a = o arx +yNT) €0+ y KT &

[—aA(T) €'+ DA +pa AD+o AD+3y AT AJ+2 1A J] e+ (20)
[-aAT)e - 6D +ua KD+o AT+3y AT AF-274J] & =o0.

Cziony sekularne z rownania (20) zostalyeliminowane wtedy i tylko wtedy, gdy rownania
(21) =1 spetnione. Prowadzi to do zateici (22) i (23):

STev =0, STe" =0, (21)
—aAT)E "+ DA +ua AN+o AD+3y A AJ+2 ik J=0, (22)
—aA(M)e" - OAD+ua K)+o AP+3y AD AJF -2 ik J=0. (23)

gdzie ST i ST, 1 wyrazeniami generuacymi cztony sekularne.

Eliminujac z réwnania (20) cztony sekularne otrzymano za& (24)

o +afx1 +yAT)’ €T +y A% ™ =0. (24)
Zaktadajc rozwihzanie (24) postaci:
(T, T)=B(T) €~ + B ] &", (25)
% (T T)=BTDETT+ ] &, (26)
gdzie:
__YAm)’
B(T) == S, (27)
=0y = VAT
B(T) =~ (28)
otrzymano:
- VA(T) T _ VA(-D &3To
(T W) =" 523 e 279 , (29)
yA(T) i (To-7) _ yA(T) —3(FO r)
%, (To, T) = Py € Py (30)
Podstawiajc w rownaniach (22) i (23) amplitgdv postaci biegunowej:
AT) =2 aT) €, (31)
A(T) =2 aT) €4, (32)



A(T) =% A(T) ¢ +§ A DB(TD €™, (33)

A(T) :é A(T) —% i DB(D . (34)

w rezultacie otrzymano:

—%aa(‘l’l) A +% SaT) ¥™ +—;/Ja 47 & +_;0— aJE

(35)
SYaTy T 120 S 4D EV +L A DA(D €7 =0
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2 2 2 2 (36)
:_éya(ﬂ)3 ghM) _o {_; d(-[) g'hm) __; i -Dﬂr( -D _éﬂ(Tl):| =0.
Po przeksztatceniach (35) uzyskano (37)
-Zaa()e" +ZBA o pa A Do &P +oy 6 T+ an
ia'(T,) - a(T) B (T) = 0.
Nastpnie zasipujac
e =cosr—isim. (38)
Otrzymano normakppostd:
1 1. . 1. 1 1
-—aa(T)cosr+=iaa(l)sim+=ioa(f y—uaa(l r—o a(TH
2 2 2 2 2 (39)

gya(mS +ia(T) - A DA =0.

Rozdzielajgc cz$¢ rzeczywisy i urojoms, znaleziono dwa wyegnia nazywane rownaniami
modulacyjnymi:

~8a(T) +aaT)sinr + 4(T)= 0 (40)

S Haa(T)+2oaT)+ Sy D' ~a 4 Peosr— 4T (D= 0. (41)
Przeksztatcag, uzyskano rownania modulacyjne do postaci (423):

(1) = -2 6aT) - ad Psinr, (42)

BT)=2ya(Ty' + pa+ 2o -=acosr. (43)

W przypadku rozwizan okresowycha’=0 i £ =0 czstas¢ chatteru &) oraz amplitudag)
podana jest w nagiujacy sposoéb:

w=Jay +ay - acosr (44)



a1:2\/§\/ (02—52)—0'0057

3 p (45)
_ 2 _ 52 +
a = 2\3{?3\/ 1/(a y) acost (46)

Czestas¢ chatteru &) wyrazona réwnaniem (44) zalg tylko od parametrow
op&nienia a, T oraz cezstasci drgan wiasnych uktadu liniowegaw. Interesujce jest,ze
wspotczynnik nieliniowéci ()) i amplituda drga nie wptywa na ogstas¢. Amplituda drga
chatteru w stanie ustalonym istnieje, kiedy

a’-90°>0 47)

Zakiladajic, ze parametry ukladuaszawsze dodatnie, tylkar > 0 powoduje rozwqzanie
okresowe. Nasgpnie dla wartéci krytycznej a mozna wprowadzi a.=J. Z drugiej strony,
amplituda drga jest rowna zeru, gdy parametry uktadu speiniearunek:

a’-0%)-acosr = C (48)
(a*-07)

Amplitudy a; i a; reprezentowane rownaniem (45) oraz (46) przedstaavna Rys. 2 i 3 jako
mapy, gdzie kolor obrazuje wagtoamplitudy drgéa.
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Rys. 2. Rozwjzanie analityczne amplitudya; dla stabilnego rozwizania okresowego przedstawionego
réwnaniem (45) w funkcji Q i a
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Rys. 3. Rozwjzanie analityczne amplitudya, dla stabilnego rozwizania okresowego przedstawionego
réwnaniem (46) w funkcji Q i a

Drugie rozwizanie istnieje tylko w wskich obszarach, w ktérych pierwsze
rozwigzanie nie istnieje. Oznacza toe gdy warunek (47) jest spetniony to rozméne
okresowe autonomicznego ukiadu Duffinga z opéniem nie zaley od opdé&nienia
czasowego. Podczas, gdy warunek (48) jest spet{mmylituda rowna jest zero) doktadnie
na granicy wykresu przedstawionego na Rys. 2.

W nastpnym rozdziale wykonano symulacje numeryczne, giogvgdzt, czy pojawsi
Sig rozwigzania przedstawione w tej@zi.

4. Wyniki numeryczne

Poniewa, jak wykazano w poprzednim rozdziale, drgania tgpatter mog istniet

zawsze, kiedyr przekraczan=d. Najbardziej interesuage, z praktycznego punktu widzenia,
sa warunki pocatkowe, ktore sprzyjajuzyskaniu wysokich amplitud drgjaDlatego, bazugc
na réwnaniu réniczkowym (1) wykonano symulacje numerycznessmdowisku Matlab-
Simulink przy uyciu metody Rungego-Kutty czwartegoedz ze zmiennym krokiem
catkowania. Przgto nastpujace parametry ukiaduy=0.25, 5=0.1, w=1, 1=1. Wartdci
amplitud drga przedstawiono na Rys. 4 i 5 jako kolorowe mapy wmkEji dwoch
parametrowQ =277/ 1 oraza.
Amplitudy drga typu chatter § bardzo wraliwe na warunki pocgtkowe, dlatego obszar
niestabilnego skrawania jest bardziej szeroki wypazlku warunku poatkowego x(0)=3.5
niz x(0)=0.5. Ponadto amplitudy dngasa wyzsze. Tylko a<d gwarantuje,ze obrébka
skrawaniem &dzie odbywatla si bez drgé typu chatter, niezalmie od warunkow
pocztkowych.
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Rys. 4. Kolorowa mapa amplitudy w funkcji Q i a dla warunku poczatkowego x(0)=0.5
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Rys. 5. Kolorowa mapa amplitudy w funkcji Q i a dla warunku poczatkowego x(0)=3.5

5. Dyskusja i wnioski kaicowe

Poniewa drgania typu chatterasgtownym problemem wyspujacym w procesie
skrawania, dlatego e podstawowym celem jest poszukiwanie zakresu pdrame
technologicznych, w ktorych proces skrawania jewthbigy. Liniowy model obrébki
skrawaniem z efektem regeneracyjnym jest dobrzeynggo rozwizanie analityczne nie
powodup trudnaci. Jednak w przypadku uktadu nieliniowegozaastni€ wiecej niz jedno
rozwigzanie, a take mog istnie¢ rozwiazania quasi-okresowe, subharmoniczne, a nawet
chaotyczne. Zalgy to oczywkcie od parametrow uktadu oraz warunkéw pkawych.
Rozwigzania przedstawione na Rys. 2 i 3 obrazyiko stabilne rozwjzania okresowe. Co
ciekawe, dla analizowanego ukfadu przy analizowhrparametrach nie wygiuja stabilne
obszary charakterystyczne dla liniowego modelu meggcyjnego. W modelu nieliniowym



dla kazdego opanienia czasowego istniefdrgania typu chatter, 4eli amplituda opénienia
a<aq. Przedstawiona w pracy analiza numeryczna jespeimieniem bada analitycznych.
Analiza numeryczna unifiwia znalezienie takich obszaréw warunkéw pgkawych, ktore
nie wywolup drgar typu chatter. Obszary teq hardzo wane z praktycznego punktu
widzenia, poniewa umazliwiaja wyznaczenie bezpiecznego zestawu paramet@y af
zapewniajcego utrzymanie uktadu w odpowiedniej zbiorze wkéum pocatkowych.
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