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DYNAMIKA PROCESU SKRAWANIA Z NIELINIOWO ŚCIĄ DUFFINGA 
  
 
  

W artykule przedstawiono jednowymiarowy nieliniowy model skrawania. Do opisu procesu 
przyjęto model Duffinga z opóźnieniem czasowym. Model rozwiązano analitycznie za pomocą metody 
wielu skal czasowych. Wykres stabilności otrzymano numerycznie i analitycznie. Wykazano, 
Ŝe obszary stabilności zaleŜą od warunków początkowych układu.  
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1. Wstęp  
  

Układy z opóźnieniem czasowym są przedmiotem zainteresowania w modelowaniu 
procesów w inŜynierii, finansach oraz wielu innych dziedzinach [3]. NaleŜą one do grupy 
układów, w których bieŜący stan procesu jest skutkiem poprzedniego stanu, opóźnionego w 
czasie. Niekiedy, opóźnienie czasowe jest wprowadzane do układu w celu kontroli procesu. 
Opis matematyczny układów dynamicznych z członem opóźnienia jest zaleŜny od parametru 
opóźnienia w określony sposób. Równanie róŜniczkowe z opóźnieniem opisujące układ 
dynamiczny naleŜy do kategorii opóźnionych funkcyjnie równań róŜniczkowych (czasami 
równania nazywane są z ang. retarded differential-difference equations - RDDE) [4]. 
Oscylator Duffinga jest najprostszym modelem dynamicznego zachowania wielu złoŜonych 
systemów. Równanie z dodanym członem opóźnienia moŜe być uŜyte w modelowaniu 
procesu skrawania [1]. W procesie toczenia cylindryczny przedmiot obrabiany obraca się ze 
stałą prędkością kątową, a narzędzie kształtuje powierzchnię poprzez usuwanie materiału. 
Siła skrawania, która jest silną funkcją grubości wióra, staje się równieŜ silną zaleŜnością 
opóźnionego połoŜenia narzędzia x(t-τ) w stosunku do aktualnego połoŜenia x(t). Tak więc, 
do opisu tego zjawiska szeroko stosowane są modele z efektem regeneracyjnym drgań 
narzędzia (z ang. regenerative chatter). 

Wiele zjawisk występujących podczas obróbki skrawaniem wpływa niekorzystnie na 
przebieg procesu obróbki, a takŜe na trwałość narzędzia oraz jakość powierzchni obrabianej. 
Główną przyczyną tych niekorzystnych zjawisk są drgania samowzbudne wywołane efektem 
regeneracyjnym. Efekt ten spowodowany jest przez nakładanie się śladu otrzymanego 
w poprzednim przejściu narzędzia ze śladem z bieŜącego przejścia. Badania zostały 
przeprowadzone w celu zwiększenia wydajności procesów obróbki skrawaniem, moŜliwości 
przewidywania i unikania drgań regeneracyjnych.   
 W artykule przedstawiono model skrawania o jednym stopniu swobody opisany 
równaniem Duffinga z opóźnieniem czasowym. Przeprowadzono badania analityczne oraz 
weryfikację numeryczną zjawiska chatteru.  W oparciu o symulację numeryczną zbudowano 
wykres stabilności i porównano go z wynikami numerycznymi. Rozwiązanie analityczne 
otrzymano stosując metodę wielu skal czasowych (z ang. method of multiple scales - MMS). 
Metodę tę uŜyto w badaniach nad podobnym modelem Duffinga z opóźnieniem czasowym 
oraz wymuszeniem zewnętrznym [10].    
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2. Model skrawania 
 

W tej części, w celu modelowania efektu regeneracyjnego podczas procesu skrawania, 
połączono klasyczny oscylator Duffinga z członem opóźnienia czasowego [5]. Następnie 
przedstawiono model regeneracyjny procesu skrawania z nieliniową sztywnością (Rys. 1). 
Drgania występujące podczas obróbki skrawaniem mogą być opisane równaniami 
róŜniczkowymi z opóźnionym argumentem w postaci 

 [ ]2 3

0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t x t x t x t x t x tδ ω γ α µ τ′′ ′+ + + = − + − ,  (1) 

 
gdzie: δ jest współczynnikiem tłumienia, γ jest nieliniową sztywnością, ωo jest częstością 
drgań własnych układu liniowego. Siła skrawania opisana jest po prawej stronie równania (1) 
gdzie, α jest współczynnikiem siły skrawania, τ  jest opóźnieniem czasowym, µ  jest 
parametrem przełączającym, który w modelu regeneracyjnym skrawania równy jest jeden. 
WyraŜenie z opóźnieniem czasowym odpowiada za rozwiązanie wynikające z poprzedniego 
stanu.   

 
Rys. 1. Model regeneracyjny procesu skrawania ze sztywnością Duffinga 

 
Drgania typu chatter są głównym problemem występującym podczas obróbki 

skrawaniem [2, 6, 11], dlatego zostały poddane analizie. W celu znalezienia obszarów 
stabilnego skrawania oraz amplitudy drgań typu chatter znajdujących się w niestabilnych 
obszarach rozwiązano analitycznie i numerycznie równanie (1) oraz zbadano wpływ 
parametrów procesu, a następnie przedstawiono w kolejnej części. 
 

3. Rozwiązanie analityczne  
 

Układ opisany równaniem (1) rozwiązano analitycznie przy pomocy metody wielu 
skal czasowych [8, 9], badania ograniczono do przypadku małego tłumienia oraz słabej 
nieliniowości. ZałoŜono dwie skale (szybką i wolną) rozwinięć rozwiązania. Skala szybka 0T  

oraz skala wolna 1T  zostały opisane równaniem (2), następnie rozwiązanie w pierwszym 

przybliŜeniu poszukiwano w postaci (3) oraz (4): 
 

 0 1,T t T tε= = , (2) 

 0 0 1 1 0 1( ) ( , ) ( , )x t x T T x T Tε= + , (3) 

 0 0 1 1 0 1( ) ( , ) ( , )x t x x T T x T Tτ τ ττ ε− = = + . (4) 
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Zakładając, Ŝe 

 2 2
0 , , ,ω ω εσ γ εγ α εα δ εδ= + = = = %% % , (5) 

gdzie ε jest formalnie małym parametrem [7]. Dalej, w celu ułatwienia zapisu, pominięto 
znak tyldy. Pochodne czasowe przekształcono do postaci (6) i (7): 
 

 
0 1

d

dt T T
ε∂ ∂= +

∂ ∂
, (6) 

 
2 2 2 2 2 2

2 2 2
0 0 1 1 0 0 0 1

... 2 ...
d

dt T T T T T T T T
ε ε ε∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. (7) 

 
Podstawiając równania (2)-(7) do (1) otrzymano 

 
2 2

2 3
2

0 0 1 0

( ) ( ) ( )
2 ( ) ( ) [ ( ) ( )]

x t x t x t
x t x t x t x t

T T T T
ε εδ ω εσ εγ εα µ τ∂ ∂ ∂

 + + + + + = − + − ∂ ∂ ∂ ∂
. (8) 

Rozwijając pochodne z równania (8) otrzymano (12): 

 0 1

0 0 0

( ) x xx t

T T T
ε∂ ∂∂ = +

∂ ∂ ∂
, (9) 

 
2 22

0 1
2 2 2

0 0 0

( ) x xx t

T T T
ε∂ ∂∂ = +

∂ ∂ ∂
, (10) 

 
2 22

0 1

0 1 0 1 0 1

( ) x xx t

T T T T T T
ε∂ ∂∂ = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, (11) 

 
2 22

2 2 30 0 01
0 1 0 0 0 02 2

0 0 0 1 0

2 ( )
x x xx

x x x x x x
T T T T T τε ε εδ ω εω εσ εγ εα µ∂ ∂ ∂∂+ + + + + + + = − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. (12) 

Przyrównując współczynniki przy potęgach 0ε i 1ε , uzyskano: 
 

 
2

0 20
02

0

0ε ω∂
⇒ + =

∂
x

x
T

, (13) 

 
22

1 2 30 01
0 1 0 0 02

0 0 1 0

2 0τε δ σ ω γ µα α∂ ∂∂
⇒ + + + + + + − =

∂ ∂ ∂ ∂
x xx

x x x x x
T T T T

. (14) 

Dla ułatwienia rozwiązanie zaleŜności (13) przedstawiono w postaci zespolonej (15) i (16): 
  
 0 0

0 0 1 1 1( , ) ( ) ( )iT iTx T T A T e A T e−= + , (15) 

 0 0( ) ( )
0 0 1 1 1( , ) ( ) ( )i T i Tx T T A T e A T eτ τ
τ

− − −= + , (16) 

gdzie A  jest funkcją sprzęŜoną do A , która jest dowolną funkcją zaleŜną od 1T . Podstawiając 

równania (15) i (16) do wyraŜenia (14) oraz rozwijając pochodne otrzymano:  
 

 0 00
1 1

0

( ) ( )iT iTx
A T ie A T ie

T
−∂ = −

∂
, (17) 

 0 0

2
0

1 1
0 1

( ) ( )iT iTx
A T ie A T ie

T T
−∂ ′ ′= −

∂ ∂
, (18) 
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oraz następnie otrzymano kolejną zaleŜność: 

 

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

2
21

1 1 1 1 12
0

3

1 1 1 1 1 1

( ) ( )
1 1

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0.τ τ

ω δ

σ γ µα

α

− −

− − −

− − −

∂
 ′ ′   + + − + − +   ∂

     + + + + + −     

 + = 

iT iT iT iT

iT iT iT iT iT iT

i T i T

x
x A T ie A T ie A T ie A T ie

T

A T e A T e A T e A T e A T e A T e

A T e A T e

 (19) 

Następnie wyraŜenie (19) przedstawiono w końcowej formie: 

 

0 0

0

0

2
3 32 3 31

1 1 12
0

2
1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 2 ( ) 0.

τ

τ

ω γ γ

α δ µα σ γ

α δ µα σ γ

−

−

−−

∂ + + + +
∂

′ − + + + + + + 

′ − − + + + − = 

iT iT

iTi

iTi

x
x A T e A T e

T

A T e i A T A T A T A T A T iA T e

A T e i A T A T A T A T A T iA T e

 (20) 

Człony sekularne z równania (20) zostają wyeliminowane wtedy i tylko wtedy, gdy równania 
(21) są spełnione. Prowadzi to do zaleŜności (22) i (23): 
 0 0

1 20, 0iT iTST e ST e−= = , (21) 

 2
1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 2 ( ) 0iA T e i A T A T A T A T A T iA Tτα δ µα σ γ− ′− + + + + + = , (22) 

 2
1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) 2 ( ) 0iA T e i A T A T A T A T A T iA Tτα δ µα σ γ− ′− − + + + − = . (23) 

gdzie ST1 i ST2 są wyraŜeniami generującymi człony sekularne. 
 
Eliminując z równania (20) człony sekularne otrzymano zaleŜność (24)   
 

 0 0

2
3 32 3 31

1 1 12
0

( ) ( ) 0iT iTx
x A T e A T e

T
ω γ γ −∂ + + + =

∂
. (24) 

Zakładając rozwiązanie (24) postaci: 
 
 0 03 3

1 0 1 1 1( , ) ( ) ( )iT iTx T T B T e B T e−= + , (25) 

 0 03 ( ) 3 ( )
1 0 1 1 1( , ) ( ) ( )i T i Tx T T B T e B T eτ τ
τ

− − −= + , (26) 

gdzie: 

 
3

1
1 2

( )
( )

9

A T
B T

γ
ω

= −
−

, (27) 

 
3

1
1 2

( )
( )

9

A T
B T

γ
ω

= −
−

, (28) 

otrzymano: 

 0 0

3 3
3 31 1

1 0 1 2 2

( ) ( )
( , )

9 9
iT iTA T A T

x T T e e
γ γ
ω ω

−= − −
− −

, (29) 

 0 0

3 3
3 ( ) 3 ( )1 1

1 0 1 2 2

( ) ( )
( , )

9 9
i T i TA T A T

x T T e eτ τ
τ

γ γ
ω ω

− − −= − −
− −

. (30) 

 
Podstawiając w równaniach (22) i (23) amplitudę w postaci biegunowej: 

 1( )
1 1

1
( ) ( )

2
i TA T a T eβ= , (31) 

 1( )
1 1

1
( ) ( )

2
i TA T a T e β−= , (32) 
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 1 1( ) ( )
1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
i T i TA T a T e ia T T eβ ββ′ ′ ′= + , (33) 

 1 1( ) ( )
1 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
i T i TA T a T e ia T T eβ ββ− −′ ′ ′= − . (34) 

w rezultacie otrzymano: 
 

 

1 1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

( ) ( ) ( )3
1 1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
3 1 1

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0,
8 2 2

τ β β β β

β β β

α δ µα σ

γ β

− +− + + + +

 ′ ′+ + =  

i i T i T i T i T

i T i T i T

a T e i a T e a T e a T e

a T e i a T e ia T T e
 (35) 

 

1 1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

( ) ( ) ( )3
1 1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2
3 1 1

( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0.
8 2 2

τ β β β β

β β β

α δ µα σ

γ β

− − − −

− − −

− − + + +

 ′ ′− − =  

i i T i T i T i T

i T i T i T

a T e i a T e a T e a T e

a T e i a T e ia T T e
 (36) 

Po przekształceniach (35) uzyskano (37) 
 

 
3

1 1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 8
( ) ( ) ( ) 0.

τα δ µα σ γ

β

−− + + + + +

′ ′− =

ia T e i a T a T a T a T

ia T a T T
 (37) 

Następnie zastępując 
 
 cos sinie iτ τ τ− = − . (38) 
Otrzymano normalną postać: 
 

 
1 1 1 1 1

3
1 1 1 1

1 1 1 1 1
( )cos ( )sin ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2
3

( ) ( ) ( ) ( ) 0.
8

α τ α τ δ µα σ

γ β

− + + + + +

′ ′+ − =

a T i a T i a T a T a T

a T ia T a T T

 (39) 

Rozdzielając część rzeczywistą i urojoną, znaleziono dwa wyraŜenia nazywane równaniami 
modulacyjnymi: 

 1 1 1

1 1
( ) ( )sin ( ) 0

2 2
a T a T a Tδ α τ ′+ + =  (40) 

 3
1 1 1 1 1 1

1 1 3 1
( ) ( ) ( ) ( )cos ( ) ( ) 0

2 2 8 2
a T a T a T a T a T Tµα σ γ α τ β ′+ + − − = . (41) 

Przekształcając, uzyskano równania modulacyjne do postaci (42) i (43): 
 

 1 1 1

1 1
( ) ( ) ( )sin

2 2
a T a T a Tδ α τ′ = − − , (42) 

 2
1 1

3 1 1 1
( ) ( ) cos

8 2 2 2
T a Tβ γ µα σ α τ′ = + + − . (43) 

W przypadku rozwiązań okresowych a’=0 i β’=0 częstość chatteru (ω) oraz amplituda (a) 
podana jest w następujący sposób: 
  

 0 cosω ω αµ α τ= + −  (44) 
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( )2 2

1

cos2 3

3
a

α δ α τ
γ

− −
=  (45) 

 
( )2 2

2

cos2 3

3
a

α δ α τ
γ

− − +
=  (46) 

Częstość chatteru (ω) wyraŜona równaniem (44) zaleŜy tylko od parametrów 
opóźnienia α, τ oraz częstości drgań własnych układu liniowego ωo. Interesujące jest, Ŝe 
współczynnik nieliniowości (γ) i amplituda drgań nie wpływa na częstość. Amplituda drgań 
chatteru w stanie ustalonym istnieje, kiedy 
 2 2 0α δ− >  (47) 
 
Zakładając, Ŝe parametry układu są zawsze dodatnie, tylko α δ> powoduje rozwiązanie 
okresowe. Następnie dla wartości krytycznej α moŜna wprowadzić αcr=δ. Z drugiej strony, 
amplituda drgań jest równa zeru, gdy parametry układu spełniają warunek: 

 ( )2 2 cos 0α δ α τ− − =  (48) 

Amplitudy a1 i a2 reprezentowane równaniem (45) oraz (46) przedstawiono na Rys. 2 i 3 jako 
mapy, gdzie kolor obrazuje wartość amplitudy drgań.  

 
Rys. 2. Rozwiązanie analityczne amplitudy a1 dla stabilnego rozwiązania okresowego przedstawionego 

równaniem (45) w funkcji Ω i αααα 
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Rys. 3. Rozwiązanie analityczne amplitudy a2 dla stabilnego rozwiązania okresowego przedstawionego 

równaniem (46) w funkcji Ω i αααα 
 

Drugie rozwiązanie istnieje tylko w wąskich obszarach, w których pierwsze 
rozwiązanie nie istnieje. Oznacza to, Ŝe gdy warunek (47) jest spełniony to rozwiązane 
okresowe autonomicznego układu Duffinga z opóźnieniem nie zaleŜy od opóźnienia 
czasowego. Podczas, gdy warunek (48) jest spełniony (amplituda równa jest zero) dokładnie 
na granicy wykresu przedstawionego na Rys. 2. 

W następnym rozdziale wykonano symulacje numeryczne, aby sprawdzić, czy pojawią 
się rozwiązania przedstawione w tej części.  
 

4. Wyniki numeryczne 
 
PoniewaŜ, jak wykazano w poprzednim rozdziale, drgania typu chatter mogą istnieć 

zawsze, kiedy α przekracza αcr=δ. Najbardziej interesujące, z praktycznego punktu widzenia, 
są warunki początkowe, które sprzyjają uzyskaniu wysokich amplitud drgań. Dlatego, bazując 
na równaniu róŜniczkowym (1) wykonano symulacje numeryczne w środowisku Matlab-
Simulink przy uŜyciu metody Rungego-Kutty czwartego rzędu ze zmiennym krokiem 
całkowania. Przyjęto następujące parametry układu: γ=0.25, δ=0.1, ωo=1, µ=1. Wartości 
amplitud drgań przedstawiono na Rys. 4 i 5 jako kolorowe mapy w funkcji dwóch 
parametrów 2 /π τΩ = oraz α.  
Amplitudy drgań typu chatter są bardzo wraŜliwe na warunki początkowe, dlatego obszar 
niestabilnego skrawania jest bardziej szeroki w przypadku warunku początkowego x(0)=3.5 
niŜ x(0)=0.5. Ponadto amplitudy drgań są wyŜsze. Tylko α<δ gwarantuje, Ŝe obróbka 
skrawaniem będzie odbywała się bez drgań typu chatter, niezaleŜnie od warunków 
początkowych.  
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Rys. 4. Kolorowa mapa amplitudy w funkcji Ω i αααα dla warunku początkowego x(0)=0.5 
 

 
Rys. 5. Kolorowa mapa amplitudy w funkcji Ω i αααα dla warunku początkowego x(0)=3.5 
 
 

5. Dyskusja i wnioski końcowe 
 

PoniewaŜ drgania typu chatter są głównym problemem występującym w procesie 
skrawania, dlatego teŜ podstawowym celem jest poszukiwanie zakresu parametrów 
technologicznych, w których proces skrawania jest stabilny. Liniowy model obróbki 
skrawaniem z efektem regeneracyjnym jest dobrze znany i jego rozwiązanie analityczne nie 
powodują trudności. Jednak w przypadku układu nieliniowego moŜe istnieć więcej niŜ jedno 
rozwiązanie, a takŜe mogą istnieć rozwiązania quasi-okresowe, subharmoniczne, a nawet 
chaotyczne. ZaleŜy to oczywiście od parametrów układu oraz warunków początkowych. 
Rozwiązania przedstawione na Rys. 2 i 3 obrazują tylko stabilne rozwiązania okresowe. Co 
ciekawe, dla analizowanego układu przy analizowanych parametrach nie występują stabilne 
obszary charakterystyczne dla liniowego modelu regeneracyjnego. W modelu nieliniowym 
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dla kaŜdego opóźnienia czasowego istnieją drgania typu chatter, jeŜeli amplituda opóźnienia 
α<αcr. Przedstawiona w pracy analiza numeryczna jest uzupełnieniem badań analitycznych. 
Analiza numeryczna umoŜliwia znalezienie takich obszarów warunków początkowych, które 
nie wywołują drgań typu chatter. Obszary te są bardzo waŜne z praktycznego punktu 
widzenia, poniewaŜ umoŜliwiają wyznaczenie bezpiecznego zestawu parametrów (Ω, α) 
zapewniającego utrzymanie układu w odpowiedniej zbiorze warunków początkowych. 
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