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Streszczenie

Aproksymacja sygnatow, w przedziale czasowym z uzyciem klasycznego szeregu Fouriera,
prowadzi do generacji segmentéw dodatkowych sygnalu w przedzialach okresowo
rozmieszczonych na osi czasu. Na granicach przedzialdéw powstaja wowczas nieciaglo$ci, w
ktorych poblizu biedy aproksymacji osiagaja niedopuszczalnie duze wartosci. W pracy
przedstawiono wielomiany, zawierajace szeregi trygonometryczne, ktore posiadaja wiasciwosci
zmniejszania bledéw aproksymacji w punktach granicznych, praktycznie do wartosci rownej zeru.
Bledy aproksymacji ograniczono przez dobor funkcji tworzacych wielomiany, wykorzystanie
efektu kompensacji btedow w punktach granicznych oraz wprowadzenie poprawki korygujacej
btedy obliczeniowe wewnatrz analizowanego przedziatu. Wielomiany umozliwiaja wykonanie
aproksymacji sygnalow nieokresowych w polaczeniu z filtracja zaklocen, analizy
czgstotliwosciowe] o wilasciwosciach poréwnywalnych z DEFT, oraz analizy czasowo-
czgstotliwosciowe.

Stowa kluczowe: sygnat niestacjonarny, aproksymacja trygonometryczna, analiza
czestotliwosciowa, analiza czasowo-czestotliwosciowa sygnatow.

APPROXIMATION AND FREQUENCY ANALYSIS OF SIGNALS INSIDE OF TIME INTERVAL

Summary

Signals approximation, using classical trigonometric series leads to generation of additional
segments of signal. Then on interval limits discontinuities occur near which approximation errors
acquire inadmissible high values. In the paper were presented polynomials including trigonometric
series which have properties of diminishing approximation errors in limiting points practically to
zero. Approximation errors were reduced by choice of functions forming polynomials, taking
advantage of effect of error compensation in limiting points as well as introducing correction of
analytical errors. Polynomials enable doing approximation of aperiodic signals in connection with
filtration, frequency analysis of values comparable to DFT, and time — frequency analysis.

Key words: nonstationary signal, trigonometric approximation, frequency analysis, time —
frequency analysis of signals.

gdzie, p= oT, y'+y ~
sktadowych rosnacych ze znakiem
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sa to sumy wartosci
oraz

Funkcje %(z) opisujaca sygnal narastajacy lub
malejacy naprzemiennie, od warto$ci rownej zeru w
przedziatach czasu mikro 7;, ktore skladaja si¢ na
przedzial czasu rzeczywistego € <0,7> mozna
przedstawié, jak to zostatlo wykazane w pracy [1]
sumg

h(D)=h(D)H,(9)+(x "+x )Ha(t) (1)
lub suma

g(p) = g (DH{(p)+ (¢ "+x)Hy(p), dla 0Sp<1, (2)

sktadowych malejacych ze znakiem ~ , okreslonych
w punktach granicznych przedziatow dla z; =T,
H;(t) jest funkcja rosnaca (nic malejaca) w
przedziale czasu 7, H;(0)=0, H,(T)=1, odpowiednio
H(p) przyjmuje wartosci H;(0)=0, H;(1)=1. H,(z)
jest funkcja na przemian rosnaca lub malejaca w
przedziatach czasu mikro, ktéra przyjmuje wartosci
H,(0)=0, H)T)=0, w punktach granicznych
przedzialu 7, a funkcja H,(p)=0 odpowiednio w
punktach p=0, p=1

Wyrazenia aproksymujace sygnal w przedziale
powinny  zawiera¢  skladniki  odpowiadajace
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wlasciwosciom funkcji H;, H,. Odpowiednikiem H,
sg wielomiany i funkcje, a wérdd nich najprostsze ¢;
=p, lub ¢,=1/2(1-cosap). Whasciwosciom funkcji H,
odpowiada szereg trygonometryczny sinusow, o
postaci sumy

0xp) = X a, sinkp, 3)
k=1

ztozonej z funkcji ortogonalnych w przedziale
p€ <0, 1> Uzycie funkcji g(p) w postaci (2)
pozwala sprowadzi¢ do wartosci rownej zeru bledy
aproksymacji sygnatu f(x) w punktach granicznych
przedziatu x.
W pracy uzyto funkcji aproksymujacych

J)=f(a)+g(p)=f(a)+(g(1)/2)(1-cosmp)+
+> a, sinkzp @)

k=1

W odniesieniu do wyrazenia (4) uzyto nazwy
wielomian 1

Wiasciwosci  funkcji  g(p) maja funkcje z
utworzone metoda Grama-Schmidta na bazie zbioru
funkcji (1-coskrmp). Ortonormalne funkcje bazowe z;
[2] maja postac szeregu

2= |2 1425 cosmip—(2k-1)cosmp| O
pTER + ;cosmp—( —1)cos kp

k>1

a szereg funkcji z; postac
P(p)=) ¢z ©6)
k=1

Sa to funkcje, ktorych iloczyny skalarne spehniaja
réwnos¢

(Zk,zi): O,dla k #1 (7)
Ldlak =i

Wartos¢ z,(0)=0,a warto$¢ z(1) jest dodatnia dla k&
nieparzystych i1 ujemna dla k parzystych. Wartos¢
bezwzgledna z,(1) dla dostatecznie duzych wartosci
k dazy do granicy ciagu

lim|z,(1)| = li 8—1{2—\/3 8
A = o 45 —1 ' ®)

Wielomian zlozony z szeregu sinuséw 1 szeregu
funkcji z; zastosowany w przedstawionej pracy ma
postaé

fe)=fl@)+1/20) a, sinkap + Y ¢z, )+b(p). (9)
k=1 k=1

W odniesieniu do wyrazenia (9) uzyto nazwy
wielomian 3.

Ponadto utworzono sumeg szeregéw sinusOw i
kosinuséw, tworzaca szereg aproksymujacy o
postaci

fx)=1/2( Zak sinknp +Zbk cosknp )+
k=1 k=1

+av + b(p) (10)

gdzie: av jest skladowa o wartosci statej, b(p) jest
btedem aproksymacji o warto$ci Sredniej réwnej
zeru.

W odniesieniu do wyrazenia (10) uzywane jest
okreslenie wielomian 2

2. ANALIZA CZESTOTLIWOSCIOWA
7 ZASTOSOWANIEM WIELOMIANOW

Wartosci bezwzgledne, lub moduty
wspotczynnikow szeregow (4), (9), (10) wyznaczaja
widmo amplitudowe badanych sygnatéw. Liczba
sktadowych widma rowna jest m = n-1, gdzie n jest
liczba probek sygnatu. Czgstotliwos¢ odpowiadajaca
sktadowej widma o liczbie k =1: m wyznacza wzor:

Jk)=k/2T. (11
Wspotczynniki szeregu (4) obliczamy ze wzoru:
2 n

a, =a(k)=m
4=y

(fg (x))sin kmp, (12)
gdzie
Je)=1x)-f(@)-g(1)(1-cosap)/2,p=(x-a)/(b-a) =
—(i-1)/(n-1)

Wspotczynniki  szeregu (9) obliczamy ze
WZzorow:

¢ = (k) =——3 (£(x)- £ (@) (k)

n—1%3

) (13)
a, = ak)=—2=3 (£ (x)- £(a))sin kzp

n—1%3

gdzie z; = z(k).
Wspolczynniki szeregu (10) obliczamy ze
WZOorow:

a, = a(k): nzﬁzzn; (f(x))sin kzp
by = blk)= —Z2 37 (f (e eos kap (14)

av = n%i [f(x)— é:z: (a(k)sin kzp + b(k)cos kzrp)]

1=

Widmo amplitudowe wyznaczone wspolczynnikami
(14) jest w porownaniu do DFT asymetryczne i
sktada si¢ z n-1 niezaleznych wartosci.

Funkcja okresowa poprawki bh(p) ma stala
amplitude.

3. ANALIZA CZASOWO-
CZESTOTLIWOSCIOWA

Zawsze, kiedy analizujemy przebieg czasowy
zbudowany z  odcinkéw  roéznigcych  si¢
czestotliwosciami  sygnatu, otrzymujemy widmo
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o sktadowych bez ich lokalizacji w czasie [3]. Do
przeniesienia analizy na plaszczyzng czasowo-
czgstotliwosciowa z uzyciem przedstawionych w
rozdziale 2 wielomianow, opracowano dwa sposoby
postgpowania.

1). Poniewaz wiclomiany (4), (9), (10) zawieraja
informacje o sumie n-/ skladowych w czasie,
powstaje 1-wymiarowy wykres czasowy przebiegu
aproksymujacego. Po wprowadzeniu sum o
stopniowanej od / do n-I liczbie sktadowych,
otrzymamy zbidér wielomiandw w przestrzeni 2 -
wymiarowej. Zbior bedzie zawieral informacje o
czasowo- czgstotliwosciowej strukturze przebiegu.

2). Podobnie w wyrazeniach (12), (13), (14)
mamy informacje o wartosci wspotczynnikow w
odniesieniu do punktu koncowego przedziatu
czasowego. Otrzymujemy 1-wymiarowe widmo
amplitudowe. Po wprowadzeniu do wzorow sum
czgSciowych obliczanych na odcinkach czasowych o
stopniowanej od 1 do n liczbie probek, otrzymamy
zbidr wartosci odnoszacy si¢ do przesztosci
wspolczynnikow. Zbidr bedzie zawierat informacje
0 czasowo-czestotliwosciowej budowie
wspolezynnikow.

4. PRZYKLADY ANALIZY

4.1. Poréwnanie bledéw aproksymacji funkcji
wykladniczej

Do poréwnan wybrano klasyczny szereg o
postaci przystosowanej do zmiennej p,

F@)=ay+Y" a, sin2kap(i)+Y_b, cos 2kp(i)
k=1 k=1

gdzie:
ap jest wartoscia $rednia aproksymowanego
przebiegu, 0= p(i) = (i-1)/(n-1) <1, dla n =
101,oraz wielomiany 1, 2, 3 opisane wzorami
podanymi w rozdziale 1. Sygnal aproksymowany
przedstawiony jest funkcja s(i)=exp(2p(i) -1).

Po wykonaniu obliczen w programie Matlab
otrzymano nastgpujace wartosci
Sredniokwadratowego btedu aproksymacj M :
dla szeregu klasycznego M=0.17419, k=50,
dla wielomianu 1, M=3.9101e-015, k=100,
dla wielomianu 2, M=9.0881e-015, k=100,
dla wielomianu 3, M=6.8926e-015, k=100.

Mate wartosci bledow aproksymacji z uzyciem
wielomianow 2 i 3 sa wynikiem kompensacji
btgdow granicznych, wnoszonych przez szeregi i
wprowadzenie poprawek w postaci funkcji. Na
rysunku 1 pokazano jak powstaje efekt kompensacji
btgdow w punktach granicznych dla funkcji
wyktadniczej aproksymowanej wielomianem 2
ztozonym z sumy szeregdw sinusow i kosinusow.
Dla wielomianu 3 btad aproksymacji w punkcie
poczatkowym jest rowny zeru, w punkcie
koncowym  przedzialu = czasowego  wystepuje
kompensacja bledu, dodatkowo btad zmniejszono
okresowa funkcja poprawki.

Wielomian 1 nie wymaga wprowadzania funkcji
poprawki. Obliczenia z jego uzyciem trwaja krocej
w poréwnaniu do pozostatych wielomianow.

o 20 40 60 80 100 - 120

Rys. 1. Kompensacja btgdéw aproksymacji
funkcji wyktadniczej wielomianem 2:
a) wartosci sum szeregu sinusow,
b) wartosci sum szeregu kosinusow.

4.2. Analiza czasowo-czestotliwo$ciowa sygnalu
zawierajacego 2 czestotliwosci

Funkcje harmoniczne tworzace szeregi sinuséw
lub kosinusow w wielomianach trygonometrycznych
1, 2, 3 sa wygodnym narze¢dziem w zastosowaniu do
analizy czgstotliwosciowej sygnatéw. Struktura
wielomianow umozliwia wydzielenie w badanym
sygnale sktadowe;j stalej, sktadowej monotonicznie

zmiennej, oraz sktadowych okresowych o
dyskretnych wartosciach czgstotliwoscei.
Przeprowadzone  eksperymenty  obliczeniowe

dowodza mozliwosci wykonania analiz czasowo-
czgstotliwosciowych sygnalow dla celow
diagnostyki techniczne;.

Wykonano analiz¢ sygnatu deterministycznego

cos[]]ﬂ i-1 j,i —7:60
. n—1
s(i) = -
cos(487z - j,i —61:101
n—1

przy uzyciu wielomianu 2, o budowie najbardziej
zblizonej do klasycznego szeregu. Wyniki analizy
przedstawiono na rysunku 2.

Na rysunku 2a i 2 ¢ znajduja si¢ wykresy sygnatu
po aproksymacji i jego widmo amplitudowe. Blad
aproksymacji rowny jest M=3.8082 e-015. Na
rysunkach 2b 1 2d pokazano wyniki analizy
czasowo-czgstotliwosciowej odnoszacych si¢ do
warto$ci  sygnatlu, oraz wartosci modulow
wspolezynnikéw rozwinigcia.
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Rys. 2. Wyniki analizy sygnatu s(i):
a) przebieg aproksymujacy, b) czasowo —
czgstotliwosciowa struktura sygnatu,
¢) modutly wspolczynnikéw widma
amplitudowego, d) czasowo -
czestotliwosciowa struktura modutow.

5. PODSUMOWANIE

W pracy przedstawiono wielomiany do
aproksymacji i analizy sygnatéw sformulowane na
podstawie monografii [1],[2]. Poréwnano wyniki
aproksymacji przebiegu wykladniczego, przyjmujac
jako podstawowe kryterium wartosci bledow
aproksymacji.

W poréwnaniu do klasycznego szeregu
trygonometrycznego wiclomiany 1,2,3 uzyskaty
znacznie nizsze wartosci bledow aproksymacji, nie
wykazujac tak wielkiego jak szereg klasyczny
wzrostu btedow w poblizu punktéw granicznych. U
wielomianow 2,3 wystgpuje efekt kompensacji
btedow aproksymacji w punktach granicznych.

Wielomianyl1,2,3 wykazuja wiasciwosci
filtracyjne, umozliwiaja przeprowadzenie
aproksymacji, polaczonej z analiza

czestotliwosciowa 1 czasowo-czestotliwosciowej, dla
wielu rodzajow sygnatow nieokresowych, bez

ograniczen  charakterystycznych  dla  metod
klasycznych.
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