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Streszczenie 

Aproksymacja sygna ów, w przedziale czasowym z u yciem klasycznego szeregu Fouriera, 

prowadzi do generacji segmentów dodatkowych sygna u w przedzia ach okresowo 

rozmieszczonych na osi czasu. Na granicach przedzia ów powstaj  wówczas nieci g o ci, w 

których pobli u b dy aproksymacji osi gaj  niedopuszczalnie du e warto ci. W pracy 

przedstawiono wielomiany, zawieraj ce szeregi trygonometryczne, które posiadaj  w a ciwo ci 

zmniejszania b dów aproksymacji w punktach granicznych, praktycznie do warto ci równej zeru. 

B dy aproksymacji ograniczono przez dobór funkcji tworz cych wielomiany, wykorzystanie 

efektu kompensacji b dów w punktach granicznych oraz wprowadzenie poprawki koryguj cej 

b dy obliczeniowe wewn trz analizowanego przedzia u. Wielomiany umo liwiaj  wykonanie 

aproksymacji sygna ów nieokresowych w po czeniu z filtracj  zak óce , analizy 

cz stotliwo ciowej o w a ciwo ciach porównywalnych z DFT, oraz analizy czasowo-

cz stotliwo ciowej. 

S owa kluczowe: sygna  niestacjonarny, aproksymacja trygonometryczna, analiza 

cz stotliwo ciowa, analiza czasowo-cz stotliwo ciowa sygna ów. 

 

APPROXIMATION AND FREQUENCY ANALYSIS OF SIGNALS INSIDE OF TIME INTERVAL  

 

Summary 

 

Signals approximation, using classical trigonometric series leads to generation of additional 

segments of signal. Then on interval limits discontinuities occur near which approximation errors 

acquire inadmissible high values. In the paper were presented polynomials including trigonometric 

series which have properties of diminishing approximation errors in limiting points practically to 

zero. Approximation errors were reduced by choice of functions forming polynomials, taking 

advantage of effect of error compensation in limiting  points as well as introducing correction of 

analytical errors. Polynomials enable doing approximation of aperiodic signals in connection with 

filtration, frequency analysis of values comparable to DFT, and time – frequency analysis. 

 
Key words: nonstationary signal, trigonometric approximation, frequency analysis, time – 

frequency analysis of signals. 

 

 

 
1. APROKSYMACJA SYGNA ÓW  

W PRZEDZIALE ZAMKNI TYM
 

Funkcj  h( ) opisuj c  sygna  narastaj cy lub 

malej cy naprzemiennie, od warto ci równej zeru w 

przedzia ach czasu mikro i, które sk adaj  si  na 

przedzia  czasu rzeczywistego 0,T , mo na 

przedstawi , jak to zosta o wykazane w pracy [1] 

sum   

h( )=h(T)H1( )+(  ++  -)H2( )    (1) 

lub sum  

g(p) = g (1)H1(p)+ (  ++  -)H2(p), dla 0 p 1, (2) 

gdzie, p= /T, ++  – s  to sumy warto ci 

sk adowych rosn cych ze znakiem + oraz 

sk adowych malej cych ze znakiem - , okre lonych 

w punktach granicznych przedzia ów dla i =Ti. 

H1( ) jest funkcj  rosn c  (nie malej c ) w 

przedziale czasu , H1(0)=0, H1(T)=1, odpowiednio 

H1(p) przyjmuje warto ci H1(0)=0, H1(1)=1. H2( ) 

jest funkcj  na przemian rosn c  lub malej c  w 

przedzia ach czasu mikro, która przyjmuje warto ci 

H2(0)=0, H2(T)=0, w punktach granicznych 

przedzia u , a funkcja H2(p)=0 odpowiednio w 

punktach p=0, p=1  

Wyra enia aproksymuj ce sygna  w przedziale 

powinny zawiera  sk adniki odpowiadaj ce 
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w a ciwo ciom funkcji H1, H2. Odpowiednikiem H1 

s  wielomiany i funkcje, a w ród nich najprostsze 1 

=p, lub 1=1/2(1-cos p). W a ciwo ciom funkcji H2 

odpowiada szereg trygonometryczny sinusów, o 

postaci sumy 

2(p) = ,      (3) 

1k

k pksina

z o onej z funkcji ortogonalnych w przedziale 

p 0, 1 . U ycie funkcji g(p) w postaci (2) 

pozwala sprowadzi  do warto ci równej zeru b dy 

aproksymacji sygna u f(x) w punktach granicznych 

przedzia u x.  

W pracy u yto funkcji aproksymuj cych  
 

f(x)=f(a)+g(p)=f(a)+(g(1)/2)(1-cos p)+ 

+        (4) 

1k

k pksina

W odniesieniu do wyra enia (4) u yto nazwy 

wielomian 1 

W a ciwo ci funkcji g(p) maj  funkcje zk 

utworzone metod  Grama-Schmidta na bazie zbioru 

funkcji (1-cosk p). Ortonormalne funkcje bazowe zk 

[2] maj  posta  szeregu  

zk =
1k

1k
1i

2
kpcos)1k2(ipcos21

1k4

2     (5) 

a szereg funkcji zk posta  

1k

kk zc)p(        (6) 

S  to funkcje, których iloczyny skalarne spe niaj  

równo  

 (zk,zi)=        (7) 
ik dla,1

ik dla0,

Warto  zk(0)=0,a warto  zk(1) jest dodatnia dla k 

nieparzystych i ujemna dla k parzystych. Warto  

bezwzgl dna zk(1) dla dostatecznie du ych warto ci 

k d y do granicy ci gu 

2
1k4

k8
lim)1(zlim

2

2

k
k

k
.  (8) 

Wielomian z o ony z szeregu sinusów i szeregu 

funkcji zk zastosowany w przedstawionej pracy ma 

posta   

f(x)=f(a)+1/2( + ) +b(p). (9) 

1k

k pksina
1k

kk zc

W odniesieniu do wyra enia (9) u yto nazwy 

wielomian 3. 

Ponadto utworzono sum  szeregów sinusów i 

kosinusów, tworz c  szereg aproksymuj cy o 

postaci 

f(x)= 1/2 ( + )+ 

1k

k pksina
1k

k pkcosb

+av + b(p)         (10) 

gdzie: av jest sk adow  o warto ci sta ej, b(p) jest 

b dem aproksymacji o warto ci redniej równej 

zeru. 

W odniesieniu do wyra enia (10) u ywane jest 

okre lenie wielomian 2 

 

2. ANALIZA CZ STOTLIWO CIOWA  
Z ZASTOSOWANIEM WIELOMIANÓW 

 

Warto ci bezwzgl dne, lub modu y 

wspó czynników szeregów (4), (9), (10) wyznaczaj  

widmo amplitudowe badanych sygna ów. Liczba 

sk adowych widma równa jest m = n-1, gdzie n jest 

liczb  próbek sygna u. Cz stotliwo  odpowiadaj c  

sk adowej widma o liczbie k =1: m wyznacza wzór: 

f(k)=k/2T.         (11) 

Wspó czynniki szeregu (4) obliczamy ze wzoru: 
 

pksinxf
1n

2
)k(aa

n

1i

gk , (12) 

gdzie  

fg(x)=f(x)-f(a)-g(1)(1-cos p)/2,p=(x-a)/(b-a)= 

=(i-1)/(n-1) 

Wspó czynniki szeregu (9) obliczamy ze 

wzorów: 

pksinafxf
1n

2
kaa

kzafxf
1n

1
)k(cc

n

1i

k

n

1i

k

 (13) 

 

gdzie zk = z(k). 

Wspó czynniki szeregu (10) obliczamy ze 

wzorów: 

n

1i

1n

1k

n

1i

k

n

1i

k

pkcoskbpksinka
2

1
xf

1n

1
av

pkcosxf
1n

2
kbb

pksinxf
1n

2
kaa

(14)                                 

 

Widmo amplitudowe wyznaczone wspó czynnikami 

(14) jest w porównaniu do DFT asymetryczne i 

sk ada si  z n-1 niezale nych warto ci. 

Funkcja okresowa poprawki b(p) ma sta  

amplitud . 

 

3. ANALIZA CZASOWO- 
CZ STOTLIWO CIOWA 
 
Zawsze, kiedy analizujemy przebieg czasowy 

zbudowany z odcinków ró ni cych si  

cz stotliwo ciami sygna u, otrzymujemy widmo 
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o sk adowych bez ich lokalizacji w czasie [3]. Do 

przeniesienia analizy na p aszczyzn  czasowo-

cz stotliwo ciow  z u yciem przedstawionych w 

rozdziale 2 wielomianów, opracowano dwa sposoby 

post powania. 

1). Poniewa  wielomiany (4), (9), (10) zawieraj  

informacje o sumie n-1 sk adowych w czasie, 

powstaje 1-wymiarowy wykres czasowy przebiegu 

aproksymuj cego. Po wprowadzeniu sum o 

stopniowanej od 1 do n-1 liczbie sk adowych, 

otrzymamy zbiór wielomianów w przestrzeni 2 -

wymiarowej. Zbiór b dzie zawiera  informacje o 

czasowo- cz stotliwo ciowej strukturze przebiegu.  

2). Podobnie w wyra eniach (12), (13), (14) 

mamy informacje o warto ci wspó czynników w 

odniesieniu do punktu ko cowego przedzia u 

czasowego. Otrzymujemy 1-wymiarowe widmo 

amplitudowe. Po wprowadzeniu  do wzorów sum 

cz ciowych obliczanych na odcinkach czasowych o 

stopniowanej od 1 do n liczbie próbek, otrzymamy 

zbiór warto ci odnosz cy si  do przesz o ci 

wspó czynników. Zbiór b dzie zawiera  informacje 

o czasowo-cz stotliwo ciowej budowie 

wspó czynników. 

 

4. PRZYK ADY ANALIZY 
 

4.1. Porównanie b dów aproksymacji funkcji 
wyk adniczej 

 
Do porówna  wybrano klasyczny szereg o 

postaci przystosowanej do zmiennej p, 

F(i)= a0 + , 

1k 1k

kk )i(pk2cosb )i(pk2sina

gdzie: 

a0 jest warto ci  redni  aproksymowanego 

przebiegu, 0 p(i) = (i-1)/(n-1) 1, dla n = 

101,oraz wielomiany 1, 2, 3 opisane wzorami 

podanymi w rozdziale 1. Sygna  aproksymowany 

przedstawiony jest funkcj  s(i)=exp(2p(i) -1). 

Po wykonaniu oblicze  w programie Matlab 

otrzymano nast puj ce warto ci 

redniokwadratowego b du aproksymacj M : 

dla szeregu klasycznego M=0.17419, k=50, 

dla wielomianu 1, M=3.9101e-015, k=100, 

dla wielomianu 2, M=9.0881e-015, k=100, 

dla wielomianu 3, M=6.8926e-015, k=100. 

Ma e warto ci b dów aproksymacji z u yciem 

wielomianów 2 i 3 s  wynikiem kompensacji 

b dów granicznych, wnoszonych przez szeregi i 

wprowadzenie poprawek w postaci funkcji. Na 

rysunku 1 pokazano jak powstaje efekt kompensacji 

b dów w punktach granicznych dla funkcji 

wyk adniczej aproksymowanej wielomianem 2 

z o onym z sumy szeregów sinusów i kosinusów. 

Dla wielomianu 3 b d aproksymacji w punkcie 

pocz tkowym jest równy zeru, w punkcie 

ko cowym przedzia u czasowego wyst puje 

kompensacja b du, dodatkowo b d zmniejszono 

okresow  funkcj  poprawki.  

Wielomian 1 nie wymaga wprowadzania funkcji 

poprawki. Obliczenia z jego u yciem trwaj  krócej 

w porównaniu do pozosta ych wielomianów. 

 
Rys. 1. Kompensacja b dów aproksymacji 

funkcji wyk adniczej wielomianem 2: 

a) warto ci sum szeregu sinusów,  

b) warto ci sum szeregu kosinusów. 

 

4.2. Analiza czasowo-cz stotliwo ciowa sygna u 
zawieraj cego 2 cz stotliwo ci 

 

Funkcje harmoniczne tworz ce szeregi sinusów 

lub kosinusów w wielomianach trygonometrycznych 

1, 2, 3 s  wygodnym narz dziem w zastosowaniu do 

analizy cz stotliwo ciowej sygna ów. Struktura 

wielomianów umo liwia wydzielenie w badanym 

sygnale sk adowej sta ej, sk adowej monotonicznie 

zmiennej, oraz sk adowych okresowych o 

dyskretnych warto ciach cz stotliwo ci. 

Przeprowadzone eksperymenty obliczeniowe 

dowodz  mo liwo ci wykonania analiz czasowo-

cz stotliwo ciowych sygna ów dla celów 

diagnostyki technicznej. 

Wykonano analiz  sygna u deterministycznego 

101:61i,
1n

1i
48cos

60:1i,
1n

1i
11cos

is  

przy u yciu wielomianu 2, o budowie najbardziej 

zbli onej do klasycznego szeregu. Wyniki analizy 

przedstawiono na rysunku 2.  

Na rysunku 2a i 2 c znajduj  si  wykresy sygna u 

po aproksymacji i jego widmo amplitudowe. B d 

aproksymacji równy jest M=3.8082 e-015. Na 

rysunkach 2b i 2d pokazano wyniki analizy 

czasowo-cz stotliwo ciowej odnosz cych si  do 

warto ci sygna u, oraz warto ci modu ów 

wspó czynników rozwini cia. 
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Rys. 2. Wyniki analizy sygna u s(i): 

a) przebieg aproksymuj cy, b) czasowo – 

cz stotliwo ciowa struktura sygna u,  

c) modu y wspó czynników widma 

amplitudowego, d) czasowo - 

cz stotliwo ciowa struktura modu ów. 

 

5. PODSUMOWANIE 
 

W pracy przedstawiono wielomiany do 

aproksymacji i analizy sygna ów sformu owane na 

podstawie monografii [1],[2]. Porównano wyniki 

aproksymacji przebiegu wyk adniczego, przyjmuj c 

jako podstawowe kryterium warto ci b dów 

aproksymacji. 

W porównaniu do klasycznego szeregu 

trygonometrycznego wielomiany 1,2,3 uzyska y 

znacznie ni sze warto ci b dów aproksymacji, nie 

wykazuj c tak wielkiego jak szereg klasyczny 

wzrostu b dów w pobli u punktów granicznych. U 

wielomianów 2,3 wyst puje efekt kompensacji 

b dów aproksymacji w punktach granicznych. 

Wielomiany1,2,3 wykazuj  w a ciwo ci 

filtracyjne, umo liwiaj  przeprowadzenie 

aproksymacji, po czonej z analiz  

cz stotliwo ciow  i czasowo-cz stotliwo ciowej, dla 

wielu rodzajów sygna ów nieokresowych, bez 

ogranicze  charakterystycznych dla metod 

klasycznych. 
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