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Streszczenie 

W pracy przedstawiono wyniki analizy drga  belki spr onej przeprowadzonej w celu 

okre lenia wp ywu obci enia poprzecznego belki na jej w asno ci wibroakustyczne. Celem pracy 

by o opracowanie miar wibroakustycznych czu ych na zmian  obci enia konstrukcji oraz 

okre lenie ich wra liwo ci na zachodz ce zmiany. 

 

S owa kluczowe: beton spr ony, drgania mechaniczne, charakterystyka sztywno ciowa. 

 

INFLUENCE OF LOAD ON VIBRATIONS OF PRESTRESSED  

CONCRETE BEAM AFTER IMPULSE FORCE 

 

Summary 

In this paper author presented results of vibration analysis of prestressed concrete beam. In this 

study author try to determine influence of transverse load on vibroacoustic characteristic of beam. 

In conclusion author proposed vibroacoustic measures of the sensitive to changes of load.  

 

Keywords: prestressed concrete, mechanical vibration, elasticity characteristic. 

 

 
1. WST P 

 

Badania drga  konstrukcji wykonanych  

z betonu, ze wzgl du na specyficzne w a ciwo ci 

zastosowanego materia u (niejednorodno  

w asno ci mechanicznych betonu zbrojonego oraz 

anizotropowo  konstrukcji), wi  si  

z trudno ciami w analizie wyników pomiarów. 

Dodatkowym problemem jest  wprowadzenie 

w badanych belkach wst pnego napr enia 

wzd u nego (belka spr ona). 

Badania przeprowadzono na stanowisku 

umo liwiaj cym obci anie belki zadan  warto ci  

si y poprzecznej, przy o onej w rodku d ugo ci. 

Wykonano dwie serie pomiarów  (przebadano dwie 

belki) dla ró nych warto ci obci enia: 

Fo=~0 kN, 2 kN, 5 kN, 15 kN, 30 kN, 35 kN, 

40 kN, 45 kN, 50 kN, 55 kN, 60 kN, 65 kN, 70 kN 

i 75 kN oraz podj to prób  przy obci eniu 80 kN. 

 Zarejestrowano przebiegi przyspiesze  drga  

belki wywo anych  wymuszeniem impulsowym, 

zrealizowanym za pomoc  m otka udarowego, oraz 

przebieg samego wymuszenia. Dodatkowo po 

ka dorazowym ustaleniu obci enia dokonano 

pomiarów ugi  belek w celu wyznaczenia 

charakterystyk obci enia w funkcji odkszta cenia 

(ugi cia). 

W sk ad uk adu pomiarowego wchodzi y m.in. 

czujniki przyspiesze  drga : dziewi  

rozmieszczonych równomiernie na górnej 

powierzchni belki, trzy na dolnej oraz dwa na 

ko cach belki (rejestruj ce drgania wzd u ne) 

i jeden rejestruj cy drgania poprzeczne poziome 

umieszczony w rodku d ugo ci belki. Zastosowanie 

takiej liczby czujników pozwoli o na wybranie 

najdogodniejszego (ze wzgl du na dok adno  

odwzorowania) punktu pomiarowego. 

Wymuszenie zrealizowano uderzaj c m otkiem 

udarowym w kierunku poprzecznym do osi belki 

(UY). Dodatkowo wykonano pomiary przy 

wymuszeniu w kierunku osi pod u nej belki (UX). 

Rejestracja si y wymuszaj cej umo liwi a 

wyznaczenie transmitancji (wspó czynnika 

wzmocnienia) pomi dzy wymuszeniem a kolejnymi 

punktami pomiarowymi. 

Na rys. 1 przedstawiono badany obiekt wraz 

z rozmieszczeniem punktów pomiarowych oraz 

punktów przy o enia wymuszenia (uderzenia 

m otkiem udarowym). 
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Rys. 1. Po o enie czujników pomiarowych i punktów uderzenia m otkiem udarowym 

 

 

2.  WYZNACZENIE CHARAKTERYSTYK 

OBCI ENIA W FUNKCJI UGI CIA 

 

Po ka dorazowym ustaleniu obci enia 

dokonano pomiaru ugi cia w punkcie przy o enia 

si y dla ka dej z belek, co pozwoli o na wyznaczenie 

charakterystyk obci enia w funkcji odkszta cenia. 

Na podstawie otrzymanych wyników mo na okre li  

dwa przedzia y obci e  dla których charakter 

zmian jest inny: 

- przedzia  I (do 35 kN), w którym 

charakterystyka spr ysta belki jest 

progresywna, 

- przedzia  II (powy ej 40 kN), w którym 

charakterystyka spr ysta belki jest 

degresywna. 

 

Przedzia  35-40 kN jest stanem, w którym 

wyst puje bardzo istotna zmiana dotycz ca 

w asno ci mechanicznych belki. Po przekroczeniu 

obci enia 35 kN nast puje post puj ca degradacja 

belki betonowej, pojawiaj  si  mikrop kni cia 

przechodz ce w widocznym go ym okiem p kni cia 

przy oko o 55 kN. 

Na rys. 2 przedstawiono otrzymane charakte-

rystyki sztywno ci belki I i II, oraz wyniki 

aproksymacji charakterystyk obci enia w funkcji 

ugi cia z wykorzystaniem wielomianów stopnia 

drugiego (dla ka dego z przedzia ów oddzielnie). 

Otrzymane wyniki wykazuj  niewielkie ró nice 

ugi  przy tym samym obci eniu pomi dzy obiema 

belkami. 

Zastosowanie aproksymacja uzyskanych 

z pomiarów charakterystyk obci enia w funkcji 

ugi cia pozwoli o na wyznaczenie funkcji 

sztywno ci belek w zale no ci od obci enia 

poprzecznego (rys. 3) oraz okre lenie przybli onych 

warto ci sztywno ci dla zadawanych si  (tab. 1). 
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Rys. 2. Zmierzone i aproksymowane charakterystyki 

sztywno ci belki I i II 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 3. Zmiana sztywno ci belki I i II w zale no ci 

od obci enia poprzecznego 
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Tab. 1. Zmiana sztywno ci belek I i II 

F kI  kII  

[kN] [kN/mm] [kN/mm] 

0.0 7.8 9.3

2.0 10.5 12.5

5.0 14.1 16.1

15.0 22.0 24.5

30.0 30.3 33.4

35.0 32.6 36.0

40.0 9.1 9.8

45.0 8.5 9.1

50.0 7.8 8.5

55.0 7.0 7.8

60.0 6.2 7.0

65.0 5.2 6.1

70.0 4.0 5.0

75.0 2.2 3.7

80.0 - 1.5

Przedstawiona na rys. 3 zale no  potwierdza 

s uszno  decyzji o przyj ciu dwóch przedzia ów 

zwi zanych z innym stanami badanych belek.  

 

3.  ANALIZA DRGA  WYWO ANYCH 

WYMUSZENIEM IMPULSOWYM 

 

Analiz  przeprowadzono dla wymuszenia 

impulsowego realizowanego poprzecznego do 

badanych belek. Korzystaj c z poprzednich prac 

[3, 4] przyj to dwa zakresy cz stotliwo ci analizy 

(rys. 4): 

- dolny, od 0 Hz do ok. 1300 Hz, 

- górny, od ok. 1300 Hz do 5000 Hz. 

 

Podzia  ten zwi zany jest z innym charakterem 

zmian w widmach drga  dla ró nych obci e . 

Pomiary zgodnie z przyj tym w rozdziale 2 

kryterium podzielono na dwie grupy: do 35 kN 

i powy ej 40 kN.  

Spo ród wielu funkcji mo liwych do 

wykorzystania (pozwalaj cych na otrzymanie 

podobnych wyników) zastosowano funkcj  

transmitancji |H|1
2 pomi dzy sygna ami 

z poszczególnych czujników drga  a sygna em 

wymuszenia (przebieg warto ci si y wymuszaj cej) 

[1]. Dla sygna ów wymuszenia przyj to funkcj  

„okna” typu Transient, a dla sygna ów przyspiesze  

drga  typu Expotential [2].  

Wyniki analizy dla czujników o osiach 

równoleg ych do kierunku wymuszenia 

(poprzecznych do badanej belki) by y podobne, 

w szczególno ci podczas analizy w dolnym zakresie 

cz stotliwo ci. W pracy przedstawiono przyk adowe 

wyniki z punktu pomiarowego numer 6 (najbli ej 

po o ony czujnik wzgl dem miejsca wymuszenia).  

 

3.1. Dolny zakres analizy 

 

Dla badanych belek mo na wyró ni  w zakresie 

cz stotliwo ci od 0 do 1300 Hz jedn  dominuj c  

sk adow , której warto  cz stotliwo ci zmienia si  

istotnie (ponad dwukrotnie) przy obci aniu belki 

si a o warto ci od 0 kN do 35 kN. Zmiana 

cz stotliwo ci w funkcji obci enia jest 

monotoniczna. Podobny charakter przedstawiaj  

zmiany warto ci |H|1
2 dominuj cej sk adowej przy 

wzro cie obci enia. Na rysunku 5 przedstawiono 

zale no  warto ci cz stotliwo ci dominuj cej 

sk adowej oraz jej amplitudy w funkcji obci enia 

poprzecznego belki. 

Cz sto ci drga  belki s  proporcjonalne do 

kwadratu jej sztywno ci [5], wi c wydaje si  

interesuj cym przedstawienie otrzymanych warto ci 

cz stotliwo ci dominuj cych sk adowych w funkcji, 

opisanych w rozdziale 2, sztywno ci. Wyniki 

przedstawiono na rys. 6. 

0 1000 2000 3000 4000 5000

10
-4

10
-2

|H
 |  1 2

f [Hz]

Rys. 4. Przyk adowa funkcja transmitancji z zaznaczonym podzia em na dwa zakresy cz stotliwo ci analizy 
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Przedstawienie wyników w sposób pokazany na 

rysunku 6 wydaje si  w a ciwe. W podobnie jak dla 

wykresów z rysunku 5 otrzymane dla obydwu belek 

zale no ci maj  podobny przebieg. Otrzymane 

zmiany cz stotliwo ci w funkcji kwadratu 

cz stotliwo ci nie s  jednak liniowe. Na otrzymane 

wyniki wp yw ma oczywi cie niedok adno  

aproksymacji sztywno ci belek i b dy zwi zane 

z pomiarami, ale charakter przebiegu wskazuje 

wyra nie na nieliniowe w asno ci badanych 

obiektów w tym zakresie cz stotliwo ci. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Rys. 5. Zmiany cz stotliwo ci i warto ci 

transmitancji g ównej sk adowej w funkcji 

obci enia, dla dolnego zakresu cz stotliwo ci 

analizy i obci e  do 35 kN 

Rys. 6. Zmiany cz stotliwo ci g ównej sk adowej 

w funkcji kwadratu sztywno ci,  

dla dolnego zakresu cz stotliwo ci analizy 

i obci e  do 35 kN 

 

Podobne analizy przeprowadzono dla obci e  

powy ej 40 kN. Otrzymane wyniki znacznie si  

jednak ró ni . Na rysunku 7 przedstawiono 

zale no  warto ci cz stotliwo ci dominuj cej 

sk adowej oraz jej amplitudy w funkcji obci enia 

poprzecznego belki. Rysunek  8 przedstawia 

zale no  cz stotliwo ci w funkcji sztywno ci.  

Po przekroczeniu pewnej warto ci obci enia 

(w tym wypadku 35 kN) w niewielkim stopniu 

zmieniaj  cz stotliwo ci g ównej sk adowej 

w dolnym zakresie analizy. Zmiana sztywno ci 

(znaczny spadek dla obci e  powy ej 40 kN) nie 

wp ywa praktycznie na warto  cz stotliwo ci. 

Degradacja betonu sprawia, e belka zmienia swoje 

w asno ci i mo e pojawia  si  np.  wi kszy wp yw 

zbroje

obci o ci 

analizy i obci e  powy ej 40 kN 

nia belki. 

Rys. 7. Zmiany cz stotliwo ci i warto ci 

transmitancji g ównej sk adowej w funkcji 

enia, dla dolnego zakresu cz stotliw
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Rys. 8. Zmiany cz stotliwo ci g ównej sk adowej 

w funkcji kwadratu sztywno ci,  

dla dolnego zakresu cz stotliwo ci analizy 

i obci e  powy ej 40 kN 

 

3.2. Górny zakres analizy 

 

Górny zakres analizy przyj to od 1300 Hz do 

5000 Hz. W tym zakresie mo emy wyró ni  pi  

podstawowych sk adowych funkcji transmitancji 

o cz stotliwo ciach ok.: 1690 Hz, 2520 Hz, 3350 

Hz, 3830 Hz i 4330 Hz dla I belki oraz 1690 Hz, 

2450 Hz, 3060 Hz, 3640 Hz i 4200 Hz dla II belki. 

Analizuj c wp yw obci enia poprzecznego na 

odpowied  na wymuszenie impulsowe mo emy 

stwierdzi  zupe nie inny charakter zmian. Przy 

obci eniach do 35 kN nie jest zauwa alna istotna 

zmiana cz stotliwo ci opisanych sk adowych, 

natomiast wraz ze wzrostem obci enia nast puje 

rozmycie sk adowych o cz stotliwo ciach 

podstawowych (powstaj  sk adowe boczne). Z tego 

te  powodu trudno jest wyznaczy  podobne 

charakterystyki jak opisane w punkcie 3.1. Na 

rysunku 9 przedstawiono przyk adowe funkcje 

transmitancji dla obci e  2 kN i 35 kN. 
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Rys. 9. Przyk adowe funkcje transmitancji dla obci e  2 kN i 35 kN 

 

Zupe nie inaczej przebiegaj  zmiany funkcji 

transmitancji przy obci eniach powy ej 40 kN. Dla 

trzech pierwszych sk adowych (w górnym zakresie 

analizy) mo emy wyznaczy  zale no ci 

cz stotliwo ci tych sk adowych i ich warto ci od si y 

obci aj cej. Na rysunku 10 przedstawiono zmian  

cz stotliwo ci sk adowej „2500 Hz” i warto ci 

transmitancji w funkcji obci enia, dla górnego 

zakresu cz stotliwo ci analizy i obci e  powy ej 

40 kN. Rysunek 11 przedstawia zmian  

cz stotliwo ci sk adowej „2500 Hz” w funkcji 

sztywno ci, dla górnego zakresu cz stotliwo ci 

analizy i obci e  powy ej 40 kN. 

W przeciwie stwie do przypadku przedstawionego 

w punkcie 3.1 zale no  ta jest praktycznie liniowa. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rys. 10. Zmiany cz stotliwo ci i warto ci 

transmitancji sk adowej „2500 Hz” w funkcji 

obci enia, dla górnego zakresu cz stotliwo ci 

analizy i obci e  powy ej 40 kN 

 

Podstawowym problemem przy okre laniu 

cz stotliwo ci w górnym zakresie analizy, s  du e 

zmiany ich warto ci, co powoduje e dla obci e  

wi kszych sk adowe o wy szych cz stotliwo ciach 

maj  warto ci zbli one do sk adowych o ni szych 

cz stotliwo ciach przy obci eniach mniejszych np. 

III sk adowa (ok. 2572 Hz przy obci eniu 65 kN) 

i II sk adowa (ok. 2500 Hz przy obci eniu 40 kN) 

dla belki II. Wymaga to, w przeciwie stwie do 

analizy w dolnym zakresie cz stotliwo ci, 

dok adniejszego badania kszta tu funkcji 

transmitancji (widma), a nie tylko okre lenie 

g ównej sk adowej w analizowanym przedziale. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 20 40 60 80 100
0

500

1000

1500

2000

2500

k
2
 [(kN/mm)

2
]

Rys. 11. Zmiany cz stotliwo ci sk adowej 

„2500 Hz” w funkcji kwadratu sztywno ci,  

dla górnego zakresu cz stotliwo ci analizy 

i obci e  powy ej 40 kN 

 

4. WNIOSKI 

 

Przedstawione miary wibroakustyczne pozwalaj  

na okre lenie stanu obci enia belki betonowej. 

W szczególno ci w zakresie obci e  niskich (dla 

badanych obiektów poni ej 35 kN) bardzo przydatna 

jest analiza w dolnym zakresie cz stotliwo ci, a dla 

obci e  wysokich mo na skorzysta  z analizy 

zmian jednej ze sk adowych w górnym pa mie 

cz stotliwo ci lub okre li  miar  czn  dla kilku 

sk adowych. Analizuj c zmiany cz stotliwo ci 

z dolnego i górnego zakresu mo emy te  okre li  

czy zosta a przekroczona warto  si y powoduj ca 

destrukcj  materia u. Analiza zmian warto ci funkcji 

transmitancji (widma) dla kolejnych obci e  nie 

wykazuje tak du ych mo liwo ci jak analiza zmian 

cz stotliwo ci. 

Pewnym problemem w wykorzystaniu 

przedstawionych miar jest pewna niejednoznaczno  

w interpretacji wyników w dolnym pa mie 
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cz stotliwo ci. Dla belki nieobci onej 

cz stotliwo  podstawowa wynosi ok. 435 Hz co 

odpowiada w przybli eniu cz stotliwo ci przy sile 

20 kN. Zwi zane jest to ze zmian  sposobu 

podparcia belki z dwupunktowego dla belki 

nieobci onej na trzypunktowy dla belki obci onej. 

Otrzymane wyniki pozwalaj  na wysuni cie 

tezy, e pomiary drga  belki, wywo anych 

wymuszeniem impulsowym, mog  s u y  jako 

metoda po redniego okre lania obci enia i stanu 

technicznego konstrukcji betonowych zbrojonych.  

 

Badania wykonano w ramach pracy COST Action 

534. 
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