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Streszczenie

W pracy rozpatruje si  wyniki modelowania matematycznego procesów rozruchu uk adów

nap dowych podno ników budowlanych. Analiz  zjawisk dynamicznych wykonano poprzez wspólne 

ca kowanie równa  ruchu elementów uk adu oraz równa  stanu elektromagnetycznego silnika 

asynchronicznego. Zbadano wp yw masy adunku i masy przeciwwagi na dzia aj ce si y dynamiczne 

w linach. 

S owa kluczowe: podno nik, uk ad nap dowy, rozruch, modelowanie matematyczne, diagnostyka. 

MATHEMATICAL MODELLING OF TRANSIENTS 

IN DRIVES OF BUILDING ELEVATING DEVICES

 Summary 

Results of mathematical modelling of processes of start-up of drives of building elevating devices 

are analyzed. Calculation of dynamic processes is carried out by joint integration of the equations of 

movement of elements of systems and the equations of the electromagnetic phenomena in 

asynchronous engines. Influence of structure of the device and its mechanical characteristics on 

dynamic efforts in elastic parts is investigated. 

Keywords: elevator, drive, starting, mathematical modeling, technical diagnostics 

1. WST P

Jednym z wa niejszych zagadnie  diagnostyki 

technicznej maszyn i konstrukcji in ynierskich jest 

analiza procesów przej ciowych w uk adach

nap dowych [1–4, 10]. Podczas rozruchu, 

hamowania lub w trakcie gwa townej zmiany 

warunków pracy maszyny powstaj  procesy 

drgaj ce, które powoduj  znaczny wzrost obci e

cz ci i zespo ów. Obci enia dynamiczne w 

znacznym stopniu okre laj  wytrzyma o

elementów konstrukcji [4, 12].  Oprócz tego, 

drgania mechaniczne, powstaj ce podczas rozruchu 

nap du, przyspieszaj  nagromadzenie uszkodze

zm czeniowych w materia ach, obni aj c trwa o

elementów konstrukcji i obiektu technicznego w 

ca o ci [5, 9]. W du ym stopniu dotyczy to urz dze

d wigowych, w których cz sto wyst puj  procesy 

przej ciowe (rozruch lub hamowanie). 

Dla zapewnienia du ej dok adno ci oblicze

procesów rozruchu niezb dne jest uwzgl dnienie nie 

tylko parametrów mechanicznych urz dzenia, ale 

równie  w a ciwo ci dynamicznych silnika  [2, 11]. 

Przy konstruowaniu modeli matematycznych 

procesów dynamicznych istnieje konieczno

wspólnego rozpatrywania zjawisk drgaj cych

o ró nym pochodzeniu fizycznym. Drgania 

mechaniczne rozpatruje si  wspólnie ze zjawiskami 

elektromagnetycznymi [1, 7], hydrodynamicznymi 

[8, 13] oraz cieplnymi [2, 6] co istotnie utrudnia 

przeprowadzenie bada . Jednak, tylko takie 

podej cie do rozwi zywania problemu zapewnia 

wysok  skuteczno  w projektowaniu maszyn 

i konstrukcji in ynierskich. 

Celem pracy jest przedstawienie modelu 

matematycznego procesów rozruchu uk adu

nap dowego podno nika budowlanego, który ma 

silnik asynchroniczny zamontowany na 

fundamencie, przek adni  mechaniczn  i b ben do 

nawijania liny podnosz cej. Drugi koniec liny, 

przerzucony przez kr ek, zaczepiony jest do wózka 

transportowego. Rozpatrujemy podno niki bez 

przeciwwagi i z przeciwwag .

Model matematyczny procesów dynamicznych 

zawiera ró niczkowe równania ruchu uk adu

nap dowego, zapisane z uwzgl dnieniem niesta o ci

momentu bezw adno ci b bna i d ugo ci roboczej 

cz ci liny podnosz cej, a tak e nieliniowe równania 

ró niczkowe zjawisk elektromagnetycznych 

zachodz cych w silniku asynchronicznym. 

Wymienione równania tworz  uk ad przedstawiony 

w postaci zagadnienia Caushie’go i podlegaj

wspólnemu ca kowaniu numerycznemu. 

Poprzez modelowanie matematyczne otrzymuje 

si  maksymalne si y w elementach podno nika 

budowlanego. Przeprowadza si  równie  badania 

wp ywu masy przeciwwagi na zjawiska dynamiczne 

w uk adzie mechanicznym. 
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2. RÓWNANIA RUCHU UK ADÓW

NAP DOWYCH

Uk ad bez przeciwwagi. Najprostszy uk ad

nap dowy podno nika budowlanego sk ada si

z silnika, reduktora, b bna i liny, nawini tej jednym

ko cem na b ben i po czonej drugim ko cem z 

wózkiem dla transportowania adunków. Schemat

obliczeniowy uk adu nap dowego przedstawiony na 

rys. 1, gdzie J – zredukowany do b bna moment

bezw adno ci kinematycznie zwi zanych wirnika 

silnika asynchronicznego, reduktora i b bna; mw – 

masa wózka z ci arem; c,  – sztywno

i wspó czynnik dyssypacji roboczej cz ci liny; M – 

moment silnika, zredukowany do b bna; Gw – si a

ci aru wózka z adunkiem (Gw = mwg, przy czym,

g– przyspieszenie ziemskie); , x – wspó rz dne

ruchu b bna i wózka z adunkiem.

Ruch uk adu mechanicznego opisujemy

wykorzystuj c równanie Lagrange’a drugiego

rodzaju

j

j j j

d
Q

dt q q q
( 1, 2, ..., )j n ,    (1) 

gdzie ,  – kinetyczna i potencjalna energia 

uk adu; qj – uogólniona wspó rz dna; t – czas; Qj –

uogólniona si a; n – liczba stopni swobody uk adu

mechanicznego (w danym przypadku n = 2). 

W zwi zku z nawijaniem liny na b ben

zredukowany moment bezw adno ci nap du

podczas podnoszenia adunku wzrasta. Warto  tego

momentu zale y od k ta obrotu b bna wed ug

funkcji liniowej:

0 1 ,J J J         (2) 

gdzie J0 – warto  zredukowanego momentu

bezw adno ci przy  = 0; J1 – wspó czynnik

proporcjonalno ci,

3

1 ,J r

przy czym, µ – roz o ona masa liny; r – promie

nawijania liny na b ben.

Rys.1. Schemat obliczeniowy uk adu

nap dowego podno nika

budowlanego bez przeciwwagi 

Uwzgl dniaj c zale no  (2) zapiszmy energi

kinetyczn  uk adu w postaci

2 2
0 1

,
2 2

w
J J m v

     (3) 

gdzie  v – pr dko ci ruchu b bna i wózka, 

;
d d

v
dt dt

x
.    (4) 

D ugo  liny w dowolnym momencie czasu oraz 

jej ca kowite wyd u enie przedstawiamy jako 

0l l r ; ,      (5) r x

gdzie l0 – pocz tkowa d ugo  liny.

Bior c pod uwag  pierwsz  zale no  (5), 

okre lamy sztywno  liny,

0

,
EA

c
l r

          (6) 

gdzie E  A – modu  spr ysto ci i pole przekroju 

poprzecznego liny. 

 Z uwzgl dnieniem drugiej zale no ci (5) 

 równo ci (6) zapisujemy energi  potencjaln

w postaci:

2

02

EA r x

l r
. (7)

Si dyssypacji energii w linie okre lamy jako 

wielko  wprost proporcjonaln  do pr dko ci

odkszta cenia wzgl dnego liny,

0

d
F

dt
,              (8) 

gdzie 0 – w a ciwy wspó czynnik dyssypacji liny,

równa si  sile dyssypacji przy jednostkowej

pr dko ci odkszta cenia wzgl dnego;  – 

odkszta cenie wzgl dne liny.

Z uwzgl dnieniem (5) otrzymujemy:

0

r x

l r
.              (9) 

Ró niczkuj c wzór (9) po czasie i podstawiaj c

pochodn  do zale no ci (8) wyznaczamy:

0 0 0

2

00

( )

( )

r l x v
F

l rl r
.    (10) 

Przyjmuj c za uogólnione wspó rz dne

przemieszczenia  x otrzymujemy uogólnione si y

w postaci:

1Q M rF ; ,         (11) 2 wQ G F

przy czym

EM M u ; ,        (12) w wG m g

gdzie E – moment elektromagnetyczny silnika; u – 

prze o enie reduktora.
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Ró niczkuj c wyra enie kinetycznej (3) i 

potencjalnej (7) energii i podstawiaj c odpowiednie

pochodne do równo ci (1) zapisujemy, z

uwzgl dnieniem zale no ci (4), (10), (11)  (12) 

równania ruchu uk adu mechanicznego

bezpo rednio w postaci Caushie’go:

d

dt
 ;

dx
v

dt
;

2
01

2

0 1 0 1 0

2

2 2

EAr r x l r xJd

dt J J J J l r

2

0 0 0

2

0 1 0 0 10 1 0

E
r l x rv uM

J J l r J JJ J l r
;

0 0 0

2

0 0w w

EA r x r l x vdv

0w

g
dt m l r m l rm l r

.

(13)

Warunki pocz tkowe ca kowania równa  (13) 

ustawiamy takie, które by zapewnia y równowag

uk adu mechanicznego:

00 0 ; 0 ; 0 0 ; 0 0 .wm gl
x

EA
v

(14)

Uk ad z przeciwwag . Schemat obliczeniowy 

uk adu nap dowego z przeciwwag  przedstawiony 

na rys. 2, gdzie J – zredukowany do b bna moment

bezw adno ci nap du; mw, mp – masy wózka 

z adunkiem i przeciwwagi; c1, c2 – sztywno ci

roboczej cz ci liny i liny przeciwwagi; 1, 2 –

wspó czynniki dyssypacji odpowiednich elementów

spr ystych; M – zredukowany do wa u b bna

moment silnika; Gw, Gp – si y ci aru wózka 

z adunkiem i przeciwwagi; , x1, x2 – wspó rz dne

ruchu.

Rys. 2. Schemat obliczeniowy uk adu nap dowego

podno nika budowlanego z przeciwwag

Energie kinetyczn  uk adu mechanicznego

z uwzgl dnieniem (2) przedstawiamy w postaci: 

22 2
20 1 1

2 2

pw
m vJ J m v

2
,             (15) 

gdzie:

d

dt
; 1

1

dx
v

dt
 ; 2

2

dx
v

dt
 .   (16) 

Energie potencjaln  przedstawiamy analogicznie 

jak wyra enie (7): 

2 2

1 1 1 2 2 2 1

0 22 2

E A r x E A x x

l r l
, (17)

gdzie l0 – pocz tkowa d ugo  roboczej cz ci liny;

l2  – d ugo  liny przeciwwagi; E1,  E2, A1, A2 – 

modu y spr ysto ci i pola przekrojów 

poprzecznych roboczej cz ci liny i liny

przeciwwagi.

Analogicznie do wyra enia (8) zapisujemy si y

dyssypacji energii w linach, 

1
1 01

d
F

dt
; 2

2 02

d
F

dt
,           (18) 

gdzie 01, 02 – w a ciwe wspó czynniki dyssypacji

podnosz cej liny i liny przeciwwagi; 1 2 – 

odkszta cenia wzgl dne lin,

1
1

0

r x

l r
 ; 2 1

2

2

x x

l
.        (19) 

Pierwsza z zale no ci (19) zapisana analogicznie 

do (9). 

Z uwzgl dnieniem zale no ci (18) i (19) 

otrzymujemy:

01 0 1 01 1
1 2

00

( )

( )

r l x v
F

l rl r
; 2 1

2 02

2

v v
F

l
.

(20)

Za uogólnione wspó rz dne przyjmujemy

przemieszczenia elementów uk adu , x1, x2. Wtedy

uogólnione si y b d :

1 1;Q M rF 2 1 2 ;wQ G F F 3 2 ,pQ G F

.

(21)

gdzie

; ;E w w p pM M u G m g G m g (22)

Z uwzgl dnieniem (1), (15)–(17) i (20)–(22) 

zapisujemy równania ruchu uk adu mechanicznego

w postaci:

d

dt
; 1

1

dx
v

dt
; 2

2

dx
v

dt
;

2
1 1 1 0 11

2

0 1 0 1 0

2

2 2

E A r r x l r xJd

dt J J J J l r

2

01 0 1 01 1

2

0 1 0 0 10 1 0

E
r l x rv uM

J J l r J JJ J l r
;
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1 1 1 2 2 2 11

0 2w w

E A r x E A x xd

dt m l r m l

01 0 1 02 2 101 1

2

0 20 w ww

r l x v vv
g

m l r m lm l r
;

2 2 1 2 02 1 22

2 2p p

E A x x v vd
g

dt m l m l
. (23)

Warunki pocz tkowe ca kowania równa

ró niczkowych (23) okre lamy na zasadzie

rozpatrywania równowagi uk adu w stanie

spoczynku.

0 0 ;
0

1

1 1

0
w pm m gl

x
E A

;

02

2

2 2 1 1

0
w pp

m m glm gl
x

E A E A
;

0 0 ; ; . (24) 1 0 0v 2 0 0v

3. MOMENT ELEKTROMAGNETYCZNY

SILNIKA ASYNCHRONICZNEGO

Równania ró niczkowe procesów elektroma-

gnetycznych w silniku asynchronicznym maj

posta  [7]:

( ) (s )s s s s s s r r r r

di
A u R i B R

dt
i ,

( ) (r
r r r r r r s s s s s

di
)A R i B u R i

dt
,     (25) 

gdzie is, ir, us – macierze kolumnowe pr dów

i napi ; As, Bs, Ar, Br – macierze zwi zków

parametrów elektromagnetycznych; s, r –

macierze cz stotliwo ci obrotów; s, r – macierze

kolumnowe strumieni skojarzonych; Rs, Rr – 

rezystancje uzwoje . Indeks s wskazuje na 

przynale no  wielko ci do uzwojenia stojana, a r – 

do uzwojenia wirnika.

Macierze kolumnowe is, ir i us okre laj  si

równaniami:

( , ) col( , )j jx jyi j s r i i ; ,col( ,0)s mu U

gdzie ijx, ijy – rzuty pr dów na osie wspó rz dnych x,

y; Um – amplituda napi cia sieci zasilaj cej.

Macierze kwadratowe As, Bs, Ar, Br opisuj  si

zale no ciami

(1 ),s s sA G ,s s rB G (1 ),r r rA G

,r sB B

gdzie:

2 2

2 22

1 x y x

x y x ym

Ri Ti R T i i
G

R T i i Ti Rii

y
,

przy czym:

1

s r

R ,
1

s r

T .

W przedstawionych zale no ciach im, ix, iy – pr d

magnesuj cy i jego sk adowe na osiach x, y; ,  – 

wielko ci okre lone z krzywej magnesowania,

przedstawiaj cej sob  zale no  funkcjonaln

roboczego strumienia skojarzonego m od pr du

magnesuj cego; s, r – wielko ci odwrotne do 

indukcji rozproszenia uzwoje  stojana i wirnika. 

Macierze cz stotliwo ci obrotów:

0

0

0

0
s , ,

0

0

0

0

r

r

r

gdzie 0 i r – pr dko  k towa synchroniczna

silnika i pr dko  k towa wirnika, wyra ona

w elektrycznych radianach na sekund .

Macierze kolumnowe ca kowitych strumieni

uzwoje  stojana i wirnika maj  posta

1 1
s s

s

i i  , 
1 1

r r

r

i i ,

gdzie: col( , )x yi i i ,

x sx rxi i i , y sy ryi i i , 2 2

m x yi i i .

Warto ci i okre la si  wyra eniami:

m

m

i
, m

m

di

d
.                    (26) 

Moment elektromagnetyczny znajdujemy

wed ug wzoru:

)(
1

2

3
0 sxrysyrxE iiiiM , (27) 

gdzie 0 – liczba par biegunów magnetycznych.

Krzyw  magnesowania przedstawiamy

w postaci:

5

3

3

21 mmmm iaiaia ,   je eli ;m mki i

mmm ia 1 ,    je eli .     (28) m mki i

gdzie imk – warto  krytyczna pr du magnesuj cego,

po przekroczeniu której zale no m(im) jest 

nieliniowa. Wówczas  i zgodnie z wyra eniami

(26), (28) okre laj  si  zale no ciami:

14

3

2

21 )( mm iaiaa ,    je eli ;m mki i

ma ,    je eli ;    (29) m mki i

14

3

2

21 )53( mm iaiaa ,    je eli ;m mki i

ma ,    je eli .   (30) m mki i

W celu rozwi zania równa  ró niczkowych (25) 

umieszczenie w pami ci elektronicznej komputera

informacji o krzywej magnesowania (28) nie jest
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konieczne, poniewa  przy obliczeniach 

wykorzystuje si  bezpo rednie wyra enia (29) i 

(30).

Rzuty wektorów pr dów na osie wspó rz dnych

w pocz tkowym momencie czasu rozruchu silnika

równe s  zeru: 

0sxi , ,0syi 0rxi , .            (31) 0ryi

4. WYNIKI OBLICZE  PROCESÓW 
ROZRUCHU UK ADÓW NAP DOWYCH

Analiza procesu rozruchu uk adu nap dowego

bez przeciwwagi sprowadza si  do ca kowania

uk adu równa  ró niczkowych (13), (25)

z uwzgl dnieniem zale no ci (27), (29), (30) 

i warunków pocz tkowych (14), (31). Procesy

przej ciowe w uk adzie nap dowym z przeciwwag

analizujemy, ca kuj c równania (23), (25) bior c

pod uwag  zale no ci algebraiczne (29), (30)

i warunki pocz tkowe (24), (31). 

Na rys. 3  4 przedstawiono przyk ad obliczenia 

procesu rozruchu uk adu nap dowego

z przeciwwag , wykonany przy nast puj cych

danych wyj ciowych. Silnik 2-71-4

(Rs=0,0825 ; Rr=0,107 ; s=819,7 H-1;

r=819,7 H-1; m=23,42 H-1; Um=310,5 V;

1=4,714·10-2 Wb/ ; 2=-2,094·10-5 Wb/ 3;

3=6,003·10-9 Wb/ 5; mk=15,0 ; 0=157 rad/s;

p0=2. Parametry ukadu mechanicznego:

J=7277,7 kg·m2; mw=1200 kg; mp=700 kg; u=86; r = 

0,37 m; l0=200 m; l2=102 m; E1=E2=1,5.105 Pa;

A1=A2=141,3 mm2; 01= 02=700 N·s; g=9,81 m/s.

Si y w linach i osiowe obci enie masztu

okre lamy wed ug wzorów 

1 1 1 01 0 1 01 1

1 2

0 00

E A r x r l x v
F

l r l rl r
;

2 2 2 1 02 2 1

2

2 2

E A x x v v
F

l l
; 0 12 2 2F F F .

Wirnik silnika wraz z b bnem nabieraj  pe nej

pr dko ci w ci gu 0,75 s. W pocz tkowym stadium

rozruchu do 0,25 s odbywaj  si  intensywne drgania

momentu elektromagnetycznego z cz stotliwo ci

blisk  cz stotliwo ci sieci zasilaj cej  (50 Hz). 

Zjawisko to ma ma y wp yw na dynamik  uk adu

mechanicznego w zwi zku z wielk  ró nic

cz stotliwo ci elektromagnetycznych

i mechanicznych procesów drgaj cych. Jednak 

rozruch silnika powoduje powstanie drga

w uk adzie mechanicznym o ma ej cz stotliwo ci (z 

okresem oko o 0,8 s). Drgania si  w podnosz cej

linie i linie przeciwwagi odbywaj  si

w przeciwfazie co pomniejsza obci enie masztu.

Warto ci wspó czynników dynamiczno ci si

w linie podnosz cej, linie przeciwwagi oraz

osiowego obci enia masztu (patrz tabela) wskazuj

na istotny wp yw procesów dynamicznych na 

wytrzyma o elementów konstrukcji. Dla

wszystkich rozpatrzonych warto ci masy wózka 

z adunkiem widzimy istotne pomniejszenie si y

w podnosz cej linie i niewielkie obni enie osiowego

obci enia masztu z powi kszeniem masy

przeciwwagi.

-600

-400

-200

0

200
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800

0 0.5 1 1.5 2

t , s

M
E

,N
 m

2.5

a)

0

0.5

1

1.5

2

0 0.5 1 1.5 2 2

t, s
, 
ra

d
/s

.5

b)

Rys. 3. Czasowe zale no ci momentu

elektromagnetycznego silnika (a) oraz pr dko ci

obracania b bna (b)
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Rys. 4. Czasowe zale no ci si  w podnosz cej linie (a),

linie przeciwwagi (b),

oraz obci enia osiowego masztu (c)
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Przy tym wspó czynnik dynamiczno ci si y

w podnosz cej linie niewiele wzrasta.

Z powi kszeniem masy adunku przejawia si

tendencja do obni enia wspó czynników

dynamiczno ci si w elementach spr ystych

i osiowego obci enia masztu.

Tab.1.Maksymalne warto ci i wspó czynniki

dynamiczno ci si  w podnosz cej linie, linie przeciwwagi 

oraz osiowego obci enia masztu

Warto ci si  i wspó czynników dynamiczno cimw,

kg

mp,

kg F1,

kN
k1

F2,

 kN
k2

F0,

kN
k0

800 0

300

500

700

9,528

7,067

5,249

3,620

1,214

1,441

1,784

3,690

–

3,6390

5,972

8,358

–

1,237

1,218

1,217

19,06

18,74

18,51

18,42

1,124

1,194

1,179

1,174

1200 0

300

500

700

14,14

11,52

9,737

8,124

1,201

1,305

1,418

1,656

–

3,559

5,929

8,307

–

1,209

1,209

1,210

28,28

27,77

27,57

27,51

1,201

1,179

1,171

1,168

1600 0

300

500

700

18,60

15,98

14,19

12,54

1,185

1,253

1,315

1,420

–

3,521

5,890

8,213

–

1,197

1,201

1,196

37,20

36,77

36,54

36,42

1,185

1,171

1,164

1,160

2000 0

300

500

700

22,97

20,42

18,61

16,90

1,171

1,224

1,264

1,325

–

3,458

5,828

8,123

–

1,175

1,188

1,183

45,94

45,66

45,36

45,31

1,171

1,164

1,156

1,155

5. WNIOSKI 

Zbudowany model matematyczny daje 

mo liwo  przeprowadzenia dok adnej analizy 

procesów rozruchu uk adów nap dowych

podno ników budowlanych z uwzgl dnieniem

oddzia ywania wzajemnego silnika

asynchronicznego i mechanicznej cz ci urz dzenia.

Zjawiska drgaj ce powstaj ce w uk adzie

mechanicznym powinny by  uwzgl dniane w 

obliczeniach wytrzyma o ciowych na etapie

projektowania podno ników.

Analiza procesów przej ciowych pokazuje, i

stosuj c przeciwwag  mo emy zwi kszy  ud wig

podno nika. Z powi kszeniem masy przeciwwagi

maksymalne obci enie masztu nie wzrasta, a nawet

niewiele si  zmniejsza.
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