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Streszczenie

W pracy rozpatrzono model probabilistyczny sygna ów wibracji o ysk tocznych w postaci 

okresowo skorelowanych procesów losowych (OSPL). Omówiono w asno ci tego modelu i poka-

zano celowo  jego wykorzystania przy rozwi zywaniu problemów diagnostyki o ysk tocznych. 

Przeanalizowano problem estymacji okresowo zmiennej g sto ci widmowej OSPL i jej wspó -

czynników Fouriera przy nieznanym apriori okresie korelowalno ci. Opracowano koherentn

metod  estymacji g sto ci widmowej sygna ów wibracji. Rozpatrzono przyk ady stosowania opra-

cowanej metodologii koherentnej analizy widmowej przy diagnostyce wibracyjnej stanu o ysk 

tocznych wrzeciona szybko ciowego. 

S owa kluczowe: okresowo skorelowane procesy losowe, g sto  widmowa, wibracje, 

o ysko, koherentna. 

COHERENT SPECTRAL ANALYSIS FOR PERIODICALLY CORRELATED

RANDOM ROLLER BEARING VIBRATION SIGNALS 

Abstract

The probabilistic model of roller bearing vibrational signals in the form of periodically 

correlated random processes (PCRP) is considered in the paper. The properties of given approach 

are shown and the advisability of its using in the tasks of roller bearing unit vibrodiagnostics is 

analysed. The task of estimating the periodical changeable PCRP spectral density and its Fourier 

components with apriori unknown correlation period is formulated. The coherent method of PCRP 

spectral density statistical estimating are elaborated. The examples of elaborated methodology of 

coherent spectral estimation application for vibrodiagnostic of technical state of the highspeed 

spindle rolling bearing units are considered.  

Keywords: periodically correlated random processes, spectral density, vibrations, bearing, 

coherent. 

1. WPROWADZENIE 

Przy tworzeniu efektywnych uk adów diagno-

styki wibracyjnej, celowe jest badanie struktury 

widmowej sygna ów [1]. Modele sygna ów wibracji 

w postaci OSPL i ich uogólnie  oraz odpowiednie 

metody nieparametrycznej analizy widmowej 

umo liwiaj  rozpatrzenie sygna ów wibracji i uk a-

dów obrotowych, które ich generuj , z punktu wi-

dzenia równie  ich w a ciwo ci czasowych, jak i 

cz stotliwo ciowych. Podej cie to mo e by  stoso-

wane przy uzasadnieniu oznak diagnostycznych. 

G sto  widmowa OSPL ( , )f t  jest przekszta ce-

niem Fouriera funkcji autokorelacji: 

1
( , ) ( , )

2

i uf t b t u e

Funkcja autokorelacji OSPL  nie jest funkcj

parzyst  wzgl dem przesuni cia , dlatego g sto

widmowa 

( , )b t u

u

),( tf  jest funkcj  zespolon :

( , ) Re ( , ) Im ( , )f t f t i f t

Funkcja Re ( , )f t  opisuje rozk ad chwilowej mocy 

na p aszczy nie ( , )t . Jej sca kowanie w ca ym 

zakresie cz stotliwo ci  daje warto  mocy chwi-

lowej dla pewnego t .

2. KOHERENTNE ESTYMATORY WIDMO-

WYCH CHARAKTERYSTYK SYGNA ÓW

WIBRACJI

 Estymatory chwilowej g sto ci widmowej i jej 

wspó czynników Fouriera (sk adowych 

widmowych) otrzymujemy na podstawie wzorów: 

du .
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Estymatory funkcji autokorelacji znajdujemy me-

tod  u rednienia koherentnego 
1
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ˆ ( ) ( )

N

n

m t t nT
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,

N  - liczba okresów, które zawiera odcinek realiza-

cji. Estymatory komponentów korelacyjnych ob-

liczmy stosuj c równanie 
2

0

1 ˆˆ ( ) ( , )

T
i t

T
kB u b t u e dt

T
.

Dyskretny estymator g sto ci widmowej OSPL ma 

posta  sumy ca kowej
1

ˆ ˆ( , ) ( , ) ( )
2

L
i n u

n L

u
f t b t n u k n u e , (5) 

gdzie maxu
L

u
,  - przedzia  próbkowania,  - 

punkt odci cia korelogramu, za  - funkcja 

bramki o w a ciwo ciach ,

,  przy . Zatem suma 

(5) mo e by  przepisana w nast puj cy sposób 

u maxu

)( unk

( ) (k n u k n u)

0(0) 1k ( )k n u maxn u u

ˆ ˆ( , ) ( , ) ( )
2

i n u

n

u
f t b t n u k n u e . (6) 

Próbkowanie prowadzi do dodatkowych b dów,

które mog  by  przeanalizowane na podstawie wzo-

rów na obci enie i wariancj  estymatora (6). 

 Warto  oczekiwana estymatora g sto ci widmo-

wej (1) dla statystyk (3) i (4) odpowiednio jest 

równa

(1)
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2
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Wzory (7) i (8) wiadcz  o pojawieniu si  sk ado-

wych, zale nych od wyg adzania, jak równie  od 

sko czonej d ugo ci odcinka realizacji NT .

 Dla dyskretnego estymatora g sto ci widmowej 

(5), jak te  dla ci g ego (1), obci enie uwarunko-

wane sko czon  d ugo ci , jest proporcjonalne 

do szeroko ci funkcji bramki . Przy k u maxu

ta sk adowa b dzie ma a, jednak zmniejszenie 

prowadzi do rozszerzenia funkcji wagowej 

maxu

.

 Wariancja estymatora (6) jest okre lona wzorem 
2 1

ˆ

,

( )

ˆ ( , ) ( , , )
2

( ) ( ) ,

L

b
m n L

i m n u

u
D f t R t n u m u

k n u k m u e

gdzie 

ˆ
ˆ ˆ, , , ,

ˆ ˆ, , .

b
R t n u m u Eb t n u b t m u

Eb t n u Eb t m u
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( ) ( )

2

i uW k u e du .

Je li
max

2
u , to ró nica mi dzy warto ciami 

dyskretnego (6) i ci g ego estymatora (1) g sto ci

widmowej b dzie bardzo ma a. Dyskretny estymator 

sk adowych widmowych ma posta

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
2

i n u

k k

n

u
f B n u k n u e . (10) 

Przy koherentnej metodzie u rednienia [2] 

estymatory komponentów korelacyjnych okre lone 

s  równaniami: 
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gdzie ,( 1K N M ) 1 /M T h . Aby unikn

nak adania przy estymacji sk adowych korelacyj-

nych, przedzia  próbkowania nale y wybiera  zgod-

nie z warunkiem 
22 1

T
h

N
, gdzie  - numer 

najwy szej sk adowej korelacyjnej. 

2N

 Otrzymane wyra enia analityczne umo liwiaj

obliczenie wska ników jako ci estymacji charakte-

rystyk widmowych okresowo niestacjonarnych sy-

gna ów wibracji. 

3. WYNIKI ANALIZY WIDMOWEJ 

SYGNA ÓW WIBRACJI 

Dla sygna ów wibracji o ysk wrzeciona szybko-

ciowego [3] zosta y obliczone koherentne estyma-

tory zespolonej g sto ci widmowej ˆ ( , )f t  (rys.1). 

Analiza wykresów  i  umo li-

wia ustalenie ogólnych w asno ci procesów wibra-

cyjnych dla ró nych stanów technicznych mechani-

zmów (Rys. 1, 2). 

),(ˆRe tf ),(ˆIm tf

  a)   b) 

Rys. 1 Cz  rzeczywista koherentnego estymatora chwilowej g sto ci widmowej ˆ ( , )f t sygna u

wibracji o yska w ci gu trzech obrotów wa a w pa mie (-6250 Hz, 6250 Hz): a) o nierównomier-

nym napr eniu osiowym zewn trznego pier cienia; b) o obrotowym obci eniu zewn trznego

pier cienia.

 a)   b) 

Rys. 2 Cz  urojona koherentnego estymatora chwilowej g sto ci widmowej ˆ ,f t  sygna u wi-

bracji o yska w ci gu trzech obrotów wa a w pa mie (-6250 Hz, 6250 Hz): a) o nierównomiernym 

napr eniu osiowym zewn trznego pier cienia; b) o obrotowym obci eniu zewn trznego pier cienia

Koherentny estymator ˆIm ( , )f t  jest ró ny od zera 

dla obu rozwa anych przypadków, przy tym spe -

niona jest nierówno ˆ ˆIm ( , ) Re ( , )f t f t .

Tak, wi c asymetria estymatorów funkcji autokore-

lacji  wzgl dem  jest nieznaczna. Dla 

uproszczenia modelu sygna u mo na j  zaniedba .

W przypadku nierównomiernego napr enia osio-

ˆ( , )b t u u
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wego (Rys. 1a) mamy w jednym obrocie wa u dwie 

krótkotrwa e, wysokiej mocy, wibracje losowe. Inne 

maksima lokalne, których moc jest mniejsza, za-

le ne s  od w asnych rezonansów o ysk. Zatem 

rezonanse te s  bardziej widoczne przy obci eniu

obrotowym ( ,  Hz). W tym 

przypadku wibracje wysokiej mocy maj  mniejsze 

warto ci tylko raz na okres. 

1 1700 Hzf 2 2900f

W chwili nag ego wzrostu mocy losowej sk adowej

wibracji, zwi kszaj  si  maksima lokalne cz ci

rzeczywistej ˆRe ,f t . U rednienie w czasie 

warto ci funkcji ˆRe ,f t  jest estymatorem zero-

wej sk adowej widmowej 0f , która posiada 

wszystkie w a ciwo ci g sto ci widmowej mocy 

stacjonarnego procesu losowego. W a nie ta wid-

mowa sk adowa okre la moc sk adowych harmo-

nicznych sygna u wibracyjnego. Wykresy estymato-

rów 0f̂  dla obu wibracyjnych sygna ów nie po-

siadaj  szczytów przy 
2

k k
T

. Je li estymatory 

chwilowej g sto ci widmowej OSPL istotnie ró ni

si  mi dzy sob , to estymatory 0f̂  praktycznie s

jednakowe. Tak, wi c wykorzystanie estymatorów 
ˆRe ,f t  umo liwia uwidocznienie drga  o ma ej

mocy, parametry, których s  oznakami dia-

gnostycznymi ju  we wczesnym stadium ich po-

wstawania.

 Cz ci urojone koherentnych estymatorów 
ˆIm ,f t  wibracji losowych dla obu defektów 

pokazane s  na Rys. 2. rednio-czasowa warto

funkcji ˆIm ,f t  jest równa zero. Regularne 

struktury wiadcz  o okresowym nag ym wzro cie

fluktuacji przej ciowych przy cz stotliwo ci domi-

nuj cej. Dla o yska o nierównomiernym napr eniu

osiowym w a ciwe s  krótkotrwa e wysokie 

fluktuacje, które obserwowane s  dwa razy na okres. 

 Na podstawie otrzymanych cz stotliwo ciowo-

czasowych reprezentacji estymatorów charakterystyk 

widmowych sygna ów wibracyjnych, które s

wynikami okresowej modulacji procesów losowych 

(co jest charakterystyczne dla wielu defektów), mog

by  utworzone zasadniczo nowe uk ady diagnostyki 

wibracyjnej o ysk tocznych. 
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