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Streszczenie

Podstawowy problem diagnostyczny, którym jest znalezienie zale no ci pomi dzy 

obserwowanym sygna em a parametrami stanu, mo e by  rozwi zany przy u yciu ró nego rodzaju 

modeli diagnostycznych. Najpopularniejszy sposób polegaj cy na opisie dystrybucji energii nie 

jest mo liwy w sytuacjach gdy zmianie postaci widma nie towarzyszy zmiana energii sygna u. W 

takich przypadkach miar  diagnostyczn  mog  by  w a ciwie interpretowane zjawiska nieliniowe. 

W referacie przedyskutowano ró ne aspekty tego problemu, szczególnie uwzgl dniaj c przypadek 

gdy system w pocz tkowym okresie ycia jest liniowy a w trakcie eksploatacji pojawiaj  si  i 

zwi kszaj  efekty nieliniowe. 

S owa kluczowe:  efekty nieliniowe, modele symulacyjne, diagnostyka maszyn 

THE USE OF NONLINEAR SYMPTOMS IN TECHNICAL DIAGNOSTICS 

Summary 

In vibroacoustic diagnostics the basis problem is to find a symptom which can guarantee the 

possibility of making conclusions about the state of an object with high reliability. Such a 

symptom can result from the assumption that energy dissipation increases during the wear and 

tear, and that the energy of parasitic vibroacoustic process is proportional to general dissipation of 

energy. But when the growth of the vibration level and noise level (in whole noticeable spectrum 

or in selected bandwidth) is not proportional to the wear, this doesn't mean yet that vibroacoustic 

process is not sensitive to it. 

Author discusses a postulate that the intensity of nonlinear effects increases during a machine's 

operating time, and try to look for a measure defining the deviation from the linear model. For this 

purpose he uses the signal-model relationship, which assumes that nonlinear phenomena are so 

weak, that it is possible to accept additive nonlinear „correction” to the linear model. Author 

analyses the problem of expansion of defects when the initial state of an object is described with 

sufficient precision by linear model and during wear process the nonlinear effects increase. 

Keywords: nonlinear effects,  simulation models, machine diagnostic 

1. WST P

W badaniach diagnostycznych przy poszukiwa-

niu jednoznacznego odwzorowania stan symptom 

istnieje zawsze problem wyboru modelu 

matematycznego rzutuj cego w sposób istotny na 

dalsz  procedur  obserwacji i wnioskowania. Ró ne

s  potrzeby modelowe w zale no ci od celu 

diagnozy [1, 3]. Innym rodzajem opisu zajmuje si

badacz chc cy prognozowa  czas dalszej 

bezpiecznej pracy systemu z wysokim 

wspó czynnikiem pewno ci, a innym diagnosta 

chc cy wykry  uszkodzenie dora ne bez 

ca kowitego demonta u maszyny czy zespo u.

Nie wnikaj c w szczegó y klasyfikacyjne 

zajmijmy si  problemem u yteczno ci

szczegó owych modeli strukturalnych dla celów 

diagnozowania. Zbyt niska dla celów 

diagnostycznych dok adno  modeli dynamicznych 

stosowanych np. w procesie optymalizacji 

spowodowa a rozwój metod eksperymentalnych i 

ró nego rodzaju modeli abstrakcyjnych. Dzia anie

takie w wielu przypadkach okaza o si  nadzwyczaj 

skuteczne i nale y s dzi , e w a nie ono nada o

diagnostyce technicznej rang  dobrze rozwini tej 

nauki. Czy zatem celowy jest powrót do prób 

zwi kszenia dok adno ci modeli dynamicznych tak 

by by y u yteczne diagnostycznie? 

Pozytywn  odpowied  na powy sze pytanie 

przynosz  nowe tendencje w projektowaniu maszyn 

nazywane projektowaniem „eksploatacyjnie 

zorientowanym”. D c do tego by w maksymalnym 

stopniu wyrówna  czas zu ywania si  elementów i 

optymalizuj c koszty ca o ci ycia wytworu 

konstruktor staje przed problemem op acalno ci

strategii eksploatacji wed ug stanu aktualnego, a tym 
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samym przed konieczno ci  zaprojektowania 

ewentualnego systemu diagnostycznego. Mo liwe

jest to jedynie gdy da si  przewidzie  przynajmniej 

jako ciowo liczb  i rodzaj rejestrowanych 

symptomów, czyli gdy istnieje sposób 

zamodelowania zale no ci stan symptom ju  na 

etapie projektowania i mo liwo  ewentualnej 

weryfikacji empirycznej na prototypie czy serii 

próbnej, co na ogó  ogranicza eksperyment jedynie 

do identyfikacji, lub w najlepszym razie do 

eksperymentu biernego. Podejmowanie prób 

rozwi zania tak postawionego zadania jest 

nadzwyczaj atrakcyjne w dobie ostrej walki 

konkurencyjnej - pozwala uzyska  wytwór o 

wi kszej pewno ci dzia ania i ni szej jednostkowej 

cenie eksploatacji. 

Problem oceny stanu maszyny na podstawie 

analizy drga  i ha asu od strony teoretycznej bazuje 

na postulacie, e dyssypacja energii 

wibroakustycznej w trakcie eksploatacji maszyny 

wzrasta. Istnie  zatem powinna miara drganiowa lub 

ha asowa, która przekracza warto  graniczn  w 

chwili gdy dalsza eksploatacja grozi awari .

Rozumowanie takie wynika z przyj cia modelu 

Czes awa Cempla, zak adaj cego wzrost energii 

dyssypowanej w trakcie zu ycia oraz za o eniu, e

energia paso ytniczych procesów 

wibroakustycznych jest proporcjonalna do ogólnej 

dyssypacji energii. Za o enie o ogólnym wzro cie

wydatku energetycznego nie budzi dzisiaj 

w tpliwo ci. Mo na przyj , e jest to udowodnione 

prawo przyrody. Istnieje jedynie problem 

znalezienia najwygodniejszego zapisu 

matematycznego i poszukiwanie "optymalnego" 

algorytmu. 
Wiadomo jednak, e postulat proporcjonalno ci

energii wibroakustycznej do ca o ci energii 

paso ytniczej jest pewnym uproszczeniem 

modelowym sprowadzaj cym si  do przyj cia

regu y od której mog  by  i s  wyj tki. W pracy [3] 

autor mi dzy innymi zwraca  uwag  na przypadki 

gdy okresowy spadek poziomu drga wiadczy o 

niebezpiecznym uszkodzeniu lub na znany z 

obserwacji efekt „falowania” trendu zmian wielko ci

b d cej miar  procesu wibroakustycznego. Nale y

przyj , e takim zjawiskom towarzysz  wzrosty 

dyssypacji energii w innych procesach, przede 

wszystkim cieplnych, lecz równie  elektrycznych i 

np. hydraulicznych (wyciek oleju z uszkodzonego 

o yska mo e w efekcie prowadzi  do t umienia 

drga ). W z o onej strukturze skomplikowanego 

systemu mechanicznego mo e dochodzi  do efektu 

pozornego „samonaprawiania”, który w ogóle mo e

okresowo zni y  ilo  energii dyssypowanej, a na 

pewno zmieni proporcje pomi dzy formami 

dyssypacji.

Nasuwa si  przypuszczenie, e zmiana proporcji 

pomi dzy poszczególnymi formami dyssypowanej 

energii mo e mie  swoje odwzorowanie w 

obserwowanej postaci drga  (nawet gdy poziom 

pozostaje sta y lub si  obni a). Autor bada  to 

zjawisko mi dzy innymi przy analizowaniu 

uszkodze o ysk tocznych, gdzie przy sta ym 

poziomie ogólnym zmieniaj  si  proporcje 

pomi dzy dominuj cymi amplitudami w widmie 

oraz przy badaniach elementów hydraulicznych, 

gdzie podobne rezultaty uzyskano badaj c wska nik 

wielosymptomowy (drgania + ciep o) i miar

informacji ró ni cej Gersha zbudowan  na widmie 

amplitudowym drga  mechanicznych, a tak e  w 

przeno nikach wibracyjnych i uk adach nap dowych 

okr tów. Wymienione zjawiska zosta y

zaobserwowane w trakcie biernego b d  czynnego 

eksperymentu diagnostycznego. Dysponuj c

dok adn  rejestracj  wielu symptomów w ca ym 

czasie ycia dla reprezentacyjnej statystycznie 

próbki egzemplarzy mo na pokusi  si  o ustalenie 

istotnych zale no ci lecz w dalszym ci gu pozostaje 

otwarty raczej trudny problem przyj cia w a ciwego 

modelu. W pracy [7] autor postawi  nast puj ce

postulaty b d ce wynikiem prowadzonych bada

empirycznych. 

1. Zmiana formy obserwowanych drga  (ha asu)

mo e by  symptomem diagnostycznym nawet 

wówczas gdy ilo  energii dyssypowanej na 

drgania nie ulega zmianie lub maleje. 

2. Jednym z efektów mo liwych do obserwacji w 

trakcie zu ywania si  maszyny jest wzrost 

nieliniowego zaburzenia. 

2. EWOLUCJA UK ADU LINIOWEGO 

Mo na tutaj wyodr bni  dwa istotnie ró ni ce

si  przypadki. Pierwszy to taki, w którym uk ad jest 

od pocz tku silnie nieliniowy, a zjawiska 

towarzysz ce zu yciu s  z tej racji trudne do 

jako ciowego wyodr bnienia. Przyk adem cz sto

poruszanym w literaturze tego typu efektów jest 

zu ycie o yska lizgowego. W takich przypadkach 

nie ma mo liwo ci linearyzacji stanu pocz tkowego.  
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Rys. 1. Typowe zmiany charakterystyk 

elementów t umi cych i spr ystych w 

trakcie eksploatacji. 

Modelowanie musi zatem bazowa  na 

skomplikowanym uk adzie nieliniowych równa

ró niczkowych [2], a trudno  rozwi zania

problemu tkwi w odwrotnym zadaniu identyfikacji

z o onego uk adu.

Istnieje jednak wiele uk adów mechanicznych, 

które w pocz tkowym okresie eksploatacji s

opisywalne modelami liniowymi z dostateczn

dok adno ci  i w których pojawienie si  efektu 

nieliniowego zaburzenia jest dobrze obserwowalne.  

Przyjmuj c, e stan pocz tkowy systemu opisany 

jest z dobr  dok adno ci  modelem liniowym 

(uk adem liniowych równa  ró niczkowych) 

identyfikowalnym i zidentyfikowanym w dziedzinie 

cz sto ci z za o on  dok adno ci  w my l

zale no ci:

0 0

0

( , ) ( , )

( ) ( , , ) ( )

t

k k i i i

K

S S x t X

P H q z q  (1) 

gdzie: 

0( , )X  - u redniona i wyselekcjonowana w 

dziedzinie czasu (operator
t

) i 

cz stotliwo ci (operator 

„filtracyjny”

S

S ) transformata Fouriera 

mierzonego sygna u,

0  - pocz tkowy czas ycia (model 

liniowy), 

( )k iP p t  - wymuszenie, 

k

H  - transmitancja widmowa, 

iq  - uogólnione wspó rz dne modelu, 

i
 - parametry dobrane w czasie 

identyfikacji parametrycznej, 

z

0
( , )

i
q  - b d identyfikacji strukturalnej 

modelu, 

 - nieuchronny b d spowodowany 

obecno ci  szumów pomiarowych i 

innych zak óce  o charakterze 

losowym, 

 - za o ona dok adno  modelu (opisu). 

Za o ymy, e uk ad podlega ewolucji polegaj cej na 

wyst powaniu zjawisk nieliniowych. Prawe strony 

równa  (1) nie b d  prostymi sumami lecz do

skomplikowanymi funkcjami: 

( , ) ( ( , , , , ); )n k k i i i i nX F P H q P z y

i

 (2) 

a w dodatku poszczególne transmitancje zale ne

b d  od wszystkich wymusze . Aby odpowiedzie

na pytania, czy w ogóle mo liwe jest odseparowanie 

w sposób czytelny efektów nieliniowych, czyli czy 

mo liwa jest obserwacja ró nicy: 

0( , ) ( , ) ( )nX X F y    (3) 

gdzie
i

y - parametry opisuj ce nieliniowe zaburzenia, 

nale y przyj  pewne za o enia upraszczaj ce

pozwalaj ce na rozwik anie prawych stron równa

(2).

W pracach [2 i 8] na podstawie dyskusji postaci 

rozwi za  uk adów nieliniowych równa

ró niczkowych zwyczajnych uzyskanych 

analitycznymi metodami przybli onymi autor 

wykaza , e istnieje stosunkowo obszerna klasa 

uk adów s abo nieliniowych, w których mo na

obserwowa  wzrost nieliniowego zaburzenia, 

widoczny na wy szych harmonicznych wymuszenia, 

w sposób addytywny lub multiplikatywny 

z dok adno ci  do szumów pomiarowych wed ug

zale no ci:

1

( , ) ( ) ( , ) ( )

( , ) ( ) ( , ) ( , )

( ) ( ) ( , )

( , , , )

( , , )

m k k i i m

n k k i i i n

mn m i m
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X P H q z y

X y

y
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    (4) 

Przyj cie takiego zapisu oznacza, e mo na

prowadzi  obserwacj  wyselekcjonowanego 

fragmentu widma odfiltrowanej cz ci mierzonego 

sygna u wibroakustycznego, której wzrost b dzie 

proporcjonalny (niekoniecznie liniowo lecz 

monotonicznie) do rozwoju uszkodzenia 
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rozumianego jako zmiana charakterystyki elementu 

(lub elementów) lepkospr ystego.  

Mówi c bardziej pogl dowo istnieje miara 

widmowa pozwalaj ca na obserwacj  zjawiska 

„siadaj cej” spr yny czy ciekn cego t umika przez 

proste porównywanie jej warto ci dla ró nych 

czasów ycia, przy czym zjawisku temu nie musi 

towarzyszy  obserwowalna zmiana poziomu drga

ca ego sygna u. Omawiane zjawisko mo na

zaobserwowa  w wielu przypadkach badanych 

do wiadczalnie oraz stosunkowo atwo

wygenerowa  na drodze symulacji komputerowej 

[5,6]. 

Rozpatrzmy model przedstawiony na rys. 2 

odpowiadaj cy prostemu uk adowi wibroizolacji, 

wykorzystany mi dzy innymi w pracy [8] do 

diagnozowania elementów zawieszenia samochodu 

osobowego. Za ó my e model zosta

zidentyfikowany z dok adno ci  do szumów 

pomiarowych, oraz e elementy spr ysto-t umi ce

w pocz tkowym okresie ( 0 ) maj

charakterystyki przedstawione na rysunku 2. 

Rys. 2. Model dynamiczny prostego uk adu

wibroizolacyjnego, w którym charakterystyki 

elementów zmieniaj  si  w sposób nieliniowy 

w trakcie ycia maszyny. 
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Na rys. 3 przedstawiono ewolucj  charakterystyk w 

trakcie eksploatacji. Element spr ysty traci 

sztywno  dla ma ych przemieszcze , dla wi kszych

natomiast „usztywnia si ” w sposób progresywny. 

Odpowiada to sytuacji, w której zu ycie

podstawowej spr yny zawieszenia powoduje 

„dobicie” do zderzaka. Element t umi cy w trakcie 

eksploatacji traci asymetri  d c do charakterystyki 

liniowej, co stanowi prosty model zu ycia

amortyzatora olejowego. Za ó my dalej, e uk ad

jest wymuszany szumem z wyra n  sk adow

harmoniczn , co z kolei dosy  dobrze odpowiada 

realnym warunkom pracy. Dla ustalenia obszaru 

pocz tkowego na rys. 4 przedstawiono wymuszenie 

i odpowied  uk adu dla obu charakterystyk 

liniowych. 

Tak zdefiniowany eksperyment stanowi 

uogólnienie dotychczasowych rozwa a , gdy

obserwujemy jednoczesny wzrost nieliniowego 

zaburzenia jednego z elementów wraz ze spadkiem 

cz ci nieliniowej charakterystyki drugiego. 

Nast pne symulacje odpowiadaj  przebiegowi 

typowego czynnego eksperymentu diagnostycznego. 

Rys. 3. Ewolucja nieliniowego zaburzenia w 

trakcie czasu ycia maszyny (q): a) ewolucja 

charakterystyki elementu spr ystego, b) 

ewolucja charakterystyki elementu t umi cego

Na rys. 5 przedstawiono ewolucj  odpowiedzi 

uk adu na zmian  charakterystyki t umienia, a na 

rys. 6 ewolucj  odpowiedzi uk adu na zmian

charakterystyki spr ystej. Obie ewolucje s  zgodne 

z rozwa aniami teoretycznymi. Zmiana 

charakterystyki t umienia wywo uje zmian

amplitudy drga  z cz sto ci  równ  2 , natomiast 

zmianom charakterystyki spr ystej odpowiada 

wzrost amplitud ci gu sk adowych widmowych 

odpowiadaj cych ró nego rodzaju rezonansom 

nieharmonicznym z dominuj cymi sk adowymi o 

cz sto ciach 3  i 5 . Warto zauwa y , e zmiana 

charakterystyki elementu t umi cego powoduje 

zmian  jedynie wyselekcjonowanej amplitudy bez 

zauwa alnych zmian pozosta ej cz ci widma, co 

mo e stanowi  dodatkowo potwierdzenie tezy o 

mo liwo ci opisu efektu s abo nieliniowego 

zaburzenia w sposób addytywny [7]. 

Rys. 4. Wymuszenie i odpowiedzi uk adu dla 

wszystkich charakterystyk liniowych 

Inaczej wygl da sytuacja w przypadku zmian 

charakterystyki spr ystej. Wyt umaczeniem zmian 

sk adowych fourierowskich nie b d cych

bezpo rednio odpowiedzialnymi za rezonanse 

nieharmoniczne jest jednoczesna zmiana liniowej 

cz ci charakterystyki (porównaj rys. 2). Zmiany te 

nie maj  jednak wi kszego znaczenia na wzrost 

amplitudy w obserwowanych pasmach. 

Spostrze enie to rozszerza zastosowalno

proponowanej metody wnioskowania, a 

obserwowane przesuni cie cz sto ci g ównych 

sk adowych mo e pe ni  rol  dodatkowego 

symptomu (przynajmniej w sensie jako ciowym). 
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Rys. 5. Symulacja odpowiedzi uk adu po 

zmianie charakterystyki elementu t umi cego

(spadek efektu nieliniowego) 

Rys. 6. Symulacja odpowiedzi uk adu po zmianie 

charakterystyki elementu spr ystego 

3. WNIOSKI I OBSERWACJE 

Przedstawiony przyk ad ewolucji modelu 

liniowego oczywi cie nie wyczerpuje zagadnienia. 

Po pierwsze wiele zjawisk fizycznych, a w tym 

u ytecznych diagnostycznie symptomów, opisa

nale y modelami nieliniowymi ju  w stanie „0” i 

obserwowa  ewentualn  ewolucj  tych 

nieliniowo ci lub wyst powanie zupe nie innych 

zjawisk o nieliniowym charakterze. Po drugie 

wyst powanie w systemie nieliniowym sk adowych 

harmonicznych nie jest jedynym efektem a miary 

drganiowe monotonicznie zmienne wraz z 

propagacj  uszkodzenia niekoniecznie musz

opisywa  amplitudy odpowiadaj ce cz stotliwo ci

rezonansowym nad- i podharmonicznym. 

Niekoniecznie równie  zmiennymi decyzyjnymi w 

procesie identyfikacji modelu musz  by  parametry 

zawarte w transmitancji (czy odpowiedzi 

impulsowej uk adu).

W najprostszy sposób mo na dokona

uogólnienia oczekiwanych rozwi za  przyjmuj c, e

równanie (4) dotyczy relacji nie pomi dzy liniowym 

stanem „0” i nieliniowym stanem po pewnym czasie 

ycia , lecz pomi dzy dwoma stanami opisanymi 

równaniami nieliniowymi, z których jeden 

odpowiada rzeczywistemu zerowemu czasowi ycia.

Nie rozwi zuje to jednak wszystkich wymienionych 

problemów. 

Przeprowad my nast puj ce rozumowanie. 

Za ó my jak poprzednio, e stan uk adu opisany jest 

uk adem równa  ró niczkowych zwyczajnych II 

rz du w postaci: 

2

0 ( ,  ,  ),  1...i i i j i t j n   (5) 

gdzie w nowych stanach zawarto wymuszenie i 

wszystkie funkcje nieliniowe, a lewe strony s

rozprz one po sprowadzeniu uk adu do 

wspó rz dnych g ównych uk adu liniowego [7]. 

Rozwi zania takiego uk adu mo na poszukiwa

jedn  z analitycznych metod przybli onych i 

uzyska  je w postaci: 

1 2 2
, , 0

exp ( )

( )cos ( )
( )

i j

ni mi
i ij

i j m n i i

ni mi

i n m

f t t f
n m j

 (6) 

czyli jako sum  funkcji harmonicznej o zmiennej 

fazie i amplitudzie i szeregu wy szych

harmonicznych (dla ró nych kombinacji cz sto ci

w asnych).

W szczególnym przypadku zale no  od czasu 

amplitudy i fazy mo e by  prost  okresow

modulacj  fazow  lub cz stotliwo ciow

„umownej” pierwszej harmonicznej. W przypadku 

ogólniejszym funkcje te mo na przedstawi  w 

postaci szeregowej jako funkcj  okresow  o 

cz stotliwo ciach odpowiadaj cych ró nego rodzaju 
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modulacjom wy szych sk adowych. Dowód tego 

twierdzenia jest opracowany szkicowo, wymaga 

jednak pewnych u ci le .

Mo na st d wysnu  nast puj ce wnioski 

odpowiadaj ce wielu badaniom empirycznym. 

1. Efektem wolnych zmian nieliniowych cz ci

uk adu równa  mog  by  wzrosty amplitud drga  o 

cz stotliwo ciach odpowiadaj cym nieliniowym 

cz stotliwo ciom rezonansowym i ró nego rodzaju 

modulacje. 

2. Mo na z góry przewidzie  ogóln

(jako ciowo) posta  rozwi zania.

3. Wysuni cie wniosków ilo ciowych wymaga 

opracowania procedury identyfikacji modelu. 

Doprowadzenie tych zagadnie  do metod 

aplikacyjnych jest zadaniem stosunkowo trudnym i 

Autor liczy, e pomocn  w tym b dzie szeroko 

poj ta dyskusja rodowiska. 
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