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Streszczenie

W pracy przedstawiono uzyskane na podstawie danych literaturowych [7, 9] zale no ci wi -

ce nat enie d wi ków strukturalnych oraz odkszta cenia i obci enia belek i p yt, pozwalaj ce

wyznaczy  jego warto  dla elementów konstrukcyjnych. Omówiono metod  wyznaczania warto-

ci nat enia d wi ków strukturalnych na podstawie zespolonych parametrów modalnych 

uzyskiwanych drog  analizy modalnej z u yciem metody elementów sko czonych. W pracy 

podano przyk ady obliczeniowe, których celem by o wyznaczenie rozk adu warto ci wektora 

nat enia d wi ków strukturalnych na powierzchni typowych elementów konstrukcyjnych - 

po czonych ze sob  p yt prostok tnych. Analizowany problem badawczy zmierza  do okre lenia 

przydatno ci metody nat eniowej do diagnostyki przenoszenia energii drga  w miejscach 

nieci g o ci konstrukcji mechanicznych. 

S owa kluczowe: nat enie d wi ków strukturalnych, energia drga , przep yw energii 

STRUCTURAL INTENSITY IN DIAGNOSTICS OF CONTRUCTIONAL ELEMENTS  

DISCONTINUITIES

Summary 

The paper presents obtained from literature dependencies connecting structure surface intensity 

with derived loads and strains enabling its evaluation for such constructional elements as beam and 

plates. The method of structure surface intensity evaluation based on complex modal parameters 

derived from FEM modal analysis was discussed. In the paper there are presented the numerical 

examples which lead to investigation of distribution of surface structural intensity vector values for 

such typical constructional elements as connected rectangular plates. Such solved problem was 

intended to show the usability of structure surface intensity method in discontinuity diagnostics of 

mechanical constructions. 

Keywords: structural intensity, energy of vibration, energy flow 

1. WPROWADZENIE 

Nat enie d wi ków strukturalnych reprezentu-

j ce u redniony w czasie strumie  przep ywu energii 

drga  mechanicznych przez powierzchni  jednostko-

w  prostopad  do kierunku przep ywu [12] znalaz o

szczególne zastosowanie w badaniach przep ywu 

energii drganiowej w cia ach sta ych. Analiza prze-

strzennego rozk adu nat enia d wi ków struktural-

nych pozwala na badanie dróg przenoszenia energii 

drga  oraz miejsc, w których energia jest wprowa-

dzana b d  poch aniana w strukturze mechanicznej.  

Badanie metodami obliczeniowymi dróg przeno-

szenia energii drganiowej w strukturach o z o onych 

kszta tach, zbudowanych z p askich, cienkich 

elementów takich jak belki i p yty nie zosta o jak 

dot d rozwi zane w stopniu zadowalaj cym. 

Problemy analizy konkretnych przypadków 

praktycznych skupiaj  si  na uwzgl dnieniu 

skomplikowanych warunków brzegowych i 

z o ono ci struktur rzeczywistych. 

2. NAT ENIE D WI KÓW 

STRUKTURALNYCH W USTROJACH 

CIENKO CIENNYCH

Dla drga  ustalonych, nat enie d wi ków struk-

turalnych jest definiowane jako wielko  zespolona: 
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i reprezentuje ona rzeczywisty przep yw energii 

drganiowej w strukturze.  jest zwi zana z 

falami stoj cymi i nie opisuje przep ywu energii w 

strukturze. 

)(J k

Warto ci sk adowych nat enia d wi ków struk-

turalnych w belkach i p ytach wyznacza si  jako 

funkcje zmiennych: si  momentów i wewn trznych 

oraz przemieszcze  liniowych i k towych.  

Dla p yt ca kowanie jest przeprowadzane po gru-

bo ci p yty a nat enie jest równe strumieniowi 

przep ywu energii przez jednostk  szeroko ci i 

odnoszone do p aszczyzny rodkowej p yty. W 

obliczeniach metod  elementów sko czonych dla 

p askiego elementu sko czonego dwie sk adowe

nat enia d wi ków strukturalnych maj  posta  [4]: 
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2.1. Zastosowanie podej cia modalnego do obli-

cze  zespolonej odpowiedzi struktury. 

Zespolone przemieszczenia i napr enia wyma-

gane do oblicze  nat enia d wi ków strukturalnych 

mog  by  obliczone poprzez zastosowanie podej cia

modalnego [8]. Odpowied  modaln  struktury uzy-

skuje si  m.in. przez zastosowanie analizy metod

elementów sko czonych. Programy do metody ele-

mentów sko czonych zwykle wykorzystuj  macierze 

rzeczywistych warto ci mas i sztywno ci, które daj

w wyniku rzeczywiste warto ci przemieszcze  i 

napr e . Natomiast procedura oblicze  wielko ci

wymaganych do wyznaczenia nat enia d wi ków

strukturalnych zosta a oparta na obliczeniach zespo-

lonej odpowiedzi struktury z zastosowaniem repre-

zentacji modalnej struktury bez strat [9]. Mo liwe do 

zlokalizowania t umienie jest traktowane jako 

t umienie zewn trzne i uwzgl dniane przez 

rozszerzenie funkcji modalnych z dostosowaniem 

warunków impedancji w punktach zamocowania. 

Warto ci nat enia d wi ków strukturalnych zale

od pr dko ci i napr e . W wyniku oblicze  metod

elementów sko czonych otrzymujemy 

przemieszczenia w w z ach i napr enia w punktach 

wewn trz elementów. Obliczenia warto ci nat enia

d wi ków strukturalnych wymagaj  znajomo ci

warto ci wielko ci odpowiedzi w tych samych 

punktach. Poniewa  dok adno  oblicze  napr enia

jest mniejsza od dok adno ci oblicze

przemieszczenia, to wektor odpowiedzi musi by

brany w punktach najwy szej dok adno ci dla 

napr e . Macierz funkcji kszta tu jest w ogólnym 

przypadku odniesiona do lokalnego uk adu

wspó rz dnych dla elementu, zatem wektor 

przemieszcze  modalnych musi by  okre lony w tym 

samym uk adzie wspó rz dnych. Przemieszczenia 

wewn trz elementu sko czonego tak e odnosz  si

do wspó rz dnych lokalnych: 
Przez zastosowanie zespolonych przemieszcze  i 

napr e  lub wypadkowych napr e , nat enia

d wi ków strukturalnych mo na obliczy  zale nie od 

typu elementu sko czonego. Wielko ci otrzymane s

wielko ciami wektorowymi. Oszacowana warto

nat enia d wi ków strukturalnych jest odniesiona 

do tego lokalnego uk adu wspó rz dnych. 

Przekszta cenie warto ci wspó rz dnych nat enia

d wi ków strukturalnych do uk adu wspó rz dnych 

zwi zanego z globalnym uk adem elementów 

sko czonych mo na przeprowadzi  na tej samej 

drodze jak dla ka dej wielko ci wektorowej przez 

zastosowanie macierzy przekszta cenia.

3. OBLICZENIA DLA UK ADU

PO CZONYCH P YT PROSTOK TNYCH

3.1. Model belki przyj ty do oblicze

Dla celów weryfikacji przydatno ci nat enia

d wi ków strukturalnych do identyfikacji nieci g o-

ci w elementach konstrukcyjnych przeprowadzono 

eksperyment polegaj cy na analizie rozk adu

warto ci nat enia d wi ków strukturalnych w 

uk adzie trzech prostopadle po czonych ze sob  p yt

prostok tnych.  

Do oblicze  przyj to p yty o szeroko ci 1 m i 

d ugo ci odpowiednio 2, 1 i 2ca kowitej 2,0 m. p yty

mia y jednakow  grubo  równ  10 mm. Sta e

materia owe przyj to: modu  Younga – 2,1·1011 Pa, 

wspó czynnik Poissona – 0,3 , g sto  7860 kg/m3.

Zamocowanie zamodelowano jako swobodne 

podparcie na brzegu p yt. Mo liwy by  tylko obrót 

wokó  kraw dzi p yty. W wybranym punkcie na 

powierzchni pierwszej p yty przy o ono pionow  si

wymuszaj c , w kierunku prostopad ym do 

p aszczyzny belki o warto ci 103 N. Wymuszenie 

mia o charakter harmoniczny o cz stotliwo ci 100 

Hz.

T umienie nie by o uwzgl dniane w analizie 

modalnej. Zosta o wprowadzone na etapie oblicze

zespolonych napr e  i odkszta ce . Przyj to element 

t umi cy w punkcie na powierzchni trzeciej p yty (na 

rysunku oznaczony trójk tem) w postaci trzech 

wzajemnie prostopad ych t umików. Warto ci wspó -

czynnika t umienia wynosi y 1000 Ns/m. Obliczenia 

zespolonych napr e  i odkszta ce  oraz warto ci

nat enia d wi ków strukturalnych przeprowadzono 

przy zastosowaniu w asnego programu 

wykorzystuj c wyniki analizy modalnej opracowanej 

metod  elementów sko czonych.

3.2. Wyniki oblicze

Obliczone rozk ady wektorów nat enia d wi -
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ków strukturalnych dla uk adu trzech p yt przedsta-

wiono na Rys. 1. Pokazano rozk ady w charakte-

rystycznych obszarach. Z obserwacji rozk adu

wektorów wynikaj  jasno po o enia si y

wymuszaj cej i t umika charakteryzuj ce si

specyficznym sposobem zaburzenia przebiegu 

wektorów. W obszarach dalekich od miejsc 

wymuszenia i zamocowania t umika charakter 

rozk adu wektorów wskazuje na jednorodny chara-

kter przep ywu energii. Paraboliczny rozk ad modu u

wektorów nat enia w przekroju poprzecznym belki 

znajduje potwierdzenie w literaturze [14]. Analiza 

rozk adu pola wektorów pozwala na szczegó ow

lokalizacj  miejsc wymuszenia i poch aniania energii.  

Rozk ady nat enia d wi ków strukturalnych 

podaj  jako ciow  charakterystyk  zjawiska przeno-

szenia energii. Wprowadzenie dodatkowej miary w 

postaci ca ki z warto ci wektora nat enia w 

kierunku prostopad ym do pewnej zamkni tej 

powierzchni np. przekroju poprzecznego pozwalaj

na ocen  ilo ciow  przep ywu energii tym samym na 

identyfikacj  jej ró nych dróg przenoszenia.  

Rys. 1. Rozk ad wektorów nat enia d wi ków strukturalnych dla uk adu p yt prostok tnych. 

4. WNIOSKI 

Przedstawiona metoda oblicze  nat enia d wi -

ków strukturalnych pozwala na znalezienie ich warto-

ci dla wybranych cz sto ci wymuszenia i okre lonej 

postaci drga  struktury [7]. Przedstawione zale no ci

wi  nat enie d wi ków strukturalnych oraz od-

kszta cenia i obci enia dla prostych elementów kon-

strukcyjnych: belek i p yt. Metoda wyznaczania 

warto ci nat enia d wi ków strukturalnych bazuje 

obliczeniach przemieszcze  w w z ach i napr e  w 

punktach wewn trz elementów sko czonych

wyznaczonych metod  elementów sko czonych.

Warto ci nat enia d wi ków strukturalnych 

obliczane s  na podstawie zespolonych warto ci

parametrów modalnych uzyskiwanych drog  analizy 

modalnej z u yciem metody elementów 

sko czonych. W obliczeniach uwzgl dniane jest 

t umienie zewn trzne w postaci t umika w trzech 

wzajemnie prostopad ych kierunkach. Zastosowane 

podej cie modalne przy pewnych ograniczeniach daje 

mo liwo  wyznaczenia warto ci nat enia

d wi ków strukturalnych na podstawie 

do wiadczalnej analizy modalnej struktury.  

Przedstawiony przyk ad analizy rozk adu warto ci

nat enia d wi ków strukturalnych dla uk adu trzech 

p yt prostok tnych wykaza  przydatno  tej metody 

do bada  nieci g o ci oraz dróg przenoszenia energii 

drganiowej. Mo liwa jest zarówno analiza ja-

ko ciowa polegaj ca na obserwacji rozk adów jak 

równie  analiza ilo ciowa na podstawie obliczonych 

warto ci mocy w poszczególnych elementach struk-

tury.  

Do niedogodno ci przedstawionej metody nale y

zaliczy  jej s ab  zbie no . Liczba modów, które 

nale y uwzgl dni  w obliczeniach nat enia

d wi ków strukturalnych musi by  odpowiednio 

dobrana. Zwykle do oblicze  pola przemieszcze  lub 
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ich pochodnych liczba modów jest dobierana w ten 

sposób, e najwy sza cz sto  w asna stosowana w 

obliczeniach jest kilka razy wi ksza od cz sto ci

wymuszenia. Nat enie d wi ków strukturalnych jest 

wynikiem iloczynu napr e  i pr dko ci drga  w 

tych samych punktach struktury. Zatem gwa towne 

zmiany napr enia jakie wyst puj  np. w pobli u

punktów wymuszenia lub nieci g o ci struktury nie 

mog  by  wystarczaj co dobrze opisane poprzez 

uwzgl dnienie jedynie ograniczonej liczby ni szych

postaci drga . Stanowi to g ówne ograniczenie 

dok adno ci oblicze  opisywan  metod . Dalsze 

prace powinny zmierza  w kierunku sposobu 

uwzgl dnienia wy szych postaci drga .

Przedstawiona metoda analizy rozk adu nat enia

d wi ków strukturalnych znajduje zastosowanie jako 

nowa metoda w diagnostyce uszkodze  powstaj cych

w czasie eksploatacji struktur mechanicznych. Umo -

liwia badanie miejsc o szczególnej koncentracji prze-

p ywu energii drganiowej, które w konsekwencji na-

ra one s  na powstanie uszkodze  mechanicznych w 

postaci p kni  zm czeniowych.

Praca by a realizowana w ramach grantu 

finansowanego przez Komitet Bada  Naukowych nr 

5T07C01023 “Teoretyczno-eksperymentalne 

opracowanie optymalnej metody oceny produkcji i 

jako ci maszyn.” 
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