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Streszczenie 

Praca dotyczy problemu identyfikacji parametrów (lokalizacji i g boko ci) poprzecznego 
p kni cia, w uk adach, których modelem jest belka prostoliniowa. Jako wielko ci wej ciowe 
procesu identyfikacji wybrano cz sto ci gi tnych drga  w asnych i (lub) amplitudy poprzecznych 
drga  wymuszonych monoharmonicznie. Dla tych wielko ci skonstruowany zosta  model 
odwrotny belki z p kni ciem, pozwalaj cy na wyznaczenie parametrów p kni cia belki o 
dowolnych (znanych) warunkach brzegowych. Podany zosta  równie  algorytm identyfikacji 
p kni cia na podstawie modelu odwrotnego. 

 
S owa kluczowe: drgania, p kni cie, identyfikacja, modele odwrotne 

 
IDENTIFICATION OF CRACK IN BEAMS  

WITH WELL-KNOWN BOUNDARY CONDITIONS 
 

Summary 
This paper deals with detection of the location and size of a  transverse crack in beam like 

structure. An input quantity for identification a natural frequencies and (or) an amplitude of forced 
vibrations was chosen. For this quantity the inverse beam model was created. Identification 
algorithm based on this model was proposed. 

 
Keywords: vibration, crack, identification, inverse models  

 
 

1. WST P  

 
Uk ady konstrukcyjne poddane dzia aniu 

dynamicznemu mog  ulega  uszkodzeniom. 
W przypadkach du ych uk adów strukturalnych 
(mostów, wie  wiertniczych itp.), czy obudo-
wanych wa ów maszyn wiruj cych, typowe metody 
nieinwazyjne oceny stanu konstrukcji zwi zane np. 
z wykorzystaniem fal powierzchniowych, efektu 
Barkhausena, czy oparte na pomiarze zmian 
strumienia magnetycznego opisane w [4], staj  si  
ma o u yteczne. Sta o si  to powodem poszukiwa  
wp ywu p kni cia na parametry charakterystyk 
dynamicznych obiektów. Przegl dowe prace [3] 
i [7] zawieraj  razem ponad 450 pozycji literatury 
dotycz cych tego zagadnienia. 

Wi kszo  cytowanych tam prac dotyczy 
wp ywu p kni cia o znanych parametrach na 
cz sto ci drga  w asnych, zmiany postaci drga  
w asnych, czy amplitud  drga  wymuszonych 
belek. Zwi zane z tym metody identyfikacji 
polegaj  na odczytywaniu z tych charakterystyk, 
tzw. nomogramów g boko ci i miejsca p kni cia. 
Nomogramy te wyznaczone zosta y dla ró nych 
(okre lonych) warunków brzegowych i mo na z ich 
wykorzystaniem okre li  parametry p kni cia na 
podstawie zmierzonych cz sto ci drga  w asnych, 

o ile warunki brzegowe analizowanej belki odpo-
wiadaj  belce, dla której zosta  wyznaczony 
nomogram. 

Niniejsza praca dotyczy identyfikacji para-
metrów p kni cia (lokalizacja i g boko ) na 
podstawie pomiarów drga . Jako wielko ci 
wej ciowe procesu identyfikacji wybrane zosta y 
cz sto ci drga  w asnych lub amplituda drga  
wymuszonych. Wybór tych wielko ci wi e si  
z atwym ich pomiarem. Pomini to za  trudne do 
zmierzenia postaci drga  w asnych. 

W celu wyznaczenia parametrów p kni cia 
skonstruowany zosta  model odwrotny dla belki 
o dowolnych, cho  znanych warunkach brzego-
wych. Podobne zagadnienie opisane zosta o 
w pracy [14], tyle tylko, e opisana tam identyfika-
cja dotyczy jedynie miejsca p kni cia w belce 
swobodnie podpartej.  

Z modelu odwrotnego korzystaj  równie  
autorzy pracy [13]. Opisany tam sposób identy-
fikacji polega, podobnie jak w niniejszej pracy, na 
wyznaczeniu poszukiwanych parametrów z warun-
ku zerowania si  wyznacznika macierzy g ównej 
opisuj cej warunki brzegowe (mog  by  dowolne) 
skojarzone z rozwa anym problemem pocz tkowo 
– brzegowym. W przypadkach obu prac autorzy 
korzystaj  z pewnych w asno ci wyznaczników. 
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W pracy [13] z mo liwo ci przedstawienia wyzna-
cznika w postaci odpowiedniej sumy innych 
wyznaczników, w niniejszej, za  pracy z w asno ci 
rozwini cia wyznacznika wzgl dem dowolnej 
kolumny. Opisana przez autora metoda wydaje si  
by  znacznie prostsza ze wzgl du na atwo  
algorytmizacji – w pracy podany zosta  algorytm 
oblicze  s u cych identyfikacji parametrów 
p kni cia. 

Obok identyfikacji z wykorzystaniem modelu 
analitycznego wielu autorów dokonuje równie  
identyfikacji p kni cia w oparciu o model 
komputerowy MES [9, 10, 13, 19]. 

Rozwój metod komputerowych przyczyni  si  
do powstania nowych, lub zastosowania znanych 
wcze niej metod identyfikacji np. opartych na 
algorytmach genetycznych [6], transformacie 
falkowej [17, 18], sieciach neuronowych [11], czy 
metodach probabilistycznych [1]. 

 
2. OPIS PROBLEMU 

 
Rozpatrywany w pracy problem opisany zosta  

modelem belki Bernoulli-Eulera, bez 
uwzgl dnienia efektu zamykania si  szczeliny 
podczas drga , co schematycznie pokazano na rys.1 

 
Rys. 1. Model rozpatrywanej belki 

 
Przedmiotem pracy jest poszukiwanie 

g boko ci p kni cia a i jego po o enia xp belki 
pokazanej na rys.1. W rozwa aniach przyj to belk  
o sta ym przekroju poprzecznym A=bxh oraz 
momencie bezw adno ci przekroju I. Za o ono 
równie  sta o  w asno ci materia owych na 
d ugo ci belki tzn. modu u Younga E oraz g sto ci 
materia u . P kni cie zosta o zamodelowane jako 
spr yna, której podatno  wzgl dna  (podatno  
wzgl dna  [rad m] jest iloczynem podatno ci 
spr yny c [rad/Nm] i sztywno ci gi tnej belki 
EI [Nm2]) wi e ze sob  moment gn cy 
w przekroju o wspó rz dnej x = xp oraz k ty obrotu 
z prawej i lewej strony przekroju, w którym 
wyst puje p kni cie, czyli: 

),(),(),( txyEIctxytxy ppp  

lub 

 ),(),(),( txytxytxy ppp  (1) 

Taki sposób opisu belki z p kni ciem pochodzi 
z pracy [16], gdzie z zale no ci, znanych 
z mechaniki p kania, wi cych energi  
potencjaln  odkszta cenia ze wspó czynnikiem 
intensywno ci napr e  [15], i po skorzystaniu 
z twierdzenia Castigliano wyznacza si  lokaln  
podatno  . Równanie wi ce ze sob  podatno  
spr yny i g boko  p kni cia - a ma posta : 

 )(6 2 fh  (2) 

gdzie: ha / ,  

6543

2

4909.2332.7553.71773.5

7201.3035.16384.0)(f
 (3) 

Równanie drga  w asnych belki z p kni ciem w 
klasie funkcji uogólnionych po rozdzieleniu 
zmiennych w postaci )()(),( tTxXtxy  mo na 

zapisa : 

  ),()(4)4(
pp xxxXXX  (4) 

rozwi zaniem równania (4) jest funkcja: 

 
),()](sin)([sinh

)(
2

)()( 0

ppp

p

xxHxxxx

xXxXxX
 (5) 

gdzie:  
- ),( pxx  - funkcja delta Diraca w punkcie x = xp, 

- ),( pxxH  - funkcja Heavisaide’a (skoku jedno-

stkowego) w punkcie x = xp, 
- EIA /2 , 

- xSxRxQxPX sincossinhcosh0  

jest rozwi zaniem drga  belki jednorodnej. 
Pochodn  funkcji (5) jest funkcja: 

 
),()](cos)([cosh

)(
2

)()( 0

ppp

p

xxHxxxx

xXxXxX
 (6) 

Jak atwo zauwa y  po wyznaczeniu z równania 

(6) wielko ci )()()( 0 ppp xXxXxX  

i )()( 0 pp xXxX  otrzymuje si  zale no  (1). 

Sta e P,Q,R, S zale  od warunków brzegowych 
skojarzonych z rozwa anym problemem. 

 
3. IDENTYFIKACJA P KNI CIA NA 

PODSTAWIE CZ STO CI DRGA  

W ASNYCH 

 
Wyznaczaj c standardowo cz sto ci drga  

w asnych, z warunków brzegowych belki 
otrzymuje si  cztery równania algebraiczne do 
wyznaczenia sta ych P, Q, R, S. Otrzymany w ten 
sposób jednorodny uk ad równa , ma nietrywialne 
rozwi zanie tylko w przypadku, gdy wyznacznik 
macierzy g ównej jest równy zero. Z tego warunku 
wyznacza si  warto ci w asne .  

Wykorzystuj c powy ej opisany model belki 
z p kni ciem mo na rozwi za  problem odwrotny, 
czyli wyznaczy  miejsce xp i g boko  a p kni cia 
z wykorzystaniem wyznaczonych dla 
rzeczywistego obiektu cz sto ci drga  w asnych. 
Dla wyznaczonych cz sto ci nale y wyliczy  
wielko ci , po czym wyznaczy  xp i , dla których 
zeruje si  wyznacznik macierzy g ównej, (po czym 
g boko  a liczona jest z zale no ci (2)). 
Oczywi cie dla ka dej cz sto ci otrzymuje si  w 
ten sposób funkcj  jednej zmiennej (model 
odwrotny jest niejednoznaczny), wi c do 
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[ ]px m

[ ]px m

identyfikacji potrzebne s  przynajmniej dwie 
cz sto ci drga  w asnych. Innymi s owy tak  sam  
cz sto  drga  w asnych ma belka z „du ym” 
p kni ciem w jednym z przekrojów belki, jak i 
belka z „ma ym” p kni ciem w innym przekroju. 
Punkt przeci cia krzywych  w funkcji xp dla dwu 
ró nych cz sto ci wyznacza poszukiwane 
parametry p kni cia. Sposób post powania 
pokazany zostanie na przyk adach 

 
3.1. Belka swobodnie podarta  

 
W przypadku belki swobodnie podpartej 

warunki brzegowe maj  posta : 0)0(X  

0)0(X , co prowadzi do wniosku, e P =R = 0 

co obni a rz d macierzy g ównej. Wykorzystane to 
zosta o w pracy [14] gdzie, na podstawie zmiany 
dwu pierwszych cz sto ci drga  w asnych belki 
z p kni ciem w stosunku do cz sto ci drga  belki 
bez p kni cia, identyfikowane jest tylko po o enie 
p kni cia. 

Pozosta e równania opisuj ce warunki 
brzegowe 0)(lX i 0)(lX zapisane zostan  

w postaci macierzowej: 

0

0

0

)(/1sinsinh

sinsinh

sinsinh

2
23

13

pipipi

ii

ii

xX

S

Q

xx

all

all

 

gdzie: 

)(sin)(sinh
213 pipi

i

xlxla  

)(sin)(sinh
223 pipi

i

xlxla  

EIAii /2  

ii f2  - jest i-t  wyznaczon  cz sto ci  

drga  w asnych. 

if  - jest i-t  cz stotliwo ci  drga  w asnych. 

Na rysunku 2 i 3 przedstawione zosta y krzywe 
 w funkcji xp dla dwu pierwszych cz sto ci drga  

w asnych belki swobodnie podpartej z dwoma 
ró nymi p kni ciami („crack 1” i „crack 2”).  

Dane zaczerpni to z pracy [14] d ugo  belki 
l = 0.1 m, wysoko  h = 0.0016 m, szeroko  b = h, 

 = 7960 kg/m3 oraz 11101.2E  Pa.  
Wyznaczone cz stotliwo ci (z analizy MES) dla 

belki z p kni ciem „crack 1” wynosz  
f1 = 370.31 Hz i f2 = 1475.36 Hz. 

Na rysunku 2 lini  ci g  oznaczono krzyw  
uzyskan  dla cz stotliwo ci f1 lini  przerywan  dla 
f2. Ze wzgl du na symetri  uk adu krzywe te 
przecinaj  si  w dwu punktach o wspó rz dnych 
xp1 = 0.0296 m i xp2 = 0.0704 m - okre lenie, po 
której stronie rodka belki znajduje si  p kni cie 
nale y przeprowadzi  innymi metodami. 

Obu wielko ciom xp odpowiada natomiast ta 

sama warto  podatno ci 3105704.1 [rad m], 
która odpowiada g boko ci p kni cia (z równania 

(2)) ha 303.0 . Porównanie wielko ci 
zidentyfikowanych i modelowanych w analizie 
MES dla przypadków: „crack 1” i „crack 2” 
zebrano w tab.1 
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Rys.2. Przebieg zmiany podatno ci  
w funkcji lokalizacji p kni cia xp dla 

belki „crack 1” 
 
Dla p kni cia opisanego jako „crack 2” 

wyznaczone z analizy MES cz stotliwo ci wynosz  
f1 = 371.93 Hz i f2 = 1481.52 Hz 
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Rys.3. Przebieg zmiany podatno ci  
w funkcji lokalizacji p kni cia xp dla 

belki „crack 2” 
 
Na rysunku 3 podobnie jak na rysunku 2 lini  

ci g  oznaczono krzyw  uzyskan  dla 
cz stotliwo ci f1 lini  przerywan  dla f2. Ze 
wzgl du na symetri  uk adu krzywe te przecinaj  
si  w dwu punktach o wspó rz dnych 
xp1 = 0.0191 m i xp2 = 0.0809 m. Obu wielko ciom 
xp odpowiada natomiast ta sama warto  podatno ci 

41097.6 , która odpowiada g boko ci 
p kni cia (z równania (2)) ha 205.0 . 

 
 
 

Tabela 1. Wyniki identyfikacji p kni cia 
Crack model   

MES [14] 
identyfi-
kowane 

b d 
wzgl dn

y 
xp = 70mm xp = 70.4  0.6 % 

,,1” 
a = 0.3 h a = 0.303 h 1.0 % 

xp= 80mm xp = 80.9 1.25 % 
,,2” 

a = 0.2 h a = 0.205 h 2.5 % 

rad m

rad m
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[ ]px m

Tak dobre wyniki mo na uzyska  jedynie 
w przypadku bardzo dok adnego wyznaczenia 
cz sto ci drga  w asnych. W zwi zku z tym 
poni ej wyznaczono przebiegi podatno ci  
w funkcji lokalizacji p kni cia xp dla cz sto ci 
drga  w asnych z uwzgl dnieniem niepewno ci 
pomiaru. B dy 1  i 2  cz sto ci wyznaczono 

z porównania cz sto ci drga  w asnych belki bez 
p kni cia modelowanej w MES MESi0  i cz sto ci 

uzyskanej dla modelu analitycznego Anali0   

 AnaliAnaliMESii 000 /  (7) 

Na rysunku 4 pokazano przebieg 
poszukiwanych krzywych dla czterech cz stotli-
wo ci 11f  i 22f dla przypadku „crack 2” 

w pobli u lokalizacji p kni cia xp = 80mm 

0.072 0.074 0.076 0.078 0.08 0.082 0.084
2
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Rys. 4. Przebieg zmiany podatno ci  
w funkcji xp dla cz sto ci „wyznaczo-

nych” z b dem 
 
Liniami ci g ymi oznaczono krzywe 

wyznaczone dla 11f  liniami przerywanymi dla 

22f . Identyfikowane wielko ci po o enia 

p kni cia i jego g boko ci zawieraj  si  w cz ci 
wspólnej wn trz obszarów ograniczonych 
krzywymi wyznaczonymi dla 11f  (linie ci g e) 

i dla 22f  (linie przerywane). Obszar ten 

okre la lokalizacj  p kni cia w przedziale 
)8375(px mm i g boko  p kni cia 

ha )26.015.0(  (modelowane parametry to 

xp= 80mm i a = 0.2 h). W rozwa anym przyk adzie 
cz sto ci MESi0  zaczerpni to równie  z pracy 

[14], a wyznaczone z zale no ci (7) wielko ci 
b dów wynosz  4

1 5.9 10   oraz 3
2 2.6 10 . 

Wielko ci 11f  ró ni  si  zatem, zaledwie 

o 0.5 Hz ( 2 2f  o 7.7 Hz), z czego wynika, e 

dok adno  proponowanej metody identyfikacji 
zale y istotnie od dok adno ci wyznaczenia 
(pomiaru) cz sto ci drga  w asnych. 
 

 

 

3.2. Belka wspornikowa  

 
W przypadku belki wspornikowej funkcja 

opisana równaniem (5) i jej pochodne musz  
spe nia  warunki brzegowe: 0)0(X , 0)0(X , 

0)(lX  oraz 0)(lX . 

Post puj c analogicznie jak w przyk adzie 
poprzednim, wielko ci  i xp wyznacza si  
z warunku zerowania si  wyznacznika macierzy 
g ównej dla ka dej z wyznaczonych cz sto ci drga  
w asnych. W przypadku belki wspornikowej 
macierz g ówna ma posta : 

35

45

2

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

cosh sinh cos sin

sinh cosh sin cos

1
cosh sinh cos sin

i i i i

i i i i

i p i p i p i p

i

l l l l a

l l l l a

x x x x

 

gdzie: 

)(sin)(sinh
235 pipi

i

xlxla  

)(cos)(cosh
245 pipi

i

xlxla  

Do rozwi zania tego problemu zaproponowana 
zostanie nast puj ca metodologia, która pozwala na 
stworzenie algorytmu komputerowego: 
1. w macierzy g ównej nale y dokona  

modyfikacji polegaj cej na tym, e w miejsce 
wielko ci  nale y wprowadzi  wielko  1 
(jeden) – powsta  macierz oznaczono przez A; 

2. nale y skonstruowa  inn  macierz (tu 
oznaczon  B), która powstaje z macierzy A 
przez wykre lenie ostatniego wiersza 
i ostatniej kolumny, jest to wi c macierz 
opisuj ca problem w asny belki bez 
uszkodzenia; 

3. przy takich oznaczeniach poszukiwane 
równanie wyznacznikowe zapisa  mo na: 

 0)det()det()det( BBA  (8) 

równanie to atwo wyprowadzi  rozwijaj c 
wyznacznik macierzy g ównej wzgl dem ostatniej 
kolumny. Z równania (8) po przekszta ceniach 
mo na wyznaczy  podatno   dla ka dego 

lx p ,0  (tylko macierz A zmienia si  w funkcji 

xp): 
4. )det()det(/)det( BAB  (9) 

Cz sto ci drga  w asnych wspornika, konieczne 
do identyfikacji wyznaczone zosta y przez autora z 
analizy MES. Dane geometryczne i materia owe do 
analizy przyj to takie same jak belki swobodnie 
podpartej. Rozpatrzono 8 ró nych wariantów 
parametrów p kni cia. Wielko ci te oraz 
wyznaczone dla nich cz stotliwo ci drga  
w asnych zebrano w tabeli 2 (wszystkie wielko ci 
po o enia p kni cia xp podane s  w mm). 

Proces identyfikacji przeprowadzono w ten 
sposób, e dla ka dej cz sto ci drga  w asnych 
wyznaczono wg równania (9) przebiegi zmiany 

rad m



DIAGNOSTYKA’32 – ARTYKU Y G ÓWNE 
MAJKUT, Identyfikacja p kni cia w belkach o znanych warunkach brzegowych 

111

podatno ci  w funkcji lokalizacji p kni cia xp. 
Wspó rz dne punktów przeci cia krzywych, 
wyznaczonych dla obu cz sto ci, w ka dym 
z przypadków s  poszukiwanymi wielko ciami  
i xp. Wielko  g boko ci p kni cia wyznaczono 
z zale no ci (2).  

Wyniki identyfikacji zebrano w tabeli 3. 
 

Tabela 2. Cz stotliwo ci drga  w asnych  
belki wspornikowej z p kni ciem 

wa-
riant 

wielko ci 
p kni cia 

cz stotliwo ci drga  w asnych 
[Hz] 

xp = 10 
,,1” 

a = 0.2 h 
f1 = 132.41 f 2 = 834.07 

xp = 10 ,,2” 
a = 0.3 h 

f 1 = 131.07 f 2 = 830.57 

xp = 30 ,,3” 
a = 0.2 h 

f 1 = 133.04 f 2 = 835.45 

xp = 30 ,,4” 
a = 0.3 h 

f 1 = 132.44 f 2 = 834.20  

xp = 50 ,,5” 
a = 0.2 h 

f 1 = 133.40 f 2 = 832.32  

xp = 50 ,,6” 
a = 0.3 h 

f 1 =133.32  f 2 = 827.33 

xp = 70 ,,7” 
a = 0.2 h 

f 1 = 133.57 f 2 = 834.18  

xp = 70 ,,8” 
a = 0.3 h 

f 1 = 133.56  f 2 = 832.46 

 
Tabela 3. Wyniki identyfikacji p kni cia 

wariant model   
MES 

identyfi-
kowane 

b d 
wzgl dny 

xp = 10 xp = 8.94 10.6 % 
,,1” 

a = 0.2 h a = 0.189 h 5.5 % 
xp = 10 xp = 8.91 10.9 % ,,2” 

a = 0.3 h a = 0.274 h 8.7 % 
xp = 30 xp = 32.2 7.3 % ,,3” 

a = 0.2 h a = 0.208 h 4.0 % 
xp = 30 xp = 31.6 5.3 % ,,4” 

a = 0.3 h a = 0.283 h 5.7 % 
xp = 50 xp = 49.3 1.4 % ,,5” 

a = 0.2 h a = 0.189 h 5.5 % 
xp = 50 xp = 53.6 7.2 % ,,6” 

a = 0.3 h a = 0.264 h 12.0 % 
xp = 70 xp = 74.1 5.9 % ,,7” 

a = 0.2 h a = 0.24 h 20.0 % 
xp = 70 xp = 77.6 10.9 % ,,8” 

a = 0.3 h a = 0.355 h 18.3 % 
Na rysunku 5 pokazany zosta  przebieg krzywej 

podatno ci  w funkcji lokalizacji p kni cia xp dla 
wariantu „4”, z uwzgl dnieniem b dów 
wyznaczania cz sto ci. Za o ono tu, e b d 
wyznaczenia ka dej cz sto ci drga  w asnych jest 
identyczny z pope nianym przy wyznaczaniu tej 
cz sto ci dla belki bez p kni cia jak to przedstawia 
zale no  (7). Wielko ci  wzorcow  s  cz sto ci 
wyznaczone analitycznie z jednowymiarowego 

modelu belki Eulera (zwanego równie  
technicznym równaniem drga  belki).  

Podobnie jak poprzednio liniami ci g ymi 
oznaczono krzywe wyznaczone dla 11f , liniami 

przerywanymi dla 22f . Identyfikowane 

wielko ci miejsca p kni cia i jego g boko ci 
zawieraj  si  w cz ci wspólnej wn trz obszarów 
ograniczonych takimi samymi liniami Obszar ten 
zawiera lokalizacj  p kni cia dla wariantu „4” 
w przedziale )4.401.27(px mm i g boko  

p kni cia ha )378.022.0(  (modelowane 

parametry to xp= 30mm i a = 0.3 h). 
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Rys. 5. Przebieg zmiany podatno ci  
w funkcji xp dla cz sto ci wyznaczo-

nych z b dem (wariant „4”) 
 

Kolejnym problemem wp ywaj cym na niepew-
no  identyfikacji jest nieuwzgl dniane w analizo-
wanych modelach (analitycznych i obliczanych za 
pomoc  MES), a istniej ce w rzeczywisto ci 
t umienie. atwo udowodni , i  wspó czynnik 
t umienia wewn trznego (si a t umienia jest 
proporcjonalna do pr dko ci odkszta ce ), ro nie 
z kwadratem cz sto ci i co za tym idzie, jego 
wp yw na mierzone cz sto ci w asne jest tym 
wi kszy im wy sz  cz sto  chcemy zmierzy . Jest 
to podobne zjawisko do zjawiska przesuwania si  
amplitudy maksymalnej na charakterystyce 
amplitudowo – cz stotliwo ciowej uk adu 
drgaj cego o jednym stopniu swobody 
z t umieniem.  

Wynika z tego, e aby zminimalizowa  wp yw 
t umienia na wyniki identyfikacji najlepiej by oby 
mierzy  jedynie pierwsz  cz sto  drga  w asnych. 
Niestety dla ka dej cz sto ci drga  w asnych, tak 
jak to opisano na pocz tku pracy, zidentyfikowa  
mo na jedynie zbiór par (  i xp). 

Problem ten (wyznaczanie jedynie pierwszej 
cz sto ci drga  w asnych) autor proponuje 
rozwi za  poprzez chwilow  zmian  struktury 
uk adu np. poprzez dodanie znanej masy skupionej 
w okre lonym przekroju i dla takiego 
zmodyfikowanego uk adu wyznaczy  krzyw  
podatno ci  w funkcji po o enia p kni cia xp. 
Zidentyfikowane parametry p kni cia le  na 
przeci ciu si  krzywych wyznaczonych 

[ ]px m

rad m
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z pierwszych cz sto ci drga  w asnych i modelu 
belki bez i z zaproponowan  modyfikacj . 

Opisany powy ej sposób identyfikacji pokazany 
zostanie na przyk adzie. 

 
3.3. Belka obustronne utwierdzona 

 
W przypadku belki obustronnie utwierdzonej 

wyznacznik macierzy g ównej ma posta : 

35

45

2

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

cosh sinh cos sin

sinh cosh sin cos

1
cosh sinh cos sinp p p p

l l l l a

l l l l a

x x x x

 

gdzie: 

)(sin)(sinh
235 pp xlxla  

)(cos)(cosh
245 pp xlxla  

Parametry p kni cia wyznaczy  mo na 
post puj c wg wcze niej opisanego algorytmu 
i równania (9). 

Równanie drga  w asnych uk adu z modyfika-
cj  w postaci do czenia dodatkowej masy 
skupionej md w przekroju o wspó rz dnej x = xd 
oraz z uwzgl dnieniem p kni cia, po rozdzieleniu 
zmiennych w postaci )()(),( tTxXtxy , mo na 

zapisa : 

 
),()(

),()(44)4(

pp

dd

xxxX

xxxXXX
 (10) 

rozwi zaniem równania (10) jest funkcja (11): 

),()](sin)([sinh

)(
2

),()](sin)([sinh

)(
2

)()( 0

ppp

p

ddd

d

xxHxxxx

xX

xxHxxxx

xXxXxX

 (11) 

gdzie: Amd / , pozosta e oznaczenia jak 

wy ej. 
W takim przypadku nale y wyznacznik 

macierzy g ównej uzupe ni  o kolumn  zwi zan  
z nieznan  wielko ci  X(xd) oraz wiersz zale no ci 
pomi dzy t  wielko ci  i sta ymi ca kowania P, Q, 
R, S. Na warto  wyznacznika nie wp ywa zamiana 
miejscami dwu dowolnych kolumn czy wierszy, 
z czego wynika, e dodatkow  kolumn  i wiersz 
mo na uwzgl dni  w dowolnym miejscu. Jednak, 
aby nie utraci  mo liwo ci skorzystania 
z opisanego algorytmu nale y dodatkow  kolumn  
wpisa  jako czwart , podobnie jako czwarty wiersz 
dodatkowy. W takim przypadku macierz oznaczon  
poprzednio przez B, która powstaje z macierzy A 
przez wykre lenie ostatniego wiersza i ostatniej 
kolumny, jest macierz  opisuj ca problem w asny 
belki z mas  skupion  bez uszkodzenia. 

Dodatkowa kolumna (zapisana jako czwarta) 
ma w takim przypadku posta : 

mpmpmp

mm

mm

xxHxxxx

xlxl

xlxl

,sinsinh
2

1

coscosh
2

sinsinh
2

0

0

 

 
Pierwsze cz sto ci drga  w asnych uk adu 

podstawowego i z modyfikacj  potrzebne do 
identyfikacji zosta y wyznaczone z modelu MES 
i zebrane w tabeli 4. Dane materia owe i geometry-
czne przyj to jak dla belki rozwa anej 
w poprzednim przyk adzie, przyj ta wielko  masy 
dodatkowej Amd 5.0 , do czonej w punkcie 

xd = 0.07 m. 
  

Tabela 4. Pierwsze cz stotliwo ci drga 
w asnych p kni tej belki bez i z mas  dodatkow   

cz stotliwo ci w asne wa-
riant 

wielko ci 
p kni cia bez md z md 

xp = 10 
,,1” 

a = 0.2 h 
f1 = 846.66 f 1 = 288.43 

xp = 10 ,,2” 
a = 0.3 h 

f 1 = 843.08 f 1 = 287.68 

xp = 30 ,,3” 
a = 0.2 h 

f 1 = 848.72 f 1 = 288.81 

xp = 30 ,,4” 
a = 0.3 h 

f 1 = 847.51 f 1 = 288.64 

xp = 50 ,,5” 
a = 0.2 h 

f 1 = 864.40 f 1 = 288.85 

xp = 50 ,,6” 
a = 0.3 h 

f 1 = 841.14 f 1 = 287.81 

xp = 70 ,,7” 
a = 0.2 h 

f 1 = 848.72  f 1 = 287.11 

xp = 70 ,,8” 
a = 0.3 h 

f 1 = 847.51 f 1 = 284.57 

 
Warianty „7” i „8” dotycz  przypadku, 

w którym mas  dodatkow  przy czono w tym 
samym przekroju, w którym modelowano 
p kni cie. Wyniki identyfikacji przekazano 
w tabeli 5. 

Dla wariantów „3” i „4” nie uda o si  
zidentyfikowa  miejsca p kni cia – krzywe 
wyznaczone dla obu cz sto ci nie przecinaj  si , co 
pokazano na rys. 6. 

W przypadku wyznaczenia cz sto ci drga  
w asnych z modelu analitycznego (belki 
z p kni ciem o znanych parametrach) 
i wyznaczeniu z nich krzywych podatno ci 
w funkcji po o enia p kni cia, krzywe te równie  
nie przecinaj  si , s  jedynie styczne do siebie 
w punkcie o modelowanych parametrach p kni cia. 
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Tabela 5. Wyniki identyfikacji p kni cia 
przypa

dek 
model   
MES 

identyfi-
kowane 

b d 
wzgl dny 

xp = 10 xp = 10.2 2.0 % 
,,1” 

a = 0.2 h a = 0.213 h 6.5 % 
xp = 10 xp = 10.9 9.0 % ,,2” 

a = 0.3 h a = 0.325 h 8.3 % 
xp = 30 - - ,,3” 

a = 0.2 h - - 
xp = 30 - - ,,4” 

a = 0.3 h - - 
xp = 50 xp = 48.2 3.6 % ,,5” 

a = 0.2 h a = 0.19 h 5.0 % 
xp = 50 xp = 53.8 7.6 % ,,6” 

a = 0.3 h a = 0.299 h 0.33 % 
xp = 70 xp = 68.8 1.7 % ,,7” 

a = 0.2 h a = 0.23 h 15.0 % 
xp = 70 xp = 69.6 0.6 % ,,8” 

a = 0.3 h a = 0.333 h 11.0 % 
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Rys. 6. Krzywe podatno ci w funkcji 
po o enia p kni cia dla parametrów 

opisanych jako wariant „4” 
 

W celu wyznaczenia parametrów p kni cia dla 
wariantów „3” i „4” przeprowadzono obliczenia 
cz sto ci dla tej samej masy md, ale do czonej 
w punkcie xd = 0.04 m. Dla wariantu „3” cz stotli-
wo  drga  w asnych uk adu z mas  dodatkow  
wynosi f1 = 239.18 Hz. Zidentyfikowane parametry 
p kni cia wynosz : po o enie xp = 28.5 mm, g bo-
ko  a = 0.213 h. Dla wariantu „4” f1 = 239.20 Hz, 
a parametry p kni cia to xp = 32.4 mm i g boko  
a = 0.279 h.  

Powy sze rozwa ania wskazuj  jednoznacznie 
na konieczno  wyznaczania przy pomiarach 
identyfikacyjnych cz sto ci dla kilku po o e  masy 
dodatkowej (lub kilku wielko ci masy). Ka de 
dwie wielko ci cz sto ci mog  pos u y  do 
wyznaczenia krzywych podatno ci w funkcji 
po o enia p kni cia, na przeci ciu których le  
poszukiwane parametry (po o enie i g boko ) 
p kni cia. 

Po wyznaczeniu parametrów uszkodzenia dla 
ró nych modyfikacji strukturalnych belki mo na 
podda  je obróbce statystycznej (np. u rednianiu), 
dzi ki czemu mo na zminimalizowa  wp yw 
niepewno ci pomiarów cz sto ci drga  w asnych. 

 
4. IDENTYFIKACJA P KNI CIA Z AMPLI-

TUDY DRGA  WYMUSZONYCH 

 
Jako wielko ci identyfikacyjne obok cz sto ci 

drga  w asnych wykorzysta  mo na amplitud  
drga  wymuszonych mierzon  w dowolnym 
punkcie. Nale y wymusi  drgania belki si  
skupion  o znanej amplitudzie i znanej cz sto ci. 

W przypadku belek, które ze wzgl dów techno-
logicznych obci one s  dynamicznie si , któr  
mo na traktowa  jako skupion  z jedn  cz sto ci  
drga  (np. drgania wywo ane nie wywa on  mas  
wiruj c  - maszyny wibracyjne), pomiary identyfi-
kacyjne mo na wykona  jako tzw. eksperyment 
bierny. Pod tym poj ciem rozumiane s  pomiary 
w normalnym stanie pracy, bez konieczno ci 
przeprowadzania dodatkowych eksperymentów na 
„wy czonym” obiekcie.  

Pomiary drga  wymuszonych s u y  mog  
równie  do monitorowania p kni cia – ewentual-
nego wzrostu jego g boko ci.  

W przypadku drga  wymuszonych równanie 
drga  (4) nale y uzupe ni  o sk adnik pochodz cy 
od si y przy o onej w punkcie o wspó rz dnej 
x = xf, amplitudzie F i cz sto ci w: 

 
),(

),()(4)4(

f

pp

xxF

xxxXXX
 (12) 

rozwi zanie równania (12) poszukiwane b dzie 
w klasie funkcji uogólnionych. Dzi ki czemu 
otrzymuje si  rozwi zanie w postaci sko czonej 
w przeciwie stwie do metody klasycznej, gdzie 
rozwi zanie otrzymuje si  w postaci niesko czonej 
sumy funkcji w asnych. 

Rozwi zaniem równania (12) jest funkcja: 

 

),()](sin)([sinh
2

),()](sin)([sinh

)(
2

)()(

3

0

fff

ppp

p

xxHxxxx

EI

F

xxHxxxx

xXxXxX

 (13) 

gdzie teraz:  

- EIAw /2 , 

- xSxRxQxPX sincossinhcosh0  

Amplituda drga  wymuszonych w punkcie 
pomiarowym o wspó rz dnej x = c jest równa: 

),()](sin)([sinh
2

),()](sin)([sinh
2

)()(

3

0

fff

ppp

xcHxcxc

EI

F

xcHxcxc

cXcX

(14) 
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gdzie: 
cScRcQcPcX sincossinhcosh)(0  

Sta e ca kowania P, Q, R, S nale y dobra  tak, 
by funkcje (13) i (14) spe nia y warunki brzegowe. 

Podobnie jak w przypadku identyfikacji opartej 
na pomiarze cz sto ci drga  w asnych, do 
identyfikacji konieczny jest pomiar amplitudy 
drga  w dwu punktach (x = c1 i x = c2) lub 
w jednym punkcie, ale przy ró nych 
wymuszeniach. 

Sposób post powania przy identyfikacji 
p kni cia, dla którego wielko ci  wej ciow  jest 
amplituda drga  wymuszonych pokazany zostanie 
na przyk adzie. 
 
4.1. Belka wspornikowa 

 
Model analizowanego uk adu pokazany jest na 

rys. 7. 

 
Rys. 7. Model belki wspornikowej 

z p kni ciem 
 
Warunki brzegowe dla belki pokazanej na 

rysunku 7 opisuj  równania: 0)0(X , 0)0(X , 

0)(lX  oraz 0)(lX . Podobnie jak wcze niej 

równania te zostan  zapisane w postaci 
macierzowej:  
 WCSM  (15) 

gdzie: 
macierz M: 

35

45
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cosh sinh cos sin

sinh cosh sin cos

ch sh cos sin 1p p p p

l l l l a
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gdzie: 

)(sin)(sinh
235 pp xlxla  

)(cos)(cosh
245 pp xlxla  

wektor sta ych CS: 
T

p

T xXSRQP )(CS  

a, wektor wymusze  W: 

),()(sin)(sinh
2

)(cos)(cosh
2

)(sin)(sinh
2

0

0

3

3

3

fpfpfp

ff

ff

xxHxxxx
EI

F

xlxl
EI

F

xlxl
EI
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W przypadku gdy cz sto  wymuszenia nie jest 
adn  z cz sto ci drga  w asnych uk adu rz d 

macierzy g ównej jest równy rz dowi macierzy 
uzupe nionej, z czego wynika, e uk ad (15) mo na 
rozwi za  korzystaj c ze wzorów Cramera. 

Do rozwi zania tego problemu zaproponowana 
zostanie nast puj ca metodologia, która pozwala na 
stworzenie algorytmu komputerowego: 
1. w macierzy g ównej M zostanie dokonana 

modyfikacja polegaj ca na tym by w miejsce 
wielko ci  wprowadzi  wielko  1 (jeden) – 
powsta  macierz oznaczono przez A; 

2. nale y skonstruowa  inn  macierz (tu oznaczon  
B), która powstaje z macierzy A przez 
wykre lenie ostatniego wiersza i ostatniej 
kolumny, jest to wi c macierz opisuj ca problem 
w asny belki bez uszkodzenia; 

3. przy takich oznaczeniach poszukiwany 
wyznacznik g ówny jest równy: 

  )det()det()det( BBAgW  (16) 

równanie to atwo wyprowadzi  rozwijaj c go 
wzgl dem ostatniej kolumny. 

4. nale y, zgodnie z metod  Cramera, 
skonstruowa  5 macierzy, w których kolejne 
kolumny macierzy A zostan  zast pione kolumn  
wyrazów wolnych W. Tak wyznaczone macierze 
oznaczono Ci gdzie i = 1,2,3,4,5 oznacza numer 
zast pionej kolumny (C1 – ma posta  macierzy A 
w której 1-sz  kolumn  zast piono wektorem 
wymusze  W). 

5. podobnie jak w punkcie 2 nale y skonstruowa  
z macierzy Ci macierze Di, które powstaj  
z odpowiadaj cych sobie macierzy Ci przez 
wykre lenie ostatniego wiersza i ostatniej 
kolumny, 

6. odpowiednie wyznaczniki konieczne do 
wyznaczenia sta ych z wektora CS wynosz  
w takim przypadku: 

WP =  (detC1 + detD1) – detD1; 
WQ =  (detC2 + detD2) – detD2; 
WR =  (detC3 + detD3) – detD3; 
WS =  (detC4 + detD4) – detD4; 

WX’’ = detC5 
dla uproszczenia oznacze  oznaczono: 

L1 = detA + L2; L2 = detB; 
L3 = detC1 + L4; L4 = detD1; 
L5 = detC2 + L4; L4 = detD2; 
L7 = detC3 + L4; L4 = detD3; 

L9 = detC4 + L10;   L10 = detD4; 
L11 = detC5;      

7. sta e ca kowania wyznaczy  mo na z zale no ci 
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Po wyznaczaniu sta ych ca kowania nale y 
skonstruowa  identyfikacyjny model odwrotny tzn. 
model, z którego da si  wyznaczy  poszukiwan  
podatno   maj c wyznaczon  (zmierzon ) 
amplitud  drga  w punkcie pomiarowym  x = c. 
8. dla ka dego lx p ,0  podatno   wyznaczy  

mo na z zale no ci: 

 
HN

P

LZL

ZL

1

2

L

L
 (17) 

gdzie: 
ccccL p cosLsinLsinhLcoshL 4864

ccccLN cosLsinLsinhLcoshL 9753

),()(sin)(sinh
2

L11
pppH xcHxcxcL  

),()](sin)([sinh
2

)(
3

fff xcHxcxc

EI

F
cPOMZ

 

POM( c) – jest zmierzon  wielko ci  amplitudy 

drga  w punkcie o wspó rz dnej x = c. 

Podobnie jak przy identyfikacji z cz sto ci drga  

w asnych ka dy pomiar (w jednym punkcie) 

pozwala na wykre lenie krzywej podatno ci  

w funkcji po o enia p kni cia xp, dla których 

amplituda drga  w punkcie o wspó rz dnej x = c 

b dzie wynosi  POM( c) ( X(c) = POM( c) ). 

Dlatego te  punkt 8 algorytmu nale y powtórzy  

dla ka dego z pomiarów. Na przeci ciu krzywych 

wyznaczonych dla dwu pomiarów identyfikacyj-

nych (ró ne punkty pomiarowe lub ró ne wymu-

szenia) le  poszukiwane parametry p kni cia. 

Dla belki pokazanej na rysunku 7 wyznaczono 

(przy u yciu MES) wielko ci amplitud drga  

wymuszonych si  o amplitudzie F  = 100 N, 

cz sto ci w = 300 rad/s, przy o  na ko cu belki 

xf = l. Do identyfikacji p kni cia wybrano 

amplitud  drga  belki w dwu punktach x = l, 

x = 0.085 m. Modelowane parametry p kni  

wybrano takie same jak w punkcie 3.2 (tabela 2). 

Wyniki identyfikacji zebrano w tabeli 6. 

Tabela 6. Wyniki identyfikacji p kni cia 

wariant model   

MES 

identyfi-

kowane 

b d 

wzgl dny 

xp = 10 xp = 9.37 6.3 % 
,,1” 

a = 0.2 h a = 0.177 h 11.5 % 

xp = 10 xp = 9.68 3.2 % 
,,2” 

a = 0.3 h a = 0.278 h 7.3 % 

xp = 30 xp = 28.4 5.3 % 
,,3” 

a = 0.2 h a = 0.173 h 13.5 % 

,,4” xp = 30 xp = 28.3 5.7 % 

 a = 0.3 h a = 0.273 h 9.0 % 

xp = 50 xp = 50.1 0.2 % 
,,5” 

a = 0.2 h a = 0.202 h 1.0 % 

xp = 50 xp = 52.7 5.4 % 
,,6” 

a = 0.3 h a = 0.341 h 13.7 % 

xp = 70 xp = 75.6 8.0 % 
,,7” 

a = 0.2 h a = 0.172 h 14.0 % 

xp = 70 xp = 78.8 12.6 % 
,,8” 

a = 0.3 h a = 0.337 h 12.3 % 

 

 

Do pomiarów identyfikacyjnych mo na 

równie , podobnie jak przy pomiarach cz sto ci, 

do czy  pomiary dla uk adu zmodyfikowanego 

przez dodanie masy skupionej. 

Ka de dwie wielko ci zmierzonych amplitud 

drga  mog  pos u y  do wyznaczenia krzywych 

podatno ci w funkcji po o enia p kni cia, na 

przeci ciu, których le  poszukiwane parametry 

(po o enie i g boko ) p kni cia. 

Po wyznaczeniu parametrów uszkodzenia dla 

ró nych wielko ci amplitud mo na podda  je 

obróbce statystycznej (np. u rednianiu), dzi ki 

czemu mo na zminimalizowa  wp yw niepewno ci 

pomiarów amplitudy drga  oraz po o enia punktu 

pomiarowego. 

 

 

5. PODSUMOWANIE 

 

W uk adach konstrukcyjnych, których modelem 

fizycznym jest belka prostoliniowa, mo liwa jest 

identyfikacja parametrów p kni cia. Jako wielko ci 

konieczne do identyfikacji wykorzystano cz sto ci 

drga  w asnych i amplitudy drga  wymuszonych. 

Ka dy pomiar (cz sto ci czy amplitudy drga  

wymuszonych) pozwala na wyznaczenie krzywej 

podatno ci spr yny modeluj cej p kni cie 

w funkcji jego po o enia. 

Dla ka dej pary parametrów ( , xp) le cych na 

krzywej spe niony jest warunek identyfikacji, czyli 

cz sto  drga  w asnych wynosi tyle co cz sto  

zmierzona (dla identyfikacji z cz sto ci) lub 

amplituda drga  w wybranym punkcie jest równa 

wielko ci zmierzonej (identyfikacja z amplitudy).  

W punkcie wspólnym dla dwu dowolnych 

krzywych le  poszukiwane parametry p kni cia, 

st d wynika, e dla np. pi ciu dowolnych 

pomiarów identyfikacyjnych otrzymuje si  dziesi  

par krzywych, z których po obróbce statystycznej 

mo na wyznaczy  poszukiwane parametry 

p kni cia. 

W ka dym przypadku identyfikacji dok adno  

wyznaczenia parametrów p kni cia zale y od 

dok adno ci (niepewno ci) pomiaru. Otrzyma  

mo na wtedy jedynie pewne obszary, w których 

zawieraj  si  poszukiwane parametry p kni cia. 

W przypadku identyfikacji z amplitud drga  

wymuszonych na jej wynik ma wp yw zarówno 

niepewno  wyznaczenia amplitudy drga  jak 
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i wspó rz dnej, w której jest ona mierzona. 
Znacznie mniejsze obszary, w których zawieraj  si  
poszukiwane parametry p kni cia otrzymuje si  
w przypadkach pomiarów amplitud przy ró nych 
wymuszeniach lub dla uk adu zmodyfikowanego 
(np. poprzez dodanie masy skupionej) ni  przy 
pomiarach amplitud w dwu ró nych punktach przy 
jednym wymuszeniu. 
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