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Streszczenie

Praca dotyczy problemu identyfikacji parametrow (lokalizacji i glebokos$ci) poprzecznego
peknigcia, w uktadach, ktérych modelem jest belka prostoliniowa. Jako wielkos$ci wejsciowe
procesu identyfikacji wybrano czgstosci gigtnych drgan wiasnych i (lub) amplitudy poprzecznych
drgan wymuszonych monoharmonicznie. Dla tych wielkosci skonstruowany zostal model
odwrotny belki z pgknigciem, pozwalajacy na wyznaczenie parametrow peknigcia belki o
dowolnych (znanych) warunkach brzegowych. Podany zostal réwniez algorytm identyfikacji
peknigcia na podstawie modelu odwrotnego.

Stowa kluczowe: drgania, peknigcie, identyfikacja, modele odwrotne

IDENTIFICATION OF CRACK IN BEAMS
WITH WELL-KNOWN BOUNDARY CONDITIONS

Summary
This paper deals with detection of the location and size of a transverse crack in beam like
structure. An input quantity for identification a natural frequencies and (or) an amplitude of forced
vibrations was chosen. For this quantity the inverse beam model was created. Identification
algorithm based on this model was proposed.

Keywords: vibration, crack, identification, inverse models
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1. WSTEP
Uktady konstrukcyjne poddane dziataniu
dynamicznemu moga ulega¢ uszkodzeniom.

W przypadkach duzych uktadow strukturalnych
(mostéw, wiez wiertniczych itp.), czy obudo-
wanych waltow maszyn wirujacych, typowe metody
nieinwazyjne oceny stanu konstrukcji zwiazane np.
z wykorzystaniem fal powierzchniowych, efektu
Barkhausena, czy oparte na pomiarze zmian
strumienia magnetycznego opisane w [4], staja si¢
mato uzyteczne. Stalo si¢ to powodem poszukiwan
wplywu peknigcia na parametry charakterystyk
dynamicznych obiektow. Przegladowe prace [3]
i [7] zawieraja razem ponad 450 pozycji literatury
dotyczacych tego zagadnienia.

Wigkszo$¢ cytowanych tam prac dotyczy
wplywu pegknigcia o znanych parametrach na
czgstosci drgan wilasnych, zmiany postaci drgan
wlasnych, czy amplitude drgan wymuszonych
belek. Zwiazane z tym metody identyfikacji
polegaja na odczytywaniu z tych charakterystyk,
tzw. nomogramoéw glebokosci i miejsca peknigcia.
Nomogramy te wyznaczone zostaly dla roznych
(okreslonych) warunkow brzegowych i mozna z ich
wykorzystaniem okresli¢ parametry peknigcia na
podstawie zmierzonych czesto$ci drgan wiasnych,

o ile warunki brzegowe analizowanej belki odpo-
wiadaja belce, dla ktorej zostal wyznaczony
nomogram.

Niniejsza praca dotyczy identyfikacji para-
metrow peknigecia (lokalizacja 1 glgbokos¢) na
podstawie pomiaréw drgan. Jako wielkosci
wejsciowe procesu identyfikacji wybrane zostaty
czgstosci drgan wiasnych lub amplituda drgan
wymuszonych. Wybor tych wielko$ci wiaze sig
z tatwym ich pomiarem. Pominig¢to za$ trudne do
zmierzenia postaci drgan wiasnych.

W celu wyznaczenia parametréw peknigeia
skonstruowany zostal model odwrotny dla belki
o dowolnych, cho¢ znanych warunkach brzego-
wych. Podobne zagadnienie opisane zostato
w pracy [14], tyle tylko, ze opisana tam identyfika-
cja dotyczy jedynie miejsca pegknigcia w belce
swobodnie podparte;j.

Z modelu odwrotnego korzystaja rowniez
autorzy pracy [13]. Opisany tam sposob identy-
fikacji polega, podobnie jak w niniejszej pracy, na
wyznaczeniu poszukiwanych parametréw z warun-
ku zerowania si¢ wyznacznika macierzy gldwnej
opisujacej warunki brzegowe (moga by¢ dowolne)
skojarzone z rozwazanym problemem poczatkowo
— brzegowym. W przypadkach obu prac autorzy
korzystaja z pewnych wlasno$ci wyznacznikow.
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W pracy [13] z mozliwo$ci przedstawienia wyzna-
cznika w postaci odpowiedniej sumy innych
wyznacznikow, w niniejszej, za$ pracy z wlasnosci
rozwini¢cia wyznacznika wzgledem dowolnej
kolumny. Opisana przez autora metoda wydaje si¢
by¢ znacznie prostsza ze wzgledu na tatwos¢
algorytmizacji — w pracy podany zostat algorytm
obliczen stuzacych identyfikacji parametrow
peknigcia.

Obok identyfikacji z wykorzystaniem modelu
analitycznego wielu autoréw dokonuje roéwniez
identyfikacji pgknigcia w oparciu o model
komputerowy MES [9, 10, 13, 19].

Rozw6j metod komputerowych przyczynit si¢
do powstania nowych, lub zastosowania znanych
wczesniej metod identyfikacji np. opartych na
algorytmach genetycznych [6], transformacie
falkowej [17, 18], sieciach neuronowych [11], czy
metodach probabilistycznych [1].

2. OPIS PROBLEMU

Rozpatrywany w pracy problem opisany zostat
modelem belki Bernoulli-Eulera, bez
uwzglednienia efektu zamykania si¢ szczeliny

podczas drgan, co schematycznie pokazano na rys.1
a

)%_

Xp

/

Rys. 1. Model rozpatrywanej belki

Przedmiotem  pracy jest  poszukiwanie
glebokosci peknigcia a i jego potozenia x, belki
pokazanej na rys.1. W rozwazaniach przyj¢to belke
o stalym przekroju poprzecznym A=bxh oraz
momencie bezwladnosci przekroju [I. Zalozono
rowniez statlo§¢ wlasnosci materialowych na
dhugosci belki tzn. modutu Younga E oraz gestosci
materiatu p. Peknigcie zostalo zamodelowane jako
sprezyna, ktorej podatno$¢ wzgledna 6 (podatnosé
wzgledna 6@[rad m] jest iloczynem podatno$ci
sprezyny c [rad/Nm] i sztywnosci gigtnej belki
EI [Nmz]) wiaze ze soba moment gnacy
w przekroju o wspotrzednej x = x, oraz katy obrotu
z prawej 1 lewej strony przekroju, w ktérym
wystepuje peknigcie, czyli:

y'(x;,l)—y'(x;,t)=c-EI-y"(xp,t)
lub
Y-y 05,0 =0-"(x,.0 (1)

Taki sposob opisu belki z peknigciem pochodzi
z pracy [16], gdzie z =zalezno$ci, znanych
z mechaniki pekania, wiazacych energi¢
potencjalna odksztalcenia ze wspolczynnikiem
intensywno$ci naprgzen [15], i po skorzystaniu
z twierdzenia Castigliano wyznacza si¢ lokalna
podatnos¢ 6. Réwnanie wigzace ze soba podatnosé
sprezyny i glgboko$¢ peknigeia - @ ma postac:

0=6-7-hy* f(y) (@)
gdzie: y=alh,

=0.6384—1.035-7+3.7201- 72 +
S 4 4 3

3 4 5 6 ( )
—5.1773-y° +7.553-y" =7.332- > +2.4909 -y
Rownanie drgan wiasnych belki z pgknigeiem w
klasie funkcji uogolnionych po rozdzieleniu
zmiennych w postaci y(x,7) = X(x)-T(¢) mozna
zapisac:
XY -2X=0-X"(x,)-6"(x,x,) 4)
rozwiazaniem réwnania (4) jest funkcja:
0
Xx)=X,(x)+—X"(x,)-
(x) o()z/1 (x,) )
‘[sinh A(x—x,)+sin A(x—x,)]H(x,x,)
gdzie:
-6(x,x,) - funkcja delta Diraca w punkcie x = x,,,
-H(x,x,) - funkcja Heavisaide’a (skoku jedno-
stkowego) w punkcie x = x,,,
-A=w’pAl EI,
- X, = Pcosh Ax + Osinh Ax + R cos Ax + § sin Ax
jest rozwiazaniem drgan belki jednorodne;.
Pochodna funkcji (5) jest funkcja:

X@=Xp 0+ 5 X°(x, ) "
‘[eosh A(x—x,)+cos A(x—x,)]H(x,x,)

Jak tatwo zauwazy¢ po wyznaczeniu z réwnania
(6) wielkosci X'(x,)=Xg(x,)+6-X"(x,)
i X'(x,)=X;(x,) otrzymuje sig zaleznos¢ (1).

State P,O,R, S zaleza od warunkow brzegowych
skojarzonych z rozwazanym problemem.

3.IDENTYFIKACJA  PEKNIECIA  NA
PODSTAWIE  CZESTOSCI  DRGAN
WLASNYCH

Wyznaczajac standardowo czgstosci  drgan
wlasnych, z warunkow  brzegowych  belki
otrzymuje si¢ cztery rownania algebraiczne do
wyznaczenia statych P, O, R, S. Otrzymany w ten
sposob jednorodny uktad rownan, ma nietrywialne
rozwiazanie tylko w przypadku, gdy wyznacznik
macierzy gtéwnej jest rowny zero. Z tego warunku
wyznacza si¢ wartosci wlasne A.

Wykorzystujac powyzej opisany model belki
z peknigciem mozna rozwigza¢ problem odwrotny,
czyli wyznaczy¢ miejsce x, i glgbokos¢ a peknigeia
z wykorzystaniem wyznaczonych dla
rzeczywistego obiektu czgstosci drgan wlasnych.
Dla wyznaczonych czgstosci nalezy wyliczy¢
wielko$ci A, po czym wyznaczy¢ x,, i 6, dla ktorych
zeruje si¢ wyznacznik macierzy gtéwnej, (po czym
glebokos¢ a liczona jest z zalezno$ci (2)).
Oczywiscie dla kazdej czgstosci otrzymuje sig¢ w
ten sposob funkcj¢ jednej zmiennej (model
odwrotny  jest niejednoznaczny), wigc do
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identyfikacji potrzebne sa przynajmniej dwie
czgstosei drgan wihasnych. Innymi stowy taka sama
czesto$¢ drgan wlasnych ma belka z ,,duzym”
peknigciem w jednym z przekrojow belki, jak i
belka z ,,matym” peknigciem w innym przekroju.
Punkt przecigcia krzywych 6 w funkcji x, dla dwu
réznych  czgstosci  wyznacza  poszukiwane
parametry  pe¢knigcia.  Sposdb  postgpowania
pokazany zostanie na przyktadach

3.1. Belka swobodnie podarta

W  przypadku belki swobodnie podpartej
warunki  brzegowe maja postaé: X (0)=0
X"(0)=0, co prowadzi do wniosku, ze P =R =0
co obniza rzad macierzy gtownej. Wykorzystane to
zostalo w pracy [14] gdzie, na podstawie zmiany
dwu pierwszych czgstosci drgan wlasnych belki
z peknigciem w stosunku do czgstosci drgan belki
bez peknigcia, identyfikowane jest tylko potozenie
peknigcia.

Pozostale  réwnania  opisujace  warunki
brzegowe X(I)=0i X"(/)=0zapisane zostang

W postaci macierzowej:

sinh 4,/ sin A,/ a; 0 0
sinh A,/ —sinA,/ a,, || S =0
sinh ,x, —sindx, —1/4||X"(x,)| [0

gdzie:
0 . .
a, =g-[smh A(=x,)+sin 2,(I-x,)]

i

ay, =2 [sinh A,(I-x,)=sin 4,(I—x,)]
24,
A =w,; pAl EI
w; =2-m-f; - jest i-ta wyznaczona czgsto$cia
drgan wilasnych.
f; - jesti-ta czgstotliwoscig drgan wlasnych.

Na rysunku 2 i 3 przedstawione zostaly krzywe
0 w funkcji x, dla dwu pierwszych czestosci drgan
wlasnych belki swobodnie podpartej z dwoma
r6znymi pegknigciami (,,crack 171 ,,crack 27).

Dane zaczerpnigto z pracy [14] dlugos¢ belki
/=0.1 m, wysoko$¢ & = 0.0016 m, szeroko$¢ b = h,
p=7960 kg/m* oraz E =2.1-10" Pa.

Wyznaczone czgstotliwosci (z analizy MES) dla
belki z peknigciem ,crack 17 wynosza
f1=370.31 Hz i f,=1475.36 Hz.

Na rysunku 2 linia ciagla oznaczono krzywa
uzyskana dla czgstotliwosci f; linig przerywana dla
fr. Ze wzgledu na symetrie uktadu krzywe te
przecinaja si¢ w dwu punktach o wspotrzednych
X,;=0.0296 m i x,,=0.0704 m - okreSlenie, po
ktérej stronie $rodka belki znajduje si¢ peknigcie
nalezy przeprowadzi¢ innymi metodami.

Obu wielkosciom x, odpowiada natomiast ta

sama warto$¢ podatnosci @ =1.5704-107 [rad m)],
ktéra odpowiada glebokosci peknigeia (z roéwnania

(2)) a=0303-h.  Porébwnanie  wielkosci
zidentyfikowanych i modelowanych w analizie
MES dla przypadkéw: ,crack 1”7 i ,crack 2”
zebrano w tab.1

x10°

0.5F

00 0.61 0.62 0.63 0.64 0.65 0.66 0.67 0.68 0.69 0.1
x,[m]
Rys.2. Przebieg zmiany podatnosci 6
w funkcji lokalizacji peknigcia x, dla
belki ,,crack 17

Dla pegknigcia opisanego jako ,crack 2”
wyznaczone z analizy MES czgstotliwo$ci wynosza
f1=371.93 Hzi f,=1481.52 Hz

9 3

[rad -m)
254

0 061 0.b2 0.b3 0.64 0.65 0.66 0.67 0.68 0.69 0.1
x,[m]
Rys.3. Przebieg zmiany podatnosci 6
w funkcji lokalizacji peknigcia x, dla
belki ,,crack 2”

Na rysunku 3 podobnie jak na rysunku 2 linia
ciagla  oznaczono  krzywa  uzyskana dla
czestotliwosci  f; linia przerywana dla f,. Ze
wzgledu na symetri¢ uktadu krzywe te przecinaja
si¢ w dwu punktach o wspolrzednych
X, =0.0191 m i x,,=10.0809 m. Obu wielko$ciom
x, odpowiada natomiast ta sama warto§¢ podatnosci

#=6.97-10"*, ktéra odpowiada gtebokosci
peknigcia (z rownania (2)) a =0.205-% .

Tabela 1. Wyniki identyfikacji pgknigcia

Crack model identyfi- btad
MES [14] kowane wzgledn
y
1 %= 70mm x,=70.4 0.6 %
” a=03h a=0.303h 1.0 %
o | X 80mm x,=80.9 1.25%
” a=02h a=0.205h 2.5%
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Tak dobre wyniki mozna uzyskaé¢ jedynie
w przypadku bardzo doktadnego wyznaczenia
czestosei drgan wiasnych. W zwiazku z tym
ponizej wyznaczono przebiegi podatno$ci @
w funkcji lokalizacji peknigcia x, dla czgstosci
drgan wilasnych z uwzglednieniem niepewnosci
pomiaru. Bledy o, 1 I, czgstoSci wyznaczono
z porownania czgstosci drgan wiasnych belki bez
peknigeia modelowanej w MES @,z 1 czgstosci

uzyskanej dla modelu analitycznego @;_ .
o, = |a)0i—MES = @i tnat || Poi tnat (7
Na rysunku 4 pokazano przebieg
poszukiwanych krzywych dla czterech czgstotli-
wosci f, 0, 1 f, £, dla przypadku ,crack 2”
w poblizu lokalizacji peknigcia x, = 80mm

x10*

2 1 1 1 1 1 1
0.072 0.074 0.076 0.078 0.08 0.082 0.084

x, ]

Rys. 4. Przebieg zmiany podatnosci 6
w funkcji x, dla czestosci ,,wyznaczo-
nych” z btedem

Liniami ciagltymi 0znaczono krzywe
wyznaczone dla f; £¢, liniami przerywanymi dla
f, £0,. Identyfikowane wielko$ci potozenia
peknigcia i jego glebokosci zawierajq si¢ w czgsci
wspolnej  wngtrz  obszard6w  ograniczonych
krzywymi wyznaczonymi dla f; £, (linie ciagle)
i dla f,+06, (linie przerywane). Obszar ten
okresla lokalizacje pgknigcia w  przedziale
x,€(75-83)mm i  gigbokos¢  peknigcia
a<(0.15-0.26)-2 (modelowane parametry to
x,=80mm ia=0.2 h). W rozwazanym przyktadzie
czgstoScl @,z Zaczerpnigto rowniez z pracy
[14], a wyznaczone z zaleznosci (7) wielkosci
bledéw wynosza 5, =5.9-10" oraz &, =2.6-10".
Wielko$ci  f; £0, roznia si¢ zatem, zaledwie
00.5Hz (f,£0, o 7.7 Hz), z czego wynika, ze

doktadnos¢ proponowanej metody identyfikacji
zalezy istotnie od dokladno$ci wyznaczenia
(pomiaru) czgstosci drgan wlasnych.

3.2. Belka wspornikowa

W  przypadku belki wspornikowej funkcja
opisana rownaniem (5) i jej pochodne musza
spetnia¢ warunki brzegowe: X(0)=0, X'(0)=0,
X"(1)=0 oraz X"(I)=0.

Postgpujac analogicznie jak w przyktadzie
poprzednim, wielkosci 6 i x, wyznacza sig
z warunku zerowania si¢ wyznacznika macierzy
glownej dla kazdej z wyznaczonych czgstosci drgan
wlasnych. W przypadku belki wspornikowej
macierz gtdéwna ma postac:

o1 0 1 0 0

0 1 0 1 0
coshAl/ sinhAl —cosAl —sinAl ay
sinhA4/ coshAl sinAl —cosAl a,

coshZx, sinhAx, cosdx, sindx, —

gdzi_e:
. :i.[sinhgi(z_xp)—sin/”t,.(l—xp)]
Y

i

» :%-[coshli(l—xp)—cosli(l—xp)]

Do rozwiazania tego problemu zaproponowana
zostanie nastgpujaca metodologia, ktdra pozwala na
stworzenie algorytmu komputerowego:

1. w macierzy glownej nalezy dokonac
modyfikacji polegajacej na tym, ze w miejsce
wielkosci @ nalezy wprowadzi¢ wielko$¢ 1
(jeden) — powstata macierz oznaczono przez A;

2. nalezy skonstruowa¢ inna macierz (tu
oznaczong B), ktora powstaje z macierzy A
przez  wykreslenie  ostatniego  wiersza
iostatniej kolumny, jest to wigc macierz
opisujaca  problem  wilasny belki bez
uszkodzenia;

3. przy takich oznaczeniach  poszukiwane
roéwnanie wyznacznikowe zapisa¢ mozna:

6-(det(A) + det(B))—det(B) = 0 )
rownanie to tatwo wyprowadzi¢ rozwijajac
wyznacznik macierzy gtownej wzgledem ostatniej
kolumny. Z réwnania (8) po przeksztalceniach
mozna wyznaczy¢ podatnos¢ € dla kazdego

x, € (O, l) (tylko macierz A zmienia si¢ w funkcji

Xp):
4, 0 = det(B) /(det(A) + det(B)) )

Czgstosci drgan wlasnych wspornika, konieczne
do identyfikacji wyznaczone zostaty przez autora z
analizy MES. Dane geometryczne i materialowe do
analizy przyjgto takie same jak belki swobodnie
podpartej. Rozpatrzono 8 réznych wariantow
parametrow  peknigecia.  Wielkosci te  oraz
wyznaczone dla nich czgstotliwosci  drgan
wlasnych zebrano w tabeli 2 (wszystkie wielkosci
potozenia peknigcia x, podane sa w mm).

Proces identyfikacji przeprowadzono w ten
sposob, ze dla kazdej czgstosci drgan wilasnych
wyznaczono wg rownania (9) przebiegi zmiany
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podatnosci € w funkcji lokalizacji peknigcia x,,.
Wspodtrzedne  punktow  przecigeia  krzywych,
wyznaczonych dla obu czgstosci, w kazdym
z przypadkow sg poszukiwanymi wielkosciami €
ix, Wielko$¢ glebokosci peknigeia wyznaczono
z zaleznoSci (2).

Wiyniki identyfikacji zebrano w tabeli 3.

Tabela 2. Czgstotliwo$ci drgan wlasnych
belki wspornikowej z pgknigciem

wa- | wielkosci | czestotliwo$ci drgan wlasnych

riant | pgknigcia [Hz]

RE axi:o.lzoh £=13241 | f,=834.07

2 axi=().130h £,=131.07 | f,=830.57

3 %230 1 e 43304 | 1, =835.45

” a=02h

4 =30 1 e 43044 | £,=83420
a=03h :

L EB=0 b e 43340 | £,=83232
a=02h

60 =0 b e 43337 | £,=827.33
a=023h

T axi:().720h £,=133.57 | f,=834.18

8 =70 e 13356 | £,=832.46
a=03h

Tabela 3. Wyniki identyfikacji peknigcia

wariant model identyfi- btad
MES kowane wzgledny
1 x,=10 x,=8.94 10.6 %
” a=02h a=0.189 h 55%
2 x,=10 x,= 8091 10.9 %
” a=03h a=0274h 8.7%
3 x,=30 x,=32.2 73 %
7 a=02h a=0.208 h 4.0 %
47 x,=30 x,=31.6 53 %
” a=03h a=0.283h 5.7 %
5 x,=50 x,=49.3 1.4 %
” a=02h a=0.189 h 55%
6" x,=50 x,=53.6 72 %
” a=03h a=0.264h 12.0 %
7 x,=70 x,=74.1 5.9 %
” a=02h a=024h 20.0 %
g” x,=70 x,=77.6 10.9 %
” a=03h a=0355h 18.3 %

Na rysunku 5 pokazany zostat przebieg krzywej
podatnosci @ w funkcji lokalizacji peknigcia x,, dla
wariantu  , 4”7, z uwzglednieniem  blgdow
wyznaczania czgstosci. Zatozono tu, ze blad
wyznaczenia kazdej czgstosci drgan wilasnych jest
identyczny z popelianym przy wyznaczaniu tej
czgstosei dla belki bez peknigceia jak to przedstawia
zaleznos$¢ (7). WielkoScia wzorcowa sa czestosci
wyznaczone analitycznie z jednowymiarowego

modelu  belki Eulera (zwanego  rowniez
technicznym réwnaniem drgan belki).

Podobnie jak poprzednio liniami ciagtymi
oznaczono krzywe wyznaczone dla f; £ 0,, liniami
przerywanymi dla  f, £J,. Identyfikowane
wielko$ci miejsca pegknigeia 1 jego glebokosci
zawieraja si¢ w czg$ci wspdlnej wnetrz obszarow
ograniczonych takimi samymi liniami Obszar ten
zawiera lokalizacje pegknigcia dla wariantu ,4”
w przedziale x, €(27.1-40.4) mm i glebokos¢

ae(0.22-0.378)-h
parametry to x,= 30mmia = 0.3 ).

x 10°
5 -

peknigcia (modelowane

O sl
[md»ml’

3.5F
3k
251
20
1.51

1L

0.5F

0(.)026 0.(;28 0.b3 0.[;32 0.[;34 0.636 0.638 O.‘O4 0.642 0.044
x,[m]
Rys. 5. Przebieg zmiany podatnosci
w funkcji x, dla czestosci wyznaczo-
nych z blgdem (wariant ,,4”)

Kolejnym problemem wptywajacym na niepew-
no$¢ identyfikacji jest nieuwzgledniane w analizo-
wanych modelach (analitycznych i obliczanych za
pomoca MES), a istnicjace w rzeczywistosci
tlhumienie. Latwo udowodni¢, iz wspotczynnik
tltumienia wewngtrznego (sita thumienia jest
proporcjonalna do predkosci odksztatcen), rosnie
z kwadratem czgstosci 1 co za tym idzie, jego
wplyw na mierzone czgstosci wilasne jest tym
wigkszy im wyzsza czgsto§¢ chcemy zmierzy¢. Jest
to podobne zjawisko do zjawiska przesuwania sig
amplitudy maksymalnej na  charakterystyce
amplitudowo  —  czgstotliwosciowej  uktadu
drgajacego o  jednym  stopniu  swobody
z thumieniem.

Wynika z tego, ze aby zminimalizowa¢ wptyw
tlumienia na wyniki identyfikacji najlepiej bytoby
mierzy¢ jedynie pierwsza czgstos¢ drgan wiasnych.
Niestety dla kazdej czgstosci drgan wilasnych, tak
jak to opisano na poczatku pracy, zidentyfikowac
mozna jedynie zbior par (61 x,).

Problem ten (wyznaczanie jedynie pierwszej
czgstosci  drgan  wlasnych) autor proponuje
rozwigza¢ poprzez chwilowa zmiang struktury
uktadu np. poprzez dodanie znanej masy skupione;j
w okreslonym  przekroju 1 dla  takiego
zmodyfikowanego uktadu wyznaczy¢ krzywa
podatnosci @ w funkcji potozenia peknigcia x,.
Zidentyfikowane parametry peknigcia leza na
przecigeiu sig krzywych wyznaczonych
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z pierwszych czestosci drgan wiasnych i modelu
belki bez i z zaproponowana modyfikacja.

Opisany powyzej sposob identyfikacji pokazany
zostanie na przyktadzie.

3.3. Belka obustronne utwierdzona

W przypadku belki obustronnie utwierdzonej
wyznacznik macierzy gtéwnej ma postac:

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

coshAl  sinhAl  cosAl  sinAl  ay

sinhAl  coshAl —sinAl cosAl  a,

1

coshx%xp s1nh/1xp cosﬂxp smﬂxp —?

gdzie:
35:fi-mmxu—xﬂ+smﬁa—xn
Y]

ays =%-[coshﬂ(l—xp)+cos/1(l—xp)]

Parametry  pgknigcia  wyznaczy¢  mozna
postepujac wg wczesniej opisanego algorytmu
i rownania (9).

Roéwnanie drgan wilasnych ukladu z modyfika-
cja w postaci dotaczenia dodatkowej masy
skupionej m,; w przekroju o wspotrzednej x = x,
oraz z uwzglednieniem pgknigcia, po rozdzieleniu
zmiennych w postaci y(x,¢) = X(x)-7(¢), mozna
zapisac:

XY -2 X=p 2 X(x,)6(x,x,)+
+6-X"(x,)-0"(x,x,)

rozwiazaniem réwnania (10) jest funkcja (11):

(10)

X0 = X+ LX)
[sinh A(x —x,)—sin A(x—x,)]H(x,x,)+ (11
9 "
+ 2 X'(x,)

‘[sinh A(x—x,)+sin A(x—x,)]H (x,x,)
gdzie: pu=m,/pA, pozostale oznaczenia jak
wyzej.

W  takim przypadku nalezy wyznacznik
macierzy gtownej uzupehi¢ o kolumng zwiazana
z nieznang wielko$cia X(x,) oraz wiersz zalezno$ci
pomigdzy ta wielko$cia 1 stalymi catkowania P, Q,
R, S. Na warto§¢ wyznacznika nie wplywa zamiana
miejscami dwu dowolnych kolumn czy wierszy,
z czego wynika, ze dodatkowa kolumng i wiersz
mozna uwzgledni¢c w dowolnym miejscu. Jednak,
aby nie utraci¢ mozliwosci  skorzystania
z opisanego algorytmu nalezy dodatkowa kolumng
wpisac jako czwarta, podobnie jako czwarty wiersz
dodatkowy. W takim przypadku macierz oznaczona
poprzednio przez B, ktéra powstaje z macierzy A
przez wykreslenie ostatniego wiersza i ostatniej
kolumny, jest macierza opisujaca problem wilasny
belki z masa skupiona bez uszkodzenia.

Dodatkowa kolumna (zapisana jako czwarta)
ma w takim przypadku postac:
0

0

#; [sinh A(1 - x, )—sin Al -, )]

ﬂéﬂ [cosh A(I-x,,)—cos Al —x,,)]
-1
/12-1 [sinh ﬂ(xp -Xx, )—sin ﬂ(xl, -Xx, )] H(x X

p>Tm

Pierwsze czgstoSci drgan wilasnych uktadu
podstawowego i z modyfikacja potrzebne do
identyfikacji zostaly wyznaczone z modelu MES
i zebrane w tabeli 4. Dane materiatowe i geometry-
czne przyjeto jak dla belki rozwazanej
w poprzednim przyktadzie, przyjeta wielkos¢ masy
dodatkowej m, =0.5- p4, dolaczonej w punkcie
x;=0.07 m.

Tabela 4. Pierwsze czgstotliwosci drga
wlasnych peknigtej belki bez i z masa dodatkowa

wa- | wielkoSci czestotliwos$ci wlasne
riant | peknigcia bez my zZmy
RE axi:().lzoh £1=846.66 | f,=288.43
27 axg;oh £,=843.08 | f,=287.68
3 L %=30 1 _g4g 70 | f,=28881
” a=02h
A =30 1 e _ga751 | f,=288.64
a=03h |
50 =30 | _gead0 | f,=288.85
a=02h
L0 =30 e gar14 | £,=28781
a=034h
=0 e _gagr | £ =287.01
’ a=02h
8 =70 1 e _gars1 | f,=284.57
a=023h

Warianty ,,77 i1 ,,8” dotycza przypadku,
w ktorym mas¢ dodatkowa przylaczono w tym
samym przekroju, w ktorym modelowano
peknigcie.  Wyniki  identyfikacji  przekazano
w tabeli 5.

Dla wariantow ,3” 1 ,4” nie udalo si¢
zidentyfikowa¢ miejsca pegknigcia — krzywe
wyznaczone dla obu czgstosci nie przecinaja sig, co
pokazano na rys. 6.

W przypadku wyznaczenia czgsto$ci drgan
wlasnych  z modelu analitycznego (belki
z peknigciem o znanych parametrach)
iwyznaczeniu z nich krzywych podatnosci
w funkcji potozenia pgknigcia, krzywe te rowniez
nie przecinaja si¢, sa jedynie styczne do siebie
w punkcie o modelowanych parametrach pgknigcia.
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Tabela 5. Wyniki identyfikacji pgknigcia

przypa model identyfi- btad
dek MES kowane wzgledny
1 x,= 10 x,=10.2 2.0 %
” a=02h a=0213h 6.5%
2 x,= 10 x,=10.9 9.0 %
” a=03h a=0325h 8.3%
=130 - -
337 xp
” a=02h - -
=130 - -
4” xp
” a=03h - -
5 x,=50 x,=48.2 3.6 %
” a=02h a=0.19h 5.0%
6" x,=50 x,=53.8 7.6 %
” a=03h a=0.299h 0.33 %
7 x,=70 x,=68.8 1.7 %
i a=02h a=0.23h 15.0 %
g” x,=70 x,=69.6 0.6 %
” a=03h a=0333h 11.0 %
0
[rad -m),

0.08

0.06 -

0.04

0.02

o

-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

sl L L
0.02 0.022 0.024 0.026 0.028 0.03 0.032 0.034 0.036 0.038 0.04
x,[m]

Rys. 6. Krzywe podatnosci w funkcji
poltozenia peknigcia dla parametrow
opisanych jako wariant ,,4”

W celu wyznaczenia parametréw peknigeia dla
wariantow ,,3” 1 ,,4” przeprowadzono obliczenia
czestosei dla tej samej masy my,, ale dotaczonej
w punkcie x; = 0.04 m. Dla wariantu ,,3” czgstotli-
wo$¢ drgan wilasnych ukladu z masg dodatkowa
wynosi f;=239.18 Hz. Zidentyfikowane parametry
peknigcia wynosza: potozenie x, = 28.5 mm, glebo-
ko$¢ a=0.213 h. Dla wariantu ,,4” f;=239.20 Hz,
a parametry pekniecia to x,=32.4 mm i glebokos¢
a=20.279 h.

Powyzsze rozwazania wskazuja jednoznacznie
na konieczno$¢ wyznaczania przy pomiarach
identyfikacyjnych czgstosci dla kilku potozen masy
dodatkowej (lub kilku wielko$ci masy). Kazde
dwie wielkoSci czgstosci moga postuzyé do
wyznaczenia krzywych podatnosci w funkcji
polozenia peknigcia, na przecigciu ktoérych leza
poszukiwane parametry (potozenie i glgbokosc)
peknigcia.

Po wyznaczeniu parametréw uszkodzenia dla
roznych modyfikacji strukturalnych belki mozna
poddac je obrobce statystycznej (np. usrednianiu),
dzigki czemu mozna zminimalizowaé wplyw
niepewnosci pomiardw czgstosci drgan wilasnych.

4. IDENTYFIKACJA PEKNIECIA Z AMPLI-
TUDY DRGAN WYMUSZONYCH

Jako wielkos$ci identyfikacyjne obok czgstosci
drgan wlasnych wykorzysta¢ mozna amplitude
drgan wymuszonych mierzona w dowolnym
punkcie. Nalezy wymusi¢ drgania belki sita
skupiona o znanej amplitudzie i znanej czgstosci.

W przypadku belek, ktore ze wzgleddw techno-
logicznych obciazone sa dynamicznie sita, ktora
mozna traktowaé jako skupiona z jedna czgstoscia
drgan (np. drgania wywotane nie wywazona masa
wirujaca - maszyny wibracyjne), pomiary identyfi-
kacyjne mozna wykona¢ jako tzw. eksperyment
bierny. Pod tym poj¢ciem rozumiane sa pomiary
w normalnym stanie pracy, bez koniecznosci
przeprowadzania dodatkowych eksperymentow na
,.Wylaczonym” obiekcie.

Pomiary drgan wymuszonych stuzy¢é moga
rowniez do monitorowania pgknigcia — ewentual-
nego wzrostu jego glebokosci.

W przypadku drgan wymuszonych rownanie
drgan (4) nalezy uzupehi¢ o sktadnik pochodzacy
od sity przytozonej w punkcie o wspodlrzednej
x = x5, amplitudzie F i czgstosci w,:

XO-2'X=0-X"(x,)-6"(x,x,)+
—F-0(x,x,)

rozwiagzanie rownania (12) poszukiwane bgdzie
w klasie funkcji uogélnionych. Dzigki czemu
otrzymuje si¢ rozwigzanie w postaci skonczonej
w przeciwienstwie do metody klasycznej, gdzie
rozwiazanie otrzymuje si¢ w postaci nieskonczonej
sumy funkcji wlasnych.

Rozwigzaniem rownania (12) jest funkcja:

0 " .
X(X)—XO(X)WLHX (x,)

(12)

“[sinh A(x—x ) +sin A(x—x,)]H(x,x,)+
F
C2ELA
“[sinh A(x—x ) +sin A(x—x )]H (x,x )
gdzie teraz:
- A=w’pA/EI,
- X, = Pcosh Ax+ Qsinh Ax + R cos Ax + S sin Ax

Amplituda drgan wymuszonych w punkcie
pomiarowym o wspolrzednej x = ¢ jest rowna:

(13)

X(©)= Xy (@) + =2

2-4
-[sinhl(c—xp)+sin/'L(c—xp)]H(c,xp)+(14)
_—F .

2-EI-X

‘[sinh A(c—x,)—sin A(c—x,)]H(c,x,)
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gdzie:
X,(c) = Pcosh Ac+Qsinh Ac+ R cos Ac + S sin Ac

Stale calkowania P, O, R, S nalezy dobra¢ tak,
by funkcje (13) i (14) spetniaty warunki brzegowe.

Podobnie jak w przypadku identyfikacji opartej
na pomiarze czestosci drgan  wlasnych, do
identyfikacji konieczny jest pomiar amplitudy
drgan w dwu punktach (x=c¢; i x=c;) lub
w jednym punkcie, ale przy réznych
wymuszeniach.

Sposéb  postgpowania  przy identyfikacji
peknigcia, dla ktorego wielkosScia wejsciowa jest
amplituda drgan wymuszonych pokazany zostanie
na przyktadzie.

4.1. Belka wspornikowa

Model analizowanego uktadu pokazany jest na
rys. 7.

Xr

SANANAN
<

/

Rys. 7. Model belki wspornikowej
z peknigciem

Warunki brzegowe dla belki pokazanej na
rysunku 7 opisuja rownania: X(0)=0, X'(0)=0,
X"(l)=0 oraz X"(/)=0. Podobnie jak wczesniej
roOwnania te zostang zapisane W  postaci
macierzowe;j:

M-CS=W (15)
gdzie:
macierz M:
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0

coshAl sinhAl —cosAl —sinAl as
sinh Al coshA/ sinAl —cosAl a,
chix, shdx, cosdx, sindx, -1

gdzie:
0 . ;
a35 = ﬁ-[sll’lh l(l_xp)_sul ﬂ’(l_xp )]

s :%-[coshﬂ,(l—xp)—cosl(l—xp)]
wektor statych CS:
cs’=[p 0 R S X'(x,)]

a, wektor wymuszen W:

0
0
Tif [sinh 27— x,)—sin A1~ x,)]
F
T [cosh A(1 = x,) = cos (1 - x,)]
. EF[ = [sinh 2(x, —x,) +sin A(x, —x)|H(x,,x,)

W przypadku gdy czgstos¢ wymuszenia nie jest
zadng z czgstosci drgan wiasnych uktadu rzad
macierzy glownej jest rowny rzedowi macierzy
uzupelnionej, z czego wynika, ze uktad (15) mozna
rozwiazac korzystajac ze wzorow Cramera.

Do rozwiazania tego problemu zaproponowana
zostanie nastgpujaca metodologia, ktdra pozwala na
stworzenie algorytmu komputerowego:

1.w macierzy glownej M zostanie dokonana
modyfikacja polegajaca na tym by w miejsce
wielkosci @ wprowadzi¢ wielko$¢ 1 (jeden) —
powstata macierz oznaczono przez A;

2. nalezy skonstruowa¢ inng macierz (tu oznaczona
B), ktora powstaje z macierzy A przez
wykre$lenie ostatniego wiersza 1 ostatniej
kolumny, jest to wigc macierz opisujaca problem
wiasny belki bez uszkodzenia;

3.przy  takich  oznaczeniach  poszukiwany
wyznacznik gtowny jest rowny:

W, =0-(det(A) +det(B))—det(B)  (16)

roéwnanie to tatwo wyprowadzi¢ rozwijajac go
wzgledem ostatniej kolumny.

4.nalezy, zgodnie z  metoda  Cramera,
skonstruowa¢ 5 macierzy, w ktorych kolejne
kolumny macierzy A zostang zastapione kolumna
wyrazoéw wolnych W. Tak wyznaczone macierze
oznaczono C; gdzie i = 1,2,3,4,5 oznacza numer
zastagpionej kolumny (C; — ma posta¢ macierzy A
w ktorej 1-sza kolumng zastapiono wektorem
wymuszen W).

5. podobnie jak w punkcie 2 nalezy skonstruowaé
zmacierzy C; macierze D; ktore powstaja
z odpowiadajacych sobie macierzy C; przez
wykre$lenie  ostatniego wiersza 1 ostatniej
kolumny,

6. odpowiednie = wyznaczniki  konieczne  do
wyznaczenia statych z wektora CS wynosza
w takim przypadku:

Wp= 0 (detC, + detD,) — detDy;
WQ = H(detCZ + dCtDz) — detDz;
Wr = 0 (detC; + detDs) — detDs;
WS = H(detC4 + dCtD4) — detD4;
WX“ = detC5
dla uproszczenia oznaczen oznaczono:
L;=detA +L,; L,=detB;
L3 = detC1 + L4; L4 = detDl;
L5 = detCZ + L4, L4 = detDz,
L7 = detC3 + L4; L4 = detD3;
L9 = detC4 + LIO; L10 = dCtD4,
L] 1= detCS,
7. stale catkowania wyznaczy¢ mozna z zaleznosci
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W, _0-Li-L, Q:@:&LS—Lﬁ.
w, 6-L-L,’ w, 6-L-L,’
W, _0-L,-L, Wy _0-L,-L
w, 6-L,-L,’ w, 6-L,-L,’
X”(xp)sz” — Lll
W, 6-L-L,

Po wyznaczaniu statych catkowania nalezy
skonstruowa¢ identyfikacyjny model odwrotny tzn.
model, z ktorego da si¢ wyznaczy¢ poszukiwanag
podatnos¢ @ majac wyznaczona (zmierzona)
amplitudg drgan w punkcie pomiarowym x = c.

8. dla kazdego x, € (0, l) podatnos¢ 6 wyznaczy¢

mozna z zaleznosci:
L,-L,-Z
g=—-F "2 = (17)
L,-L,-Z+L,
gdzie:
L, =L, coshAc+L,sinh Ac+Lgsin Ac+L, cos Ac

Ly =L;coshAc+L;sinhAc+L, sinAc+L, cos Ac

L
Ly =5 [sinh A(c—x,)+sin A(c—x,)| H(c,x,)

Z:POM(C)+L~
2-El-2?

‘[sinh A(c—x,)—sin A(c—x,)]H(c,x /)

POM( c) —jest zmierzong wielkoscia amplitudy
drgan w punkcie o wspotrzednej x = c.

Podobnie jak przy identyfikacji z czgstosci drgan
wlasnych kazdy pomiar (w jednym punkcie)
pozwala na wykreslenie krzywej podatnosci €
w funkcji potozenia peknigcia x,, dla ktorych
amplituda drgan w punkcie o wspotrzednej x =c
bedzie wynosi¢ POM( c) ( X(c) =POM( c)).

Dlatego tez punkt 8 algorytmu nalezy powtdrzy¢
dla kazdego z pomiaréow. Na przecigciu krzywych
wyznaczonych dla dwu pomiaréw identyfikacyj-
nych (rézne punkty pomiarowe lub rézne wymu-
szenia) leza poszukiwane parametry pgknigcia.

Dla belki pokazanej na rysunku 7 wyznaczono
(przy uzyciu MES) wielkosci amplitud drgan
wymuszonych sita o amplitudzie F =100 N,
czestosei @, = 300 rad/s, przyloza na koncu belki
x;=1 Do identyfikacji peknigcia wybrano
amplitud¢ drgan belki w dwu punktach x =1,
x=0.085m. Modelowane parametry peknigé
wybrano takie same jak w punkcie 3.2 (tabela 2).
Wyniki identyfikacji zebrano w tabeli 6.

Tabela 6. Wyniki identyfikacji peknigcia

a=03h a=0273h 9.0 %

5 x,=50 x,=50.1 0.2 %
” a=02h a=0.202h 1.0 %
6" x,=50 x,=52.7 54 %
” a=03h a=0.341h 13.7%
7 x,=70 x,=75.6 8.0%
i a=02h a=0.172 h 14.0 %
g” x,=70 x,=78.8 12.6 %
” a=03h a=0337h 123 %

wariant model identyfi- btad
MES kowane wzgledny
1 x,=10 x,=9.37 6.3 %
” a=02h a=0.177h 11.5 %
2 x,=10 x,=9.68 32 %
” a=03h a=0278h 7.3 %
3 x,=30 x,=284 53 %
” a=02h a=0.173h 13.5%
4" x,=30 x,=28.3 57 %

Do pomiaréw identyfikacyjnych  mozna
rowniez, podobnie jak przy pomiarach czgstosci,
dotaczy¢ pomiary dla uktadu zmodyfikowanego
przez dodanie masy skupione;.

Kazde dwie wielkosci zmierzonych amplitud
drgan moga postuzy¢ do wyznaczenia krzywych
podatnosci w funkcji potozenia peknigcia, na
przecigciu, ktorych leza poszukiwane parametry
(potozenie i glgbokos¢) peknigceia.

Po wyznaczeniu parametrow uszkodzenia dla
réznych wielko$ci amplitud mozna poddaé je
obrébce statystycznej (np. usrednianiu), dzigki
czemu mozna zminimalizowa¢ wptyw niepewnosci
pomiarow amplitudy drgan oraz potozenia punktu
pomiarowego.

5. PODSUMOWANIE

W uktadach konstrukcyjnych, ktérych modelem
fizycznym jest belka prostoliniowa, mozliwa jest
identyfikacja parametrow pgknigcia. Jako wielkosci
konieczne do identyfikacji wykorzystano czgstosci
drgan wilasnych i amplitudy drgan wymuszonych.
Kazdy pomiar (czgstosci czy amplitudy drgan
wymuszonych) pozwala na wyznaczenie krzywej
podatnosci  sprezyny  modelujacej  peknigcie
w funkcji jego potozenia.

Dla kazdej pary parametréw (6, x,) lezacych na
krzywej spelniony jest warunek identyfikacji, czyli
czesto$é drgan wilasnych wynosi tyle co czgstos$é
zmierzona (dla identyfikacji z czgstosci) lub
amplituda drgan w wybranym punkcie jest rdéwna
wielko$ci zmierzonej (identyfikacja z amplitudy).

W punkcie wspolnym dla dwu dowolnych
krzywych leza poszukiwane parametry pgknigcia,
stad wynika, ze dla np. pigeciu dowolnych
pomiarow identyfikacyjnych otrzymuje si¢ dziesig¢
par krzywych, z ktorych po obrobce statystycznej
mozna  wyznaczy¢é  poszukiwane — parametry
peknigcia.

W kazdym przypadku identyfikacji doktadnos¢
wyznaczenia parametrow peknigeia zalezy od
doktadnosci (niepewnosci) pomiaru. Otrzymaé
mozna wtedy jedynie pewne obszary, w ktorych
zawieraja si¢ poszukiwane parametry peknigcia.

W przypadku identyfikacji z amplitud drgan
wymuszonych na jej wynik ma wplyw zarowno
niepewnos$¢ wyznaczenia amplitudy drgan jak
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i wspolrzednej, w ktoérej jest ona mierzona.
Znacznie mniejsze obszary, w ktorych zawieraja sig
poszukiwane parametry peknigcia otrzymuje si¢
w przypadkach pomiarow amplitud przy roéznych
wymuszeniach lub dla ukladu zmodyfikowanego
(np. poprzez dodanie masy skupionej) niz przy
pomiarach amplitud w dwu réznych punktach przy
jednym wymuszeniu.
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