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Streszczenie 

W artykule przedstawiono problematyk  zwi zan  z badaniami drganiowymi przek adni z batej. 
G ównym zagadnieniem jest próba opracowanie oryginalnego modelu przek adni z batej na podstawie 
modeli ju  istniej cych. Szczególny nacisk po o ono na merytoryczn  poprawno  modelu tak aby 
odzwierciedla   za o ony charakter wybranych stanów przek adni . Rozwa ania ko cz  si  na poziomie 
modelu palisadowego. Celem dalszego post powania b dzie mo liwie maksymalne uproszczenie modelu. 

 
S owa kluczowe: model diagnostyczny, model dynamiczny, sygna  diagnostyczny, stan przek adni z batej.  

 
MODELS DIAGNOSTIC OF TOOTHED GEAR  

 
SUMMARY 

Growing larger application on methods and centres of technical diagnostics, being with tool of 
modern manner of creating ”qualities” of machines. Rational usage diagnoses makes possible undertaking 
of relating  decision qualities and further conducts with machine. Can this to be decision about further 
use, about collection of definite interventions preventive or to introduction of changes in construction, of 
technology or of exploitation of machines 

 
Keywords: diagnostic model, dynamic model, diagnostic signal, condition of gear teeth.   

 
 
1. WPROWADZENIE 

 
Ocena stanu dynamicznego maszyn za pomoc  

generowanych przez nie procesów fizycznych 
wymaga jednoznacznego skojarzenia parametrów 
funkcjonalnych ocenianego obiektu ze zbiorem 
miar i ocen procesów wyj ciowych 
wykorzystywanych w diagnostyce, co stanowi 
podstaw  budowanych procedur diagnostyki 
maszyn. 

Chc c w pe ni skorzysta  z informacji o stanie 
technicznym maszyny, zawartych w emitowanych 
procesach wyj ciowych, nale y najpierw zapozna  
si  z mechanizmem ich generacji oraz z ich 
modelowym przedstawieniem, maj cym na celu 
wyznaczenie powi za  przyczynowo - skutkowych. 

 
2. METODOLOGIA OGÓLNA 
MODELOWANIA 
 

Tworzenie modelu wymaga znajomo ci 
dynamiki uk adu. Sam proces tworzenia modelu 
przebiega etapowo jak to zosta o pokazane na rys.1. 
Analiza dynamiki uk adu sk ada si  z: 

etap I – dok adne okre lenie uk adu, jego 
istotnych cech i budowa modelu fizycznego, 

którego w asno ci dynamiczne b d  
w dostatecznym stopniu zgodne 
z w asno ciami rzeczywistego obiektu; 
etap II – analityczny opis zjawisk 
dynamicznych odzwierciedlanych modelem 
fizycznym, czyli znalezienie modelu 
matematycznego, równa  ró niczkowych 
opisuj cych ruch modelu fizycznego; 
etap III – przestudiowanie w asno ci 
dynamicznych modelu matematycznego na 
podstawie rozwi zania równa  ró niczkowych 
ruchu, ustalenie przewidywanego ruchu 
uk adu; 
etap IV – podj cie decyzji eksploatacyjnych, 
w przypadku obiektu istniej cego lub podj cie 
decyzji projektowych, tj. przyj cie fizycznych 
parametrów uk adu, z modernizacj  
przystosowan  do oczekiwa . Synteza 
i optymalizacja prowadz ca do osi gni cia 
wymaganych w asno ci dynamicznych 
konstrukcji. 
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Rys. 1. Etapy studium dynamiki uk adu 

 
Przedstawiona procedura opiera si  na 

znajomo ci modelu uk adu, a wnioski p yn ce 
z dzia a  na modelach zale  od ich jako ci. 

Model fizyczny jest uk adem fizycznym, 
odpowiadaj cym rzeczywistemu uk adowi pod 
wzgl dem cech istotnych dla badanego 
zagadnienia, ale prostszy i poddaj cy si  atwiej 
studiom analitycznym. 

Model fizyczny rzeczywistego uk adu, po 
uproszczeniu pozwala szybko i dok adnie 
przewidywa  rzeczywiste w asno ci dynamiczne 
projektowanej lub istniej cej konstrukcji. 

Równania ruchu  
Równania ruchu to sformu owanie zale no ci 

wyra aj cych równowag , opisuj cych bilans si , 
wydatków przep ywów oraz energii, które musz  
istnie  dla ca ego uk adu i dla jego poduk adów. 
Nale y wi c rozwa y : 

wybór zmiennych, 
warunki równowagi lub spójno ci, 
prawa fizyki 

i zestawi  w uk ad równa  powsta e zale no ci. 
Przy uk adaniu równa  ruchu modelu 

mechanicznego nale y przestrzega  nast puj cych 
procedur: 

zale no ci geometryczne: okre li  uk ad i jego 
wspó rz dne wraz z ich dodatnimi zwrotami, 
okre li  to samo ci geometryczne i zale no ci 
spójno ci geometrycznej wi cej uk ad; 
równowagi si : okre li  zale no ci wynikaj ce 
z bilansu si  lub z bilansu energii; 
zwi zków mi dzy geometri  uk adu i si ami: 
napisa  dla poszczególnych elementów uk adu 
zale no ci fizyczne mi dzy si ami i geometri  
uk adu. 

Analiza modelu matematycznego 

Wielko ci charakteryzuj ce model fizyczny, 
wyra one za pomoc  znaków oraz symboli 
matematycznych i zapisane w postaci odpowiednio 
sformu owanych warunków równo ci lub 
nierówno ci, stanowi  jego opis sformalizowany. 
Przybli enia liniowe równa  ró niczkowych s  
niezwykle pomocne dla uproszczenia analizy 
matematycznej ruchu uk adu. Dla tego w ko cowej 
fazie uk adania równa  ruchu nale y sprawdzi , 
czy jest taka sama liczba niezale nych liniowych 
równa  ró niczkowych co niewiadomych. 
 

3. RODZAJE MODELI 
DIAGNOSTYCZNYCH 

 
W praktycznych zastosowaniach modeli 

symptomowych dla obiektów prostych, przy ma ym 
poziomie zak óce , stosowane s  nast puj ce 
modele: 
1. typu regresyjnego, opisuj ce zale no ci 

mi dzy: 
symptomy – cechy stanu obiektu, 
cechy stanu – syptomy diagnostyczne, 
zbiór symptomów – miara 
eksploatacyjna stanu obiektu; 

2. typu „obraz”; 
3. binarna macierz diagnostyczna; 
4. model topologiczny, (w tej grupie modeli 

znajduj  si : 
probabilistyczna macierz obserwacji,  
regresja wielokrotna, 
modele rozmyte, 
lingwistyczne modele typu obraz 
modele ekspertowe, 
modele holistyczne. 

Modele te opisano w [1]. 
 
4. MODELE DYNAMICZNE PRZEK ADNI 
Z BATEJ 
 

Przek adnia z bata jest obiektem nieliniowym 
i ci g ym, w którym wyst puj  ró ne rodzaje drga . 
Idealny model fizyczny przek adni powinien by  
tak e nieliniowy, o niesko czonej liczbie stopni 
swobody oraz powinien umo liwia  analiz  
wszystkich rodzajów drga . Taki model by by 
bardzo z o ony, a pos ugiwanie si  nim by oby 
utrudnione. Dlatego w przypadku przek adni 
z batych stosuje si  zwykle modele o budowie 
dyskretnej, które najcz ciej umo liwiaj  
rozpatrywanie tylko drga  skr tnych. 
Modelowanie dynamiki przek adni z batych by o 
przedmiotem wielu prac, a jego rozwój zmierza  
w dwóch zasadniczych kierunkach: 

badanie w asno ci dynamicznych ca ych 
uk adów nap dowych sk adaj cych si  
z silnika, przek adni z batej, maszyny roboczej 
wa ów, sprz gie  i cz onów po rednicz cych 
przy zastosowaniu uproszczonych modeli 
dynamicznych uz bie ; 
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dok adna analiza modelu przek adni 
odizolowanej od uk adu nap dowego, w której 
jedynymi przyczynami obci e  dynamicznych 
s  ród a wewn trzne, a obci enie zewn trzne 
jest sta e. 

Przyk adami modeli takiej przek adni s : 
Model Bollingera i Boscha – sk ada si  

z dwóch kó  po czonych t umikiem i spr yn  

o sztywno ci zmiennej w funkcji czasu 

odpowiednio do zmiany liczb z bów b d cych 

w zaz bieniu. Model uwzgl dnia równie  

wp yw odchy ek kinematycznych opisanych 

funkcj  Yb(t). 

Model Kovaleva – w którym uwzgl dniono 

zmienn  sztywno  zaz bienia i odchy ki 

wykonawcze oraz wyznaczono strefy 

niestabilno ci drga  nie uwzgl dniaj c 

t umienia 

Model Rettiga – gdzie para kó  z batych 

wraz z wa ami i o yskami jest traktowana jako 

uk ad z o ony z 6 bry , którego ruch opisano 6 

równaniami ró niczkowymi. Uwzgl dniono w 

nich: momenty bezw adno ci z bnika i ko a; 

masy kó ; sztywno  zaz bienia; sztywno  

wa ów przy zginaniu; sztywno ci wa ów przy 

skr caniu; sztywno ci o yskowania; masy 

wa ów przek adni; promienie kó  zasadniczych. 

Z równa  wyliczono: k ty obrotu kó ; liniowe 

przemieszczenia wa ów; liniowe 

przemieszczenia obu kó ; odkszta cenia z bów. 

Powy szy model bardzo cz sto upraszcza si  

do postaci w której bry a o masie m, 

reprezentuj cej mas  kó , powi zana jest 

z podstaw  za pomoc  t umika k i spr yny 

o sztywno ci cz(t), która zast puje sztywno  

zaz bienia. 

W przedstawionych powy ej modelach brak jest 

mo liwo ci opisywania zmienno ci w trakcie pracy 

podzia ek kó  z batych, które wyst puj  

w przek adniach rzeczywistych. Przy znacznych 

odchy kach podzia ki, o warto ci wi kszej od 

przemieszcze  statycznych, mo e wyst pi  

chwilowy brak kontaktu wspó pracuj cych z bów 

znajduj cych si  w strefie przyporu, co oznacza 

zmian  rzeczywistej sztywno ci zaz bienia 

i w konsekwencji wyznaczone analitycznie 

przebiegi czasowe drga  przek adni znacznie ró ni  

si  od rzeczywistych. Tym samym wymienione 

modele s  zbyt proste do symulacji zmian 

zachowa  dynamicznych przek adni w trakcie 

pracy. 

Powy szych wad pozbawiony jest model 

opracowany przez L. Müllera. Jego budowa jest 

oparta na nast puj cych za o eniach: 

uwzgl dnione s  wy cznie drgania 

skr tne pary kó  z batych, 

sztywno  jednej pary wspó pracuj cych 

z bów mo e by  sta a lub zmienna na 

odcinku przyporu, 

wa y wraz z ko ami oraz kad ub przek adni 

traktuje si  jako elementy idealnie 

sztywne, 

obci enie zewn trzne jest sta e, 

t umienie drga  przyj to jako 

wiskotyczne, a zderzenia z bów po 

rozwarciu styku ich powierzchni uwa a si  

jako spr yste. 

Model dynamiczny przek adni 
jednostopniowej L. Müllera. 
Model ten u atwia analiz  zjawisk 

dynamicznych zachodz cych w przek adniach 

z batych i umo liwia dyskusj  nad jako ciowym 

wp ywem poszczególnych czynników 

konstrukcyjnych i technologicznych. Przyj to 

w nim zamiast obrotowego ruchu kó  z czonych 

spr yn  o zmiennej sztywno ci, ruch posuwisty 

bry y o odpowiednim zarysie po spr ynach 

ustawionych w jednym szeregu w ten sposób, aby 

bry a dociskana do spr yn wspiera a si  kolejno na 

jednej lub dwóch spr ynach w zale no ci od 

chwilowego jej po o enia, stosownie do zmiany 

liczby z bów w zaz bieniu. W tym przypadku 

cyklicznie powtarzaj ce si  odchy ki, jak np. 

odchy ka promienia ko a zasadniczego, mo-

dyfikacja zarysu z ba itp., modelowane s  na 

zarysie bry y, od strony kontaktu ze spr ynami. 

Natomiast odchy ki o losowym rozk adzie, np. 

niejednostajno  podzia u, modelowane s  

w postaci ró nic d ugo ci poszczególnych spr yn 

podpieraj cych bry . Nowy model przek adni 

przedstawiono na rysunku 4. W zale no ci od 

wymaganej dok adno ci oblicze , spr yny mog  

by  zaopatrzone dodatkowo w t umiki drga  oraz 

ma e masy odpowiadaj ce masie z ba. Model ten 

u atwia jako ciow  analiz  zjawisk dynamicznych 

w przek adniach z batych oraz stanowi podstaw  

do prowadzenia szczegó owych rozwa a  

oceniaj cych wp yw parametrów struktury na 

generowane sygna y diagnostyczne. Model Müllera 

pozwala na odwzorowanie okresowych odchy ek 

powsta ych np. wskutek ró nic rednic 

zasadniczych w stosunku do warto ci nominalnych 

lub losowych odchy ek podzia ki obu kó . 

W pierwszym przypadku odchy ki promienia ko a 

zasadniczego rb spowodowane s  odchy kami k ta 

narz dzia , co prowadzi do okresowej odchy ki 

zasadniczej. Sk adow  losow  odchy ki 

kinematycznej obu wspó pracuj cych kó  

odwzorowuje si  w modelu w postaci losowych 

ró nic wysoko ci kolejnych spr yn w palisadzie. 

Zmieniaj c odpowiednio kszta t dolnej cz ci 

bry y w modelu Müllera mo na odwzorowa  ró ne 

rodzaje modyfikacji zarysów z bów kó , a tak e 

modelowa  zu ycie powierzchni roboczych z bów. 
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5. BADANIE SYGNA U DRGANIOWEGO 
MODELOWANYCH USZKODZE  
 

Przedmiotem bada  by a demonstracyjna 
przek adnia z bata DMG – 1A. Przek adnia ta 
umo liwia prezentacj  generowanych sygna ów 
wibroakustycznych i mo e by  równie  
wykorzystywana do badania wp ywu niektórych 
stanów przek adni na zmian  sygna ów 
wibroakustycznych. Parametry techniczne 
przek adni: 

dwie pary kó  z batych (nowa i zu yta ), 
silnik elektryczny z reduktorem z batym 
i regulatorem pr dko ci obrotowej od 100 do 
3000 obr./min. 

Pompa z bata olejowa z zaworem 
przelewowym i regulowanym ci nieniem 
w zakresie 0÷5 MPa. 
 

Uk ad pomiarowy 

 
Pomiarów charakterystyk dokonano przy 

pomocy karty pomiarowej APB 200 firmy Difa 
Measuring Systems w uk adzie jak na rys.2. 

Tor pomiarowy sk ada  si  z:  
czujnika pomiarowego przyspiesze  ICP 

Accelerometr model No. HTM352C68; 
kabla standardowego serii 002 mi dzy 

czujnikiem a wej ciem karty In 4. 
Zosta y zmierzone i przetworzone sygna y w 

postaci: 
TIME – przebieg czasowy sygna u; 
ACR – autokorelacja; 
CEPS – cepstrum; 
HISS – histogram amplitud; 
AMPL – widmo amplitudowe; 
POWER – g sto  widmowa mocy. 

Sposób zamocowania zespo ów przek adni 
modelowej pozwala na: 

1) przesuni cie równoleg e lub k towe osi 
silnika elektrycznego wzgl dem osi wa ka 
przek adni; 

2) wspó prac  kó  z batych:  
nowe – nowe, 
zu yte – zu yte 

 przy zaz bieniu ca  lub cz ciow  
szeroko ci  wie ca; 

3) regulowanie rozstawu osi wa ków 
przek adni z mo liwo ci  ustawienia ich 
pod niewielkim k tem; 

4) wymiana o yska w przek adni z batej. 
 

Pozwala to na symulowanie nast puj cych 
stanów przek adni z batej: 
1) uszkodzenie ( zu ycie o yska ) przek adni – 

poprzez zamontowanie w jednej z obudów, 
o yska uszkodzonego lub zu ytego ( o ysko 

toczne wahliwe 1206K); 
2) zbyt ciasny lub lu ny monta  – poprzez 

niedokr cenie lub dokr cenie z nadmiernym 

momentem obrotowym nakr tki mocuj cej 
jednego z o ysk; 

3) nieprawid owe ustawienie kó  z batych 
przek adni – poprzez: 

wprowadzenie nadmiernego luzu 
mi dzyz bnego, 

ca kowite skasowanie luzu 
mi dzyz bnego, 

zaz bienie z niepe n  szeroko ci  wie ca, 
wprowadzenie nierównoleg o ci osi kó  

z batych; 
4) zu ycie (uszkodzenie kó  z batych) – poprzez 

zaz bienie zu ytych kó  z batych; 
5) niewyrównowa enie wa u – poprzez 

przykr cenie do ko a z batego masy 
powoduj cej niewywa enie wa u; 

6) b dy ustawienia sprz g a (skoszenie, 
przestawienie) – poprzez przesuni cie 
równoleg e lub k towe osi silnika 
elektrycznego wzgl dem osi wa ka przek adni; 

7) niedostateczne smarowanie o ysk lub 
przek adni z batej – poprzez brak smaru 
w jednym z o ysk lub oleju z obudowy 
przek adni. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 2. Uk ad pomiarowy 
 
Statystyczny opis w a ciwo ci sygna ów 

losowych prowadzi si  przy wykorzystaniu ró nych 
wielko ci, jak: 

warto  rednia, 
wariancja, 
warto  redniokwadratowa, 
funkcja autokorelacji, 
funkcja korelacji wzajemnej, 
g sto  widmowa, 
widmo mocy, 
wzajemna g sto  widmowa, 
funkcja koherencji zwycznej. 

Na podstawie modelu przek adni z batej, 
skonstruowano wektor cech stanu przek adni 
z uwzgl dnieniem wszystkich mo liwych 
kombinacji uszkodze : 

stan 1 – brak uszkodze  – przek adnia 
ca kowicie sprawna ( wszystkie parametry 
w normie), 
stan 2 – uszkodzenie elementu – ( niektóre 
parametry poza norm ) 
..., 
stan n – stan rozregulowania ( wszystkie 
parametry poza norm ). 

PRZEK ADNIA
Z BATA

PRZETWORNIK
A/C 

PAKIET 
APB - 200PC 
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Do wyboru (wst pnego) parametrów 
diagnostycznych opisuj cych zmian  stanu obiektu, 
u yto siedmiu stanów przek adni: 
Lp. Stan Opis 

1. B0 Przek adnia zdatna (nowa) 
2. B1 Przek adnia nowa z przekosem 
3. B2 Przek adnia zu yta 
4. B3 Przek adnia zu yta z przekosem 
5. B4 Przek adnia nowa z niewywa eniem  
6. B5 Przek adnia zu yta z niewywa eniem 
7. B6 Przek adnia z wy amanym z bem 

W kolejnym kroku opracowano macierz cech stanu. 
Symptomy 

 Usz Usk Usr C K I 

B0       

B1       

B2       

B3       

B4       

B5       

B6       

 
 
 
 
Stany 

B7       

Przyk adowe wyniki pomiarów dla dwóch stanów: 
B0,1  B0,5 – przek adnia zdatna, 

B7,1  B7,5 – przek adnia z wy amanym 

z bem. 

TIME Usz Usk Usr C K I 

B0,1 220,4 43,0 32,4 5,1 1,3 6,8 

B0,2 391,2 91,4 69,1 4,3 1,3 5,7 

B0,3 284,6 45,3 33,2 6,3 1,4 8,6 

B0,4 294,6 83,3 65,3 3,5 1,3 4,5 

B0,5 146,6 27,1 20,9 5,4 1,3 7,0 

B7,1 249,3 62,5 47,5 4,0 1,3 5,3 

B7,2 718,6 142,0 95,3 5,1 1,5 7,5 

B7,3 676,6 110,2 72,5 6,1 1,5 9,3 

B7,4 522,7 90,1 68,1 5,8 1,3 7,7 

B7,5 185,7 36,2 26,4 5,1 1,4 7,0 

ACR Usz Usk Usr C K I 

B0,1 1000 45,9 27,3 21,8 1,7 36,6

B0,2 1000 43,4 25,9 23,1 1,7 38,5

B0,3 1000 44,8 26,6 22,3 1,7 37,6

B0,4 1000 52,5 32,7 19,1 1,6 30,6

B0,5 1000 61,9 40,4 16,1 1,5 24,7

B7,1 1000 51,6 30,0 19,4 1,7 33,3

B7,2 1000 40,2 22,1 24,9 1,8 45,2

B7,3 1000 40,7 21,6 24,6 1,9 46,4

B7,4 1000 48,5 28,1 20,6 1,7 35,6

B7,5 1000 45,9 28,4 21,8 1,6 35,3

CEPS Usz Usk Usr C K I 

B0,1 36,0 41,0 0,2 0,9 220,6 194,1

B0,2 35,9 40,1 0,2 0,9 219,6 196,7

B0,3 34,7 39,2 0,2 0,9 215,4 190,4

B0,4 35,5 40,1 0,2 0,9 223,5 197,6

B0,5 28,0 33,2 0,2 0,8 193,4 163,1

B7,1 33,1 37,8 0,2 0,9 213,3 186,6

B7,2 36,9 41,2 0,2 0,9 232,5 208,3

B7,3 86,5 40,8 0,2 2,1 228,9 485,6

B7,4 35,5 40,1 0,2 0,9 219,2 194,1

B7,5 34,3 39,0 0,2 0,9 212,6 186,9

AMPL Usz Usk Usr C K I 

B0,1 13,8 50,1 0,8 0,2 60,8 16,8

B0,2 16,9 73,9 1,2 0,2 59,7 13,6

B0,3 11,5 48,1 0,8 0,2 64,5 15,4

B0,4 24,6 85,1 1,4 0,3 62,3 18,0

B0,5 9,9 21,8 0,3 0,5 74,4 33,7

B7,1 18,7 71,7 1,0 0,3 69,0 18,0

B7,2 36,4 154,1 2,9 0,2 52,2 12,3

B7,3 25,2 109,7 1,7 0,2 62,8 14,5

B7,4 32,8 94,7 1,5 0,3 65,1 22,6

B7,5 8,8 36,6 0,5 0,2 69,6 16,7
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6. PODSUMOWANIE 

 
Przek adnie z bate s  generatorem drga  

mechanicznych, ka de odst pstwo od stanu 
zdatno ci a tak e inne odst pstwa zwi zane 
z funkcjonowaniem przek adni s  uwidaczniane 
w otrzymanym sygnale diagnostycznym. Nale y 
wybra  takie estymaty sygna u drganiowego 
przek adni, które umo liwi  rozwi zanie zadania 
diagnostycznego i dadz  jasn  odpowied  na temat 
stanu przek adni. 

Ka demu stanowi przek adni z batej odpowiada 
okre lony symptom drganiowy. Tak wi c mo na 
powiedzie , e dobr  miar  stanu dynamicznego 
maszyny jest jej stan drganiowy, za  chc c 
podwy szy  podstawowe wska niki jako ci 
maszyn, nale y za pomoc  istniej cych metod 
i rodków obni y  amplitudy drga . 
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