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Streszczenie  

 
Wektory Ritza s  wielko ci  podobn  do wektorów modalnych. Ich zalet  wzgl dem 

wektorów modalnych jest fakt, e do oddania charakteru odpowiedzi uk adu potrzebna jest 
mniejsza ich liczba ni  wektorów modalnych. Symulacyjne analizy numeryczne wykaza y 
ponadto, e Wektory Ritza, zwane te  wektorami Lanczosa, lepiej nadaj  si  do wykrywania 
uszkodzenia ni  wektory modalne. W pracy przedstawiono krótki przegl d metod wykrywania 
uszkodze  bazuj cych na modelu modalnym. Przytoczono definicj  wektorów Ritza oraz 
pokazano kilka sposobów ich wyznaczania. Porównano ich skuteczno  w wykrywaniu 
uszkodzenia zasymulowanego na stanowisku laboratoryjnym w odniesieniu do wektorów 
modalnych. 

 
S owa kluczowe: wektory Ritza, wektory modalne, wodel modalny, analiza modalna, wykrywanie uszkodze  

 
BEAM CRACK DETECTION WITH USE OF RITZ VECTORS 

 
Summary 

 
Ritz vectors have similar character as modal vectors. Their advantage with respect to modal 

vectors is a fact, that less number of them is required to estimate object response. Numerical 
analysis proofed also, that Ritz vectors, called sometimes Lanchos vectors, have better ability to 
detect damage then modal vectors. In the paper short overview of modal model based damage 
detection methods is presented. Definition of Ritz vectors and some methods of their estimation 
are shown. The paper also consists a comparison of effectiveness in detection of damage, 
simulated on laboratory stand, both the Ritz and the modal vectors. 
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1. WST P 
 
 W ostatnich latach wraz ze wzrostem mocy 
obliczeniowych komputerów obserwowany jest 
wzrost zastosowa  analizy modalnej. Zw aszcza 
opracowanie algorytmów eksploatacyjnej analizy 
modalnej, pozwalaj cej na estymacj  parametrów 
modelu modalnego konstrukcji jedynie na podstawie 
pomiarów odpowiedzi, stwarza szerokie mo liwo ci 
aplikacyjne. Eksploatacyjna analiza modalna jest 
wykorzystywana mi dzy innymi do: dostrajania 
modeli elementów sko czonych, syntezy uk adów 
sterowania, modyfikacji strukturalnej uk adów 
dynamicznych [2], [3]. Mo liwo  estymacji 
parametrów modelu modalnego konstrukcji 
w warunkach eksploatacyjnych powoduje, e ta 
technika mo e by  wykorzystana w procesie 
diagnozowania stanu obiektu. Proces wykrywania 
uszkodze  opiera si  cz sto na ledzeniu zmian 
parametrów modeli konstrukcji [7], [8]. Z uwagi na 
opracowane algorytmy i procedury identyfikacji 
modeli modalnych s  one cz sto i ch tnie 
wykorzystywane w diagnostyce. Proces taki mo na 

podzieli  na dwa etapy. W pierwszym mierzy si  
poziom amplitudy drga  w wybranych punktach 
obiektu. W przypadku, gdy warto  zmierzona 
przekroczy dopuszczalny poziom, nast puje etap 
drugi polegaj cy na znalezieniu przyczyny tego 
wzrostu. Zmiany parametrów modelu modalnego s  
w prezentowanej grupie metod symptomami zmian 
stanu obiektu. Pozwalaj  one na okre lenie 
przyczyny pogorszenia w asno ci dynamicznych 
konstrukcji. Do przyczyn takich nale : zmiany 
w parametrach konstrukcji np. zmiana sztywno ci na 
skutek propagacji p kni cia, powstanie luzu 
w parach kinematycznych, wzrost warto ci 
wymusze  itp. Metody te umo liwiaj  równie  
lokalizacj  uszkodzenia. 

Podstaw  metod wykrywania uszkodze  
opartych na modelu modalnym jest znalezienie 
takich cech tych modeli, które pozwol  na 
odró nienie uk adu nieuszkodzonego od 
uszkodzonego, a tak e dadz  informacj  na temat 
miejsca i stopnia uszkodzenia. W literaturze opisano 
wiele metod oceny stanu konstrukcji na podstawie 
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znajomo ci ich modelu modalnego. Do najcz ciej 
wykorzystywanych w praktyce nale : 
- metody oparte na ocenie zmian parametrów 
modelu modalnego (cz stotliwo ci drga  w asnych, 
wspó czynników t umienia) [9], [10], [11], [12], 
[13], [14], [15], 
- metody oparte na analizie charakterystyk 
cz stotliwo ciowych uk adów [16], [17], [18], [19], 
- metody oparte na metodzie elementów 
sko czonych (wspó czynnik MDLAC, dostrajanie 
modelu MES) [20], [21], [22], 
- metody oparte o analiz  zmian parametrów 
modeli regresyjnych [23], [24], 
- metody oparte o analiz  wektorów modalnych 
(porównanie kszta tu postaci drga  w asnych – 
MAC, zmiana pochodnych postaci drga , zmiana 
energii postaci drga ) [25], [26], [27], 
- metody oparte o analiz  wektorów Ritza [4], [5], 
[8]. 

Pierwsza grupa metod bazuje na analizie zmian 
warto ci biegunów uk adu. Ka dy biegun uk adu ma 
dwie sk adowe: cz  rzeczywist , która jest 
proporcjonalna do wspó czynnika t umienia oraz 
cz  urojon , której warto  jest proporcjonalna do 
cz sto ci w asnej uk adu. Metoda ta jest bardzo 
skuteczna w diagnozowaniu uk adów automatyki 
natomiast, w przypadku uk adów mechanicznych 
mo liwo  jej zastosowania jest ograniczona. 
Skuteczno  metody zale y mi dzy innymi od 
miejsca powstaj cego uszkodzenia, warunków 
brzegowych i wielu innych. W przypadku analizy 
zmian cz stotliwo ci drga  w asnych trudno ci  jest 
zbli ona jej wra liwo  na uszkodzenie co na 
zmian  warunków brzegowych, czy innych 
czynników zewn trznych.   Obecnie coraz cz ciej 
stosuje si  modalny wspó czynnik t umienia drga  w 
konstrukcji jako miar  jej uszkodzenia. Zwi zane 
jest to z faktem, e p kni cia powstaj ce 
w konstrukcji s  przyczyn  dodatkowej dyssypacji 
energii. Wspó czynnik t umienia jest jednak trudny 
do dok adnego wyznaczenia metodami identyfikacji 
modeli modalnych [28]. 

Druga grupa metod bazuje na porównaniu 
charakterystyk cz stotliwo ciowych uk adów 
uszkodzonych z nieuszkodzonymi. Charakterystyki 
cz stotliwo ciowe mog  by  bezpo rednio mierzone 
na obiekcie lub te  syntezowane na podstawie 
zidentyfikowanego modelu modalnego. Metoda 
opisana w pracy [16] polega na wyliczeniu wektora 
uszkodzenia d. Je eli w uk adzie wyst pi 
uszkodzenie w wektorze d powinny pojawi  si  
niezerowe elementy. Istniej  dwa warianty tej 
metody. Pierwsza wymaga znajomo ci wektora si  
wymuszaj cych. W warunkach eksploatacyjnych 
trudny do praktycznej realizacji jest  pomiar takich 
si , dlatego metoda mo liwa jest do stosowania 
równie  bez ich znajomo ci. 

Inn  metod  wykrywania uszkodze  opart  na 
charakterystyce cz stotliwo ciowej uk adu jest 
metoda analizy zmian podatno ci dynamicznej 
uk adu [19]. Ze wzgl du na fakt, ze podatno  
dynamiczna jest zdominowana przez postacie drga  

zwi zane z niskimi cz sto ciami, dok adniejsza jest 
jej identyfikacja w porównaniu ze sztywno ci  
dynamiczn . W metodzie tej sprawdzany jest 
iloczyn macierzy sztywno ci i podatno ci, który 
powinien by  równy macierzy jednostkowej. W celu 
wykrycia uszkodzenia, liczona jest macierz 
podatno ci dynamicznej w oparciu 
o zidentyfikowany model modalny, a nast pnie 
przemna ana jest przez macierz sztywno ci uk adu 
nieuszkodzonego. Na tej podstawie liczona jest 
zmiana sztywno ci uk adu. Metoda ta jest bardzo 
skuteczna i stosowana w praktyce dla lokalizacji 
uszkodzenia i oceny stopnia jego zaawansowania 

Metody bazuj ce na modelach MES opieraj  si  
na analizie ich wra liwo ci na zmian  sztywno ci 
[20]. Jedna z metod polega na wyliczaniu 
wspó czynnika MDLAC (ang. Multiple Damage 
Location Assurance Criterion), który fizycznie 
oznacza zmian  wspó czynnika sztywno ci j-tego 
elementu w modelu MES. Wspó czynnik MDLAC 
jest niezale ny od skalowania i dlatego daje 
informacje jedynie o wzgl dnej wielko ci 
uszkodzenia. Stosowalno  metody jest silnie 
ograniczona, gdy  wymaga modelu MES 
dostrojonego w zakresie pierwszych 10 – 15 postaci 
drga  w asnych.  

Cz sto u ywanymi w diagnostyce modelami s  
te  parametryczne modele regresyjne. Ich 
popularno  spowodowana jest dobrze poznanymi i 
atwo dost pnymi algorytmami ich identyfikacji [1]. 

Kolejn  zalet  z punktu widzenia zagadnie  
monitoringu i diagnostyki jest mo liwo  
identyfikowania zmian parametrów modelu w czasie 
rzeczywistym. Szczególnie przydatne s  modele 
bazuj ce jedynie na sygna ach odpowiedzi uk adu, 
takie jak AR czy ARMA. Parametry 
zidentyfikowanych modeli regresyjnych mo na 
stosunkowo atwo prze o y  na fizyczne w asno ci 
uk adu takie jak cz stotliwo  drga  w asnych czy 
wspó czynnik t umienia. Analiza zmian tego 
ostatniego jest wykorzystywana do detekcji zjawiska 
flatteru w czasie lotu samolotu [29].  

Kolejn  grup  metod detekcji uszkodzenia przy 
pomocy modeli modalnych stanowi  algorytmy 
oparte na wektorach modalnych obiektu. Pierwszym 
ze sposobów wykrywania uszkodzenia jest 
porównywanie wektorów modalnych przy pomocy 
wspó czynnika MAC (ang. Modal Assurence 
Criterion) [1]. Zastosowanie pochodnego 
wspó czynnika CoMAC (ang. Coordinate MAC) 
pozwala dodatkowo na lokalizacj  uszkodzenia.  

Inn  metod  jest porównanie krzywizny 
(pochodnej) wektora modalnego uk adu 
uszkodzonego z analogiczn  w asno ci  uk adu 
nieuszkodzonego. Zalet  tej metody jest fakt, e 
zmiana krzywizny zdefiniowana jako pochodna lub 
druga pochodna wektora modalnego jest bardziej 
wra liwa na zmiany struktury ni  on sam. Wad  jest 
fakt, i  przy niewielkiej liczbie punktów 
pomiarowych obarczona jest stosunkowo du ym 
b dem. Stosuje si  wówczas aproksymacj  
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wielomianow  i pochodn  wyznacza si  
analitycznie. 

Bardzo skuteczn  metod  opart  na wektorach 
modalnych jest analiza energii odkszta cenia [27]. 
Polega ona na wyznaczeniu ró nicy energii 
odkszta cenia dla uk adu nieuszkodzonego 
i uszkodzonego. Zalet  metody jest jej du a 
wra liwo  na uszkodzenie. Przy jej pomocy 
mo liwa jest detekcja ju  5% p kni cia 
(uszkodzenie stanowi 5 % powierzchni przekroju 
elementu).  

Poza wspomnianymi istnieje wiele innych metod 
detekcji uszkodze  opartych na modelu modalnym 
konstrukcji i wielko ciach z nim zwi zanymi. Do 
takich wielko ci nale  wektory Ritza. 
  
2. WEKTORY RITZA 
 

Wektory Ritza s  podobn  wielko ci  do 
wektorów modalnych. Ich zalet  w stosunku do 
wektorów modalnych jest fakt, e do oddania 
charakteru odpowiedzi uk adu potrzebna jest 
mniejsza liczba wektorów Ritza ni  wektorów 
modalnych. Symulacyjne analizy numeryczne 
wykaza y ponadto, e wektory Ritza, zwane te  
wektorami Lanczosa, s  bardziej wra liwe na 
uszkodzenia ni  wektory modalne [4]. Cechy te 
powoduj , e prowadzone s  prace nad 
zastosowaniem ich do uk adów monitoringu 
i diagnostyki [4], [5], [6], [8].  

Pierwszy wektor Ritza odpowiada statycznej 
deformacji uk adu przy zadanym wektorze 
obci enia. Aby go wyznaczy  konieczna jest 
znajomo  macierzy mas M, sztywno ci K i t umie  
D modelu uk adu oraz wektora obci e  F(t), gdy  
wektory Ritza zale ne s  od obci enia. Zak ada si , 
na wst pie, e wektor F(t) mo na roz o y  na 
przestrzenny wektor obci enia f i funkcj  czasu 
u(t):  

tuftF   (1) 

 
Jak ju  wspomniano pierwszy wektor Ritza jest 

wyliczany jako statyczne ugi cie wywo ane 
przestrzennym wektorem obci enia f:  
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Nast pnie wektor jest normalizowany wzgl dem 

masy: 
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Kolejne wektory Ritza s  wyliczane 

rekursywnie. Przyjmuje si , e iloczyn macierzy 
mas M przez poprzedni wektor to obci enie 
i rekurencyjna formu a z której wylicza si  

sr  

przyjmuje posta : 
 

1ss rMrK   (4) 

 
Nast pnie wykorzystuje si  metod  

ortogonalizacji Grama-Schmidta, aby zapewni  
liniow  niezale no  wektorów. Kolejne wektory 
Ritza s  wi c ortogonalizowane wzgl dem masy w 
stosunku do wszystkich poprzednich wektorów.  
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Dodatkowo ka dy kolejny wyznaczony wektor 

jest normalizowany wzgl dem masy wed ug 
zale no ci (3). Jak ju  napisano analityczne 
wyznaczenie wektorów Ritza wymaga znajomo ci 
struktury uk adu oraz wektora obci enia. Aby 
praktycznie wykorzysta  wektory Ritza 
w diagnostyce niezb dne jest ich pozyskiwanie 
z danych eksploatacyjnych. W literaturze opisano 
dwie takie metody:  
- metoda wykorzystuj ca model modalny 

i macierz widmowych funkcji przej cia [4], 
- metoda oparta na modelu w przestrzeni stanu 

[6]. 
 
2.1. Wyznaczanie wektorów Ritza w oparciu o 
model modalny i macierz widmowych funkcji 
przej cia 
 

Metoda wyznaczania wektorów Ritza bazuj ca 
na macierzy podatno ci dynamicznej zosta a 
opracowana przez Sohn’a i Law’a [4]. Macierz 
podatno ci G pozyskiwana jest na drodze 
pomiarowej w eksperymencie modalnym. Mo liwa 
jest te  synteza odpowiednich charakterystyk na 
podstawie zidentyfikowanego modelu modalnego. 
Je eli wektory modalne modelu s  znormalizowane 
wzgl dem masy ( IVMV T ) to macierz 
podatno ci mo na wyznaczy  w nast puj cy sposób: 

 
TVVG 1   (6) 

gdzie: V – macierz wektorów modalnych,  - 
macierz warto ci w asnych. 

W wi kszo ci wypadków podczas eksperymentu 
modalnego identyfikuje si  tylko kilka pierwszych 
wektorów modalnych, dlatego te  macierz 
podatno ci podzielono na cz  modaln  Gm 
i resztow  Gr b d c  wynikiem wp ywu 
niezidentyfikowanych wy szych postaci drga  
w asnych. Wp yw wy szych postaci drga  w asnych 
na przebieg charakterystyk podatno ci dynamicznej 
zawiera si  w przedziale od 3 do 10 % i jest 
zaniedbywalny dla wi kszo ci zastosowa , jednak e 
przy wyznaczaniu wektorów Ritza nale y go 
uwzgl dni . Cz  macierzy podatno ci b d c  
wynikiem wzbudzania wy szych postaci otrzymuje 
si  wyznaczaj c funkcj  R( ), przy zastostosowaniu 
pomiarowej macierzy widmowych funkcji przej cia 
H: 
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Sumuj c wyznaczon  funkcj  po zbiorze 

cz stotliwo ci otrzymano resztow  cz  macierzy 
podatno ci: 

zakres

r

R
G

2
  (8) 

 
Pe na macierz podatno ci dynamicznej G jest 

sum  cz ci modalnej Gm (wyznaczanej ze wzoru 
(6)) i cz ci resztowej Gr. Posiadaj c w ten sposób 
wyznaczon  macierz podatno ci, przestrzenny 
wektor obci enia f oraz macierz mas M mo na 
wyznaczy  pierwszy wektor Ritza: 
 

fGr1
~   (9) 

 
Nast pnie wektor jest normalizowany wzgl dem 

masy zgodnie ze wzorem (3). Kolejne wektory 
podobnie jak w przypadku analitycznym wyznacza 
si  rekursywnie korzystaj c z zale no ci: 
 

1ss rMGr   (10) 

 
Dalej wektory s  poddawane ortogonalizacji (5) 

i normalizacji wzgl dem masy (3).  
Zalet  metody jest jej du a dok adno  

w wyznaczaniu wektorów, wynikaj ca 
z uwzgl dnienia wy szych postaci drga . Powa ne 
ograniczenie jej stosowalno ci stanowi fakt, e 
wymaga ona znajomo ci analitycznej macierzy mas 
uk adu, która dla z o onych struktur jest trudna do 
wyznaczenia.  
 
2.2. Wyznaczanie wektorów Ritza w oparciu 
o równania stanu 
 

Inn  metod  wyznaczania wektorów Ritza 
z danych eksploatacyjnych zaproponowali Cao 
i Zimmerman [6]. Metoda bazuje na przekszta ceniu 
równania ruchu uk adu w uk ad równa  stanu: 
 

uBxAx   (11) 
gdzie: 
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Odpowied  uk adu y(t) jest mierzona w m 

punktach pomiarowych i powi zana z wektorem 
stanu x równaniem: 

uDxCy   (12) 

 
Dowiedziono, e istnieje niesko czenie wiele 

modeli stanu opisuj cych dany uk ad. Z danych 
eksperymentalnych mo na wyznaczy  macierze 
modelu przestrzeni stanu A, B, C stosuj c dobrze 
znany algorytm identyfikacyjny ERA (ang. 
Eigensystem Realisation Algorithm) [1]. 
W algorytmie tym na podstawie pomiarowej 
macierzy widmowych funkcji przej cia zestawia si  
blokow  macierz Hankela zawieraj c  impulsowe 

odpowiedzi uk adu. Macierz Hankela jest wa onym 
iloczynem macierzy sterowalno ci i 
obserwowalno ci uk adu. Poprzez wykre lanie 
odpowiednich wierszy i kolumn wyznacza si  
macierze modelu w przestrzeni stanu w formie 
dyskretnej. W kolejnym kroku nale y przekszta ci  
dyskretny model stanu na posta  ci g  korzystaj c 
z zale no ci: 
 

ddd

d CCBAIAB
t

A
A ,,

ln 11     (13) 

 
Maj c zestawione macierze ci g ego modelu 

stanu mo na wyznaczy  wektory Ritza. Pierwszy 
wektor 

1
~x  stanowi statyczne ugi cie i jest 

wyznaczany ze wzoru: 
 

BxA 1
~   (14) 

 
Macierz wyj  B zawiera informacj  na temat 

przestrzennego wektora obci e  f. Nast pnie 
wyliczony wektor jest normalizowany: 
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Kolejne wektory s  wyliczane z zale no ci 

rekursywnej: 
 

1ss xxA   (16) 

 
podobnie jak w przypadku wektorów wyliczanych 
w sposób analityczny liniowa niezale no  
uzyskiwana jest przez ortogonalizacj  ka dego 
wektora w stosunku do wszystkich poprzednich: 
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ts
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W ko cu wyznaczony wektor jest 

normalizowany zgodnie ze wzorem (15). Wyliczone 
w ten sposób wektory znajduj  si  we 
wspó rz dnych stanu. Aby przej  do 
wspó rz dnych pomiarowych nale y zastosowa  
wzór: 

ss xCr   (18) 

 
Poniewa  w procesie ortogonalizacji 

i normalizacji nie uwzgl dniono macierzy mas, 
wektory Ritza uzyskane w ten sposób nie mog  by  
porównywane z tymi wyznaczonymi w sposób 
analityczny. Jednak e dzi ki takiemu podej ciu 
mo liwe jest wyznaczenie wektorów jedynie na 
podstawie danych eksperymentalnych. Pewn  wad  
metody stanowi fakt, e w danych pomiarowych 
poza rzeczywistymi biegunami uk adu wyst puj  
jeszcze bieguny zwi zane z szumem pomiarowym. 
Przed przyst pieniem do obliczania wektorów Ritza 
powinno si  oddzieli  mody rzeczywiste od 
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numerycznych, a to wymaga du ego do wiadczenia 
przeprowadzaj cego eksperyment badacza.  
 
3. EKSPERYMENT WERYFIKACYJNY 
 

W celu do wiadczalnego sprawdzenia 
przydatno ci wektorów Ritza do wykrywania 
uszkodze  przeprowadzono prosty eksperyment. Do 
stalowej konstrukcji ramowej jako poprzeczk  
zamontowano belk  o przekroju 40 x 10 wykonan  
ze stopu aluminium. Ca a konstrukcja by a nast pnie 
wymuszana wzbudnikiem elektrodynamicznym. 
Podczas eksperymentu mierzono przebiegi czasowe 
si y wymuszaj cej oraz przyspieszenia drga  
w oznaczonych punktach belki. Przeprowadzono 4 
testy – pierwszy na konstrukcji nieuszkodzonej, 
kolejne przy ró nych stopniach uszkodzenia. 
Uszkodzenie by o symulowane poprzez nacinanie 
belki w jednym z punktów pomiarowych. 
W kolejnych etapach naci cie mia o g boko :  

TEST 1 belka nieuszkodzona, 
TEST 2 belka z naci ciem 5 mm (12 % 
powierzchni przekroju), 
TEST 3 belka z naci ciem 14 mm (35 % 
powierzchni przekroju), 
TEST 4 belka z naci ciem 20 mm (50 % 
powierzchni przekroju). 

Na rysunku 1 pokazano podzia  belki na punkty 
pomiarowe i zaznaczono miejsce wymuszenia 
i uszkodzenia, na rysunku 2 przedstawiono 
stanowisko badawcze.  

 
 

Rys. 1. Schemat obiektu badawczego 
 

 
 

Rys. 2. Laboratoryjne stanowisko badawcze 
 

Na podstawie zarejestrowanych przebiegów 
dokonano identyfikacji modeli modalnych uk adu 
w kolejnych stadiach uszkodzenia. Pozwoli o to na 
sprawdzenie skuteczno ci zastosowania wektorów 
modalnych do wykrywania uszkodze .  

Na rysunku 3 porównano kszta t 5 pierwszych 
postaci drga  w asnych dla uk adu w kolejnych 
fazach uszkodzenia.  

 

 

 

 
 

Rys. 3. Porównanie wektorów modalnych dla 
uk adu w ró nym stanie uszkodzenia 

 

Miejsce 
uszkodzenia 

Wymuszenie
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Lini  ci g  oznaczono wektor dla uk adu bez 
uszkodzenia, a dalej linia kropkowana, kropka-
kreska i kreskowana okre laj  kolejne stadia 
naci cia belki. Jak wida  tylko niektóre wektory 
modalne takie jak 1 i 4 czu e s  na zaistnia e 
uszkodzenie. Dodatkowo dopiero 50 % zmiana 
przekroju belki powoduje wyra n  ró nic  w 
przebiegach. W tabeli 1 zamieszczono 
wspó czynniki MAC policzone dla pierwszych 6 
PDW uk adu nieuszkodzonego w odniesieniu do 
uk adów z uszkodzeniem.  
 
Tab. 1. Zestawienie wspó czynników MAC dla 
przeprowadzonych analiz 
 

 PDW 
1 

PDW 
2 

PDW 
3 

PDW 
4 

PDW 
5 

PDW 
6 

T 2 0.71 0.66 0.56 0.64 0.41 0.45 
T 3 0.70 0.56 0.51 0.63 0.42 0.34 
T 4 0.69 0.56 0.54 0.47 0.42 0.43 

 
Policzenie wspó czynników MAC znacznie 

poprawi o detekcj  uszkodzenia przy pomocy 
wektorów modalnych.  

W kolejnym kroku wyznaczono wektory Ritza, 
dla danych zarejestrowanych podczas czterech 
omawianych testów. Zastosowano metod  estymacji 
wektorów opart  o model przestrzeni stanu, aby 
unikn  konieczno ci wyznaczenia analitycznej 
macierzy mas. Dla uk adu rozwa anego w artykule 
macierz ta jest stosunkowo prosta do wyznaczenia, 
jednak e dla bardziej z o onych struktur jej rozmiar 
i posta  staje si  bardzo z o ona. Dlatego te  
zasadne wydaje si  przetestowanie metody, która 
pozwala bazowa  jedynie na danych pomiarowych. 
Do wyliczenia dyskretnych macierzy stanu, 
sterowa  i wyj  wykorzystano algorytm ERA 
zawarty w przyborniku VIOMA [2]. Nast pnie 
przekszta cono otrzymane macierze do dziedziny 
czasu ci g ego i wyliczono pierwszych 5 wektorów 
Ritza. Na rysunku 4 pokazano porównanie kszta tu 
wyznaczonych wektorów dla uk adu 
nieuszkodzonego i uszkodzonego. 

Przyj to analogiczne przypisanie rodzajów linii 
jak dla wektorów modalnych. Pierwszy wektor 
Ritza, który stanowi statyczne ugi cie belki ma 
warto  0 poniewa  wymuszenie by o przyk adane 
poza rozwa an  belk  (patrz rysunek 2), a wi c 
przestrzenny wektor wymuszenia f ma warto  0. 
W przeciwie stwie do wektorów modalnych przy 
analizie podobie stwa wektorów Ritza widoczna jest 
wyra na zmiana kszta tu ju  dla niewielkiego 
uszkodzenia. Dodatkowo w tabeli 2 zestawiono 
warto ci wspó czynników MAC dla wektorów Ritza 
wyliczonych dla konstrukcji uszkodzonej 
w stosunku do nieuszkodzonej. 

 
 
 
 

 

 

 
 

Rys. 4. Porównanie wektorów Ritza dla 
uk adu w ró nym stanie uszkodzenia 

 
 
Tab. 2. Zestawienie wspó czynników MAC dla 
wyliczonych wektorów Ritza 
 

 WR 
1 

 WR 
2 

WR 
3 

WR 
4 

WR 
5 

WR 
6 

T 2 0.98 0.69 0.77 0.44 0.34 0.63 
T 3 0.99 0.46 0.38 0.18 0.28 0.18 
T 4 0.97 0.17 0.15 0.19 0.12 0.14 

 
Wyniki uzyskane zarówno na drodze 

porównywania warto ci wspó czynników MAC, 
a nawet subiektywnej oceny badacza, pozwalaj  
wykry  nawet niewielkie uszkodzenie.  
 
4. WNIOSKI I UWAGI KO COWE 
 

W artykule podj to prób  wykazania 
przydatno ci wektorów Ritza do diagnostyki 
konstrukcji. Dokonano krótkiego przegl du metod 
detekcji uszkodze  opartych o analiz  zmian modelu 
modalnego uk adu. Przedstawiono wektory Ritza 
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i pokazano trzy metody ich estymacji: analityczn , 
opart  o macierz podatno ci dynamicznej i bazuj c  
na modelu przestrzeni stanu obiektu. Do weryfikacji 
eksperymentalnej wybrano trzeci z przedstawionych 
algorytmów, który jako jedyny pozwala na 
estymacj  wektorów jedyni w oparciu o dane 
pomiarowe. Pozosta e wymagaj  wyznaczenia 
macierzy mas modelu uk adu co dla z o onych 
struktur jest trudnym zagadnieniem. Nast pnie 
przeprowadzono test weryfikacyjny podczas, 
którego rejestrowano dane na uk adzie w kolejnych 
stadiach uszkodzenia i na podstawie zebranych 
przebiegów wyznaczono wektory modalne i wektory 
Ritza. Zastosowanie wektorów modalnych 
pozwoli o na wykrycie uszkodzenia, jednak e 
dopiero po zastosowaniu wspó czynnika MAC. 
Analiza kszta tu wektorów modalnych przy 
niewielkim uszkodzeniu nie pozwala a na jego 
wykrycie. Wektory Ritza s  dalece bardziej czu e na 
zmian  struktury obiektu, a wi c i na zaistnia e 
uszkodzenie. Ju  niewielkie zmiany wywo uj  
znacz ce ró nice w kszta cie wyznaczonych 
wektorów. Wyniki takie predestynuj  wektory Ritza 
jako efektywny symptom pozwalaj cy na wykrycie 
uszkodzenia w obiekcie.  
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