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Streszczenie
W pracy przedstawiono algorytm identyfikacji wspotczynnikow liniowego rdwnania
rézniczkowego rzedu drugiego opisujacego zalezno$¢ migdzy napigciem twornika i momentem
obcigzenia zewnetrznego, a predkoscia katowa wirnika silnika elektrycznego. Do tego celu
wykorzystano hiperboliczne funkcje sklejane.

Stowa kluczowe: hiperboliczne funkcje sklejane, identyfikacja

APPLYING THE HYPERBOLIC SPLINES IN IDENTYFICATION
OF PARAMETERS OF AN ELECTRIC ENGINE

Summary
There is presented the algorithm of identyfication of the coefficients of the linear differential
equation of the second order designed for description the dependence between voltage of the
armature, external load torque and the angular velocity of the rotor of the electric engine. To that
aim thera are used the hyperbolic splines.

Keywords: hyperbolic splines, idetification

1. WSTEP gdzie
R, -rezystancja wzbudzenia,

Ce.lem _ pracy jest ' usta}lenie za%eZnoéf:i i - prad wzbudzenia,
dynamicznej (w postaci liniowego rdéwnania o .
rézniczkowego ZWyczajnego 0 stalych U, - napigcie wzbudzenia,
wspolczynnikach) migdzy napigciem obwodu L, - indukcyjnos¢ wzbudzenia,
twornika U,(), momentem  obciaZenia k- indukcyjnos¢ wzajemna stojan-wirnik,
zewnetrznego M, (1),a  predkoscia  katowa B - wspbtczynnik tarcia lepkiego,

o(r) wirnika silnika elektrycznego na podstawie
zarejestrowanych danych pomiarowych napigcia

twornika U ., momentu  obcigzenia M

i odpowiadajacych

katowych @ .
Podstawga analizy standw nieustalonych silnikéw

pradu stalego sa nastgpujace réwnania rozniczkowe

[1]:

tym wielkosciom predkosci

réwnanie pradu wzbudzenia

Ri(0)+1 5’)

wiw

U, (0);
- rownanie obwodu twornika
di
ki (Do(t)+Ri(t)+L, dg ) =U, (1)

- rownanie rownowagi mechanicznej

da)(t) +Bo(t)+ M, () =k, i (1)i(1),

m-w

R,- rezystancja twornika,
i,- prad twornika,
k, - indukcyjnos$¢ rotacji,
J - moment bezwladnos$ci na wale twornika,
L, - indukcyjnos¢ twornika.
Zaléozmy, ze w czasie analizy obwodu
twornika spetniony jest warunek i (¢) =i, = const.

Dla ustalonego pradu wzbudzenia mozemy okresli¢
stala K:=k,i, .  Wowczas zaleznos¢ migdzy
sygnatami wejsciowymi U, (¢)i M, (¢),a sygnatem
wyjsciowym w(¢) , przy ustalonym natgzeniu pradu

wzbudzenia, mozna opisac roéwnaniem
rozniczkowym drugiego rzedu:
a,0" (1) +a,0' () +a,0(t) = M

=bM,()+b,M,()+U,(1)
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gdzie a,,a,a,,b,,b sa statymi wspolczynnikami

rzeczywistymi zaleznymi od wymienionych wyzej
statych charakteryzujacych obwdd wzbudzenia
1 obwod twornika:

BR +K’ JR, +BL, JL,
DT T 0 BTk
R, L
b, = 7 b = a 2)

Powyzsze rdwnania wyprowadzono, przyjmujac
szereg zalozen upraszczajacych. Opis standw
przejéciowych i1 parametréw konkretnego silnika
wymaga okreslenia wspdtczynnikow wystepujacych
W jego rownaniach.

W pracy opracujemy algorytm identyfikacji
uktadu sterowania (1), ktéry obejmuje:

1. Algorytm aproksymacji sygnalow
wejsciowych U,1 M, isygnalu wejsciowego
.

2. Algorytm doboru wspdétczynnikéw réwnania
(1) i na podstawie zaproksymowanych
sygnatow U,, M 1 @ . W tym celu rownanie
(1) przedstawimy w postaci

A"+ A0+ 4,0+ AM, + AM, =U, (1), (3)
gdzie
A, ==b, A =-b,4 ,;=a,i=012. (4)

3. Algorytm identyfikacji modelu.

2. INTERPOLACJA HIPERBOLICZNYMI
FUNKCJAMI SKLEJANYMI

Do opisu  wartosci  ,,i€0,N sygnatlow

wyznaczonych ~ z  pomiaréw  wykorzystamy

interpolacj¢ za pomocg hiperbolicznych funkcji
sklejanych.

Niech A bedzie uktadem punktow 7, iel,N
dzielacych przedziat [7,,7, ] na N podprzedziatow,
tzn.

Ayt <..<t,.

Funkcje s =s(t,A,)nazywamy  hiperboliczng
Sfunkcjq sklejanqg z weztami A | jesli:
i) w kazdym podprzedziale [t, ,t,] i € l,_N
s(0) =W,(1),
gdzie
s,(=a,e’"" +a,e

a(t,—t

)+ali(zi _t)+a0i >

ii) sijej pochodne rzedu pierwszego i drugiego sq
ciqgle w przedziale [t,,t,].

Funkcje s nazywamy funkcjq interpolacyjng dla
funkcji y=£(t1), jesli
st,)=y,, i€eO,N, N=>2.

Poszukiwana funkcja zalezy od 4N statych

a,,a,,a,,da,,i€l,N .

Wspotczynniki  te  wyznaczamy  korzystajac
z wlasnosci interpolacyjnej funkcji sklejane;j

oraz jej ciaglosci wraz z pochodnymi rz¢du
pierwszego 1 drugiego w kazdym wezle
wewnetrznym ¢,. Ponadto przyjmujemy  dwa
dodatkowe warunki:

s'(t,) = y'(t,), s'(t) = y'(,).

3. ALGORYTM DOBORU OPTYMALNYCH
WSPOLCZYNNIKOW MODELU

Niech
U ) =a,e”" " +a,e”" " +a,t -t)+a,,
M) = e+ Bue " + Bt =)+ By, (5)
@ )=y, +y,e " 1yt -1+ B,
teft i), iel,N.
oznaczaja sygnaly wyznaczone na podstawie danych
U, =U,@).

momentu obcigzenia ]\7[0 = M, (t,) oraz predkosci

pomiarowych napigcia twornika

katowej @ = w(t,) zaobserwowanych w chwilach
t., ke O,_N .

Okreslimy identyfikacje ukladu jako problem
takiego doboru wspdtczynnikdw réwnania (3), aby
funkcjonat

J(Ayes A,) = ( ][A4w"(t) + A,0' (1) +
(6)

A, (1) + A M (1) + AOMO(I)-U,(I)]Zdt)%

osiagnatl minimum. Problem doboru optymalnych

wspotezynnikéw A4, i€ 0,4, ktéore minimalizuja

wskaznik  identyfikacji ~ sprowadza si¢  do
rozwigzania uktadu réwnan liniowych:
4 —
> Av,=d, je04 (7)
i=0
gdzie:
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v = [@ @i wde v, = M, 06 (t)ar

v, = [o' it v, = [0 (o ()di
v = [0 o 0 v, = [M, @06 @
Vo= [M @06 0 v, = [M, (e (1)t

v, J‘MO*(I)CZ}*(f)dt v, = J'MO*(Z)MO*(z)dt

vy = @ wé wdi v, = [, (0OM, (t)ar

vy = [0 o @0 v, = [M,; (M, ()dr

v, = (]MO*(t)a')*(t)dz v, =v,, i,je04,
d, = t]U,”(t)cb‘ (Hdt d, = r:“U,*(t)MO* (1)dt
d, = /]U,*(t)a}*(t)dz d, = l].U,*(t)MO*(t)dt
d, = ’IU,‘(t)a)* (t)dt |

Wspotezynniki v ,,d, j €04 ukladu (7) mozna
sprowadzi¢ do prostej postaci np.

Voo =

N
=y j[n&““"” +y,e vy (G =0+ B, d =
i=1 I
T=1 —1

dr =—dt
—| el |=

|0 |n,
h =t —t

N N
=Y [lrue” +re +y,7+ B, Pdr =
i=l ¢

N 2
= Z[(}/Ozl +27/2i7/3i)hi +)/(]i7/|ihf2 +%h13 +

_ 27/0172;' (efoﬁ, —l)+ 2701y3z (eoﬁ, —l)+
(e} o

he™ e —1
+27/1i72i(_ ‘ - 2 )+
(o2 o
he™ e —1
+27/1i}/31(_ : - B )+
(o2 (o2

Yoy 2o Y o o
Lok gy 1 Lo ),
20( ) 20( )

Zauwazmy, ze wyprowadzone W  sposob
analityczny, wzory iloczynéw skalarnych nie
zawieraja catek oznaczonych, co ma duze znaczenie

w obliczeniach numerycznych. W ten sposob
znacznie skraca si¢ czas obliczen.

4. WERYFIKACJA MODELU
Podstawa  weryfikacji  modelu (1)  jest
wyznaczenie rozwigzania zagadnienia
poczatkowego
Ajo"+ Ajo"+ Ao = F(1) ®

F(0)=U, ()= A/M; - A'M",

o(t,) =0, =0'(1,), o't)=0=0"() )
gdzie
U, (t),M,(t),@" () sazdefiniowane wzorami (5),
natomiast

M;' () =—opfe” " +of,e " - B,
w*v(t) = _07/3160([’7’) +oy,e ~ 7
Przyblizone rozwiazanie ®,(f) rownania (8)

—o(t,—t)

wyznaczymy w postaci wielomianowej funkcji

sklejane;j stopnia  trzeciego z weztami
rownoodleglymi

t =t,+ih, i€0,k,
gdzie

o O=W(), ielk, tel[t_ .11, t =t,,
W(t)=p,+q(t=t )+r(t—t.) +s(—1.),
p.»q;.1,.5, R, te[t, ,t], ielk (10)
Z (8) wynika, ze funkcja sklejana @, () musi, na
krancach przedziatu [7,,7 ], spelnia¢ nastgpujace
warunki

Alo"(t)+ Ao'(t)+ A w(t,)=F(1,) (11)

Alo"(t)+ Ao (t)+ A w(t)=F(t) (12)
Zauwazmy, 7€

@, () =W ()= P,

o, ()=W()=p +qh+rh’ +sh’, (13)

o, (t,) =Wt,)=q,,

@ (t)=W/(t)=q, +2rh+3sh*,

w,(t,) =Wt,) =2n,

! (t,)=W/(t)=2r+6sh.

Uwzgledniajac (13) w (11) 1 (12) otrzymujemy
AL -2n+ Alq, + Ap, = F(1,) (14)

AJ[2r, + 6s,h]+ A;[q, +2rh, +3s,h* ]+
Allp, +qh+rh’ +sh’]=F(t).

Z (14), po uwzglednieniu warunkéw poczatkowych
(9) wynika, ze

(15

pl :a)O’ QI :a)l’ (16)
_ 0 _ 0
= F(t,) Azaj0 A, o, ' a7
24,

Podstawiajac (16) i (17) do (15) ostatecznie
otrzymujemy



334  DIAGNOSTYKA’33 — ARTYKULY XII KONFERENCIJI,, Diagnostyka Maszyn Roboczych i Pojazdow”
ZALESKA-FORNAL, ZELLMA, Zastosowanie hiperbolicznych funkcji sklejanych do identyfikacji...

!
s = F@t)—p A"+
! A§h3+3A§h2+6Afh[ (t) =P, (18)

+q,(Ah+ A + 1 (A +24h+24°) |

W przypadku ogdlnym, znajac funkcj¢ sklejang
o, (t)w przedziale [z, ,¢,], tzn. majac dane
wspotczynniki p,,q,,r,s, okreslamy ja w przedziale
[#,,2,,] zadajac, aby
Ao (1) + Ao, t.)+ Lo, .)=F(,),
gdzie

o, (1. )=W( )=p +qh+rh’ +sh’

@, (1.)=WNt.))=q,+2rh+3s )",
) (1.) = !,(1,) = 2 + 65,h.
Korzystajac z ciagltosci o, (1), @', (1), @ (1) w

punktach ¢,,iel, k-1, tzn.

w.(t)=W,t),
wit,)=wit),
wit)=wl),

mamy
P =D, +qh+rh’ +sh’
G, =q, +2rh+3sh’,
v, =r+3sh
— 1
AR 34 + 64K
+ oy (Ah+ A+ (AR +24°h+240) ]
gdzie ie Lk-1
Zatem algorytm wyznaczania funkcji o, (¢), bedacej

[F(tm) - pmAg +

w przyblizonym rozwiazaniem zagadnienia (8), (9)
jest algorytmem rekurencyjnym.

Do oceny aproksymacji
U, (1), M, (1), o(t) zastosujemy
determinacji [6]

R =\1-¢.

L_Z[ﬁ—y*(t!)]z e (9
¢y '_ i(;_)—))z b y'_n+1;yn

ktéry okresla zgodno$¢ wyznaczonej krzywej

sygnalow
wspolczynnik

y'(t)z warto$ciami empirycznymi Yy, zawartymi
w probce. Zgodnos¢ ta jest tym lepsza, im warto$é
R, jest blizsza jednosci.

Do oceny rozwiazania o, (), uzyskanego

zmodelu (8) przy warunkach poczatkowych (9),
zastosujemy wspolczynnik zmiennosci resztowej [6]

Jxﬂim—mmﬁ
v = o 100%.  (20)

v I ZE)

n+l14s

Niewielka warto§¢ wspotczynnika y, wskazuje, ze

model do$¢ dobrze opisuje rozwazang zalezno$é
dynamiczna.

5. PRZYKLAD NUMERYCZNY

Dla zilustrowania metody dokonano 1500

pomiaréw napigcia wzbudzenia U, ,  napigcia

twornika U . » pradu wzbudzenia z~ 1 pradu twornika
7 , momentu obciazenia M , oraz predkosci katowej
@  obcowzbudnego silnika pradu  stalego
sterowanego od strony uzwojenia twornika
rejestrujac wartosci co 0.002 s. Zebrane pomiary
przedstawiono na rysunkach 1-6.

Badany silnik znajduje si¢ w stanie nieustalonym
w czasie okolo dwoch sekund. Po tym czasie
wielkosci U, oraz i, mozemy potraktowaé jako
state, co oznacza spetlienie wczesniejszych zatozen
prowadzacych do uzyskania modelu rézniczkowego
3).

U, [¥]
50

a0

10

tlz]
1 z 3 4

Rys.1. Pomiary U ,(#)) napigcia w obwodzie
wzbudzenia

e [¥]
&

5
£y
z
z

1

tls]
1 2 2 £

Rys.2. Pomiary U .(¢)) napigcia w obwodzie
twornika

@[rad/s]

t[s]
1 z 2 2

Rys. 3. Pomiary @(¢)) predkosci katowej
wirnika
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in[4]

an

20

z0

1o

t[s]
1 z 2 4

Rys. 4. Pomiary zN(t’) pradu wzbudzenia

i, [4]
200

t[s]
1 z 2 4

Rys. 5. Pomiary Z(tl’) pradu twornika

M, [Hm]
an

tl=]
1 z 3 4

Rys. 6. Pomiary M ,(¢)) momentu obciazenia
zewnetrznego

Do wyznaczenia funkcji @’ (£),U, (¢), M, (t)
interpolujacych zarejestrowane wartosci pomiarow
@(1).0,(1).7,(1,)
[0, 4] zostal podzielony na czterdziesci réwnych

przedziat obserwacji

podprzedziatow. Do opisu przebiegow
wykorzystano interpolacje za pomoca
hiperbolicznych funkcji sklejanych. Kolejne rysunki
7-9 przedstawiaja zinterpolowane w przedziale
[2,4] sygnaly napigcia twornika, momentu
obcigzenia 1 predkosci katowej wymagane do
identyfikacji uktadu.

T

[

‘1//_/

z

t[=]

Rys. 7. Zinterpolowany przebieg napi¢cia twornika
U/ (t) na podstawie pomiaréw przedstawionych
narys. 2

: > tl=]
Rys. 8. Zinterpolowany przebieg predkosci katowe;j
wirnika @”(¢) na podstawie pomiarow
przedstawionych na rys. 3

Do przedstawionego w artykule algorytmu
identyfikacji napisano program w jezyku Turbo
Pascal. Program ten wykorzystano do wyznaczenia
wspotczynnikdow ~ réwnania  (3).  Obliczone
wspotczynniki wynoszg odpowiednio:

A =0.0909 A4’ =00182

A= 01015 A" =00212 4° =0.0017

I [ Mm]
50

Rys. 9. Zinterpolowany przebieg momentu
obcigzenia M, (¢) na podstawie pomiar6w
przedstawionych na rys. 6

Na podstawie wzoru (4) otrzymujemy
zidentyfikowana posta¢ rdéwnania roézniczkowego
(1) opisujacego dynamike silnika, tzn.

a,@" () +a) o' (1) +ajo(t) =

. ; €2y
=b'M, () +b; M, () +U (1)
gdzie
b, =-00909 b’ =-0.0182
a; = 01015 a} =0.0212
(22)

a’ =00017.

Znajomos¢ wspotezynnikow rownania (21) pozwala
z zalezno$ci (2) wyznaczy¢ parametry silnika.
Mianowicie

-2 Bz_a'b—_‘]bﬂ, K =a, +Bb,

1

1
K
L,:“f] , R =-bK.

Stad dla zidentyfikowanych wspdtczynnikdéw (22)
otrzymujemy:
- moment bezwladnosci na wale twornika
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J =0.0923 [kgm?’]

wspotczynnik tarcia lepkiego

B =0.701 [Nms/rad]
stata silnika K =0.0378 [HA]

indukcyjnos¢ twornika L, = 0.0007 [H]
rezystancja twornika R, =0.003 [Q]

Rozwiazanie o, () réwnania (8) przy warunkach

o (2)=0, ' (2)=7.036

przedstawia Tabela 1.

wy [Fadss]

2

3

t[=]

Rys. 10. Rozwiazanie o, (#) rownania (21)

Oscylacje widoczne na Rys. 11 wynikaja z
przyjetego zatozenia o statosci pradu wzbudzenia w
odcinku czasu [2,4].

Wspdtczynnik zmiennosci resztowej (20) dla
uzyskanego rozwiazania wynosi

v, =1.8%,
co oznacza, ze model (21) dobrze opisuje dynamike
silnika w rozwazanym przedziale czasowym [2,4].
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Tabela 1.

t a , o-0,
2.000 27.69 27.69 0.00
2.002 27.68 27.68 0.00
2.004 27.67 27.67 0.00
2.006 27.66 27.65 0.01
2.008 27.65 27.64 0.01
2.010 27.64 27.62 0.02
2.992 35.00 35.29 -0.29
2.994 35.05 35.34 -0.29
2.996 35.11 35.39 -0.28
2.998 35.16 35.44 -0.28
3.000 35.21 35.49 -0.28
3.002 35.26 35.54 -0.28
3.004 35.32 35.59 -0.27
3.006 35.37 35.64 -0.27
3.978 56.73 57.01 -0.28
3.980 56.74 57.03 -0.29
3.982 56.76 57.05 -0.29
3.984 56.78 57.07 -0.29
3.986 56.79 57.10 -0.31
3994 | 56.84 5718 | -0.34
3.996 56.85 57.20 -0.35
3.998 56.86 57.22 -0.36
4.000 56.88 57.24 -0.36
Fu[radi/=]

1

’ t[=]

Rys. 11. Wykres roznic R (1,):=o(t,) -, (t,)
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