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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono algorytm

sluzacy do opisu estymatorow parametréw

niestacjonarnych proceséw losowych. Do opisu sygnaldéw wykorzystano hiperboliczne funkcje

sklejane.

Stowa kluczowe: hiperboliczne funkcje sklejane

DESCRIPTION OF SIGNALS BY MEANS OF HYPERBOLIC SPLINES

Summary

There is presented the algorithm designed for description of estimators of parameters non-
stationary random processes. The hyperbolic splines are used to describe the signals.

Keywords: hyperbolic splines

1. WSTEP

Do opisu sygnatow wykorzystamy pojecie
procesu stochastycznego z ustalona przestrzenia
probabilistyczng (€2, F,P), przestrzeni zdarzen
elementarnych Q z okreslona na niej rodzina
podzbioréw F i rozkladem prawdopodobienstwa
P.

Niech T oznacza zbiér R, :=[0,40) liczb
rzeczywistych lub zbidér w tym przedziale zawarty.
Zbior T bedziemy interpretowali jako zbidr chwil.
Przez t oznaczymy element zbioru T .

Funkcje  X:TxQ — Rnazywamy  funkcjq
losowq (procesem stochastycznym) jesli
VieTVxeR{w: X(t,w)<x}eF.

Proces stochastyczny X = X (z,w) jest funkcja

dwoch zmiennych toraz .
Dla kazdego ustalonego t funkcja X = X(¢,w)
rozwazana jako funkcja argumentu ® jest zmienng
losowa. Dla wustalonego t przyjmiemy zapis
X, =X(t,w). Zatem proces stochastyczny mozna
traktowacd jako rodzing zmiennych losowych
X, :Q — R . Natomiast dla ustalonego zdarzenia
elementarnego ® € QO ikazdego t
przyjmiemy x(t) = X(t,®). Funkcja x okreslona
w zbiorzeT nie ma juz charakteru losowego.
Nazywamy ja realizacjq procesu stochastycznego
X.

Tak wigc proces stochastyczny mozna traktowac
jako rodzing realizacji zalezng od parametru ® € QO .

W zastosowaniach praktycznych wyznaczenie
rozktadow procesu stochastycznego jest
zagadnieniem skomplikowanym. Innym sposobem
opisu procesu losowego jest podanie jego
charakterystyk. W pracy ograniczymy si¢ tylko
momentéw  rzedu  pierwszego 1 drugiego.
Szczegdlnie wazna role spelnia moment rzgdu
pierwszego nazywany wartoscia przecigtng procesu.

Wartoscia przecigtng procesu stochastycznego
X nazywamy funkcje¢ m:T — R, ktérej wartosci
rowne sa wartosciom oczekiwanym zmiennych
losowych  przyporzadkowanych  odpowiednim
chwilom: m(t) = E[X(t)],teR .

Dla wszystkich realizacji musimy wybraé
wspolny moment czasowy ¢, odczytywania ich

warto$ci.  Nastgpnie dla  kazdej chwili ¢,

1
i €0,N odczytujemy z mrealizacji wartosci
X, X5 X, procesu X (7).

Nastegpnie interpolujemy wartosci
x(2,),x(1,),x(1,),....%(1,)

B 1<
x(t,):_ X
mZ '

hiperbolicznymi funkcjami sklejanymi.

gdzie

2. ALGORYTM INTERPOLACJI ZA POMOCA
HIPERBOLICZNYCH FUNKCJI
SKLEJANYCH

Niech L  bedzie
rozniczkowym postaci

liniowym  operatorem
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L=a ()D"+a, ()D""' +--+a,();
_d
=
gdzie a (1),i€0,N sa funkcjami klasy C'[z,,7,]
1a,(t)#0 w przedziale [¢,,7,]. Oznaczmy przez
L' operator formalnie sprzezony z L , tzn.
L' =(-1)"D"{a,()y}+(-D)""D"{a, (1)} +
+--=D{a, ()} +a, ().
Zatozmy, ze przedziat [7,,t,]zostat podzielony za
pomoca punktéw
A, it <<t
na N podprzedzialow.

Definicja 1.
Funkcje s, =s,(t,A,) klasy C**[t,,t, | nazywamy
L funkcjq sklejanq z defektem k (0 <k <n)jesli
spelnia ona rownanie rozniczkowe
L'Ls, =0
na kazdym podprzedziale (t, ,t,),i € I,_N
Operator
L¢p)=D¢p—o Dp, ¢eC[t,,1,], oceRr
sprzgzony z operatorem
L'=D*+0D
rozwazal Wierszynin [ ].  Funkcje sklejane
otrzymane z rozwigzania rownania

L'Ls, =D%s, —c’D’s, =0 (1)
w literaturze polskojezycznej sa nazywane o -

funkcjami lub  hiperbolicznymi funkcjami
sklejanymi.

Definicja 2.
Niech y = f(t) e C*[t,,t,]. Funkcje
s, € C*[t,,t, | nazywamy interpolacyjnq funkcjaq
sklejanqg dla funkcji y = f(t), jesli
s,(t)=f(t)=y, icO,N N=>2.

Poszukiwana hiperboliczna funkcja sklejana na
podprzedziale (¢, ,,t,) i€l,N  jest
kombinacja funkcji:

liniowa
1, t, e”, e”

zatem catka ogolna réwnania (1) na kazdym
podprzedziale jest postaci

s,()=A4,+Bt+Ce” +De . (2)
Stad
s, =B, +0oCe” —oD.e ",
s, =0’Ce” +0o’De ™.

Mamy wigc 4N stalych 4.,B,,C,,D,, ie I,_N
Zadanie ciagtosci s,i jej pochodnych rzedu
pierwszego i drugiego w kazdym wezle
t,el,N -1 daje 3(N-1)
warunkow. Zatem interpolacyjne funkcje s, zaleza

wewngtrznym

od dwoch parametréw, wobec czego nakltadamy na

nie dwa dodatkowe warunki. Wybor tych warunkdéw
zalezy zarowno od wlasnosci funkeji s, =, (7) 1od
posiadanej informacji o tej funkcji.
W pracy przyjmiemy dwa dodatkowe warunki:
s'(t,) =y'(1), s'@t)=y'"(,). Q)
Dodatkowo wprowadzimy oznaczenia wartosci
drugich pochodnych szukanej funkcji w weztach

t,,ie0,N:
M =s.(t), ieON.

Nazwiemy je momentami M, funkcji s, .
Wykazemy, ze  momenty interpolacyjnych
o — funkcji sg rozwigzaniami odpowiedniego uktadu
rownan liniowych.

Niech s, spetnia warunki:

s;(t.)=M,,, s;(t)=M, iclN.
State C,,D, wyznaczamy z zaleznosci:
c’Ce™ +0’De ™ =M

o’Ce™ +o’De™ =M,

i-12

i-12

Stad
C - M e —Me™
i O_2(efo'h, _ eo’h,) >
Me™ —M e ™
D, === me h =t —t_

i O_z(e—ah, _eoﬁ,)

Podstawiajac C,,D, do s, otrzymujemy

. M, e™" -Me™
s, ()= P e” +
Mieim’rl _M’;]e*m, —aty
e —e™
Po przeksztalceniach dostajemy
. inho(¢, —¢ inho(t—t,
5y = ¢, OG0 gy SIMOUZLL) -y
sinh of, sinh o,
gdzie sinhx = ¢ _26

Calkujac obustronnie (4) uzyskujemy

: ho(t, -t
s, () = —iM,,l MJF
o sinh o,
1 cosho(t—t. ) )
—M, —H + B’_ s
e} sinh o,
Po scatkowaniu (5) otrzymujemy
1 sinho (¢, —t)
s,(t)y=—M,  —————+
(0= M sinh o,
1 sinho(t—1._,) ©
+t—M ————"=+Bt+A,.
o sinh o#,
Poniewaz s,(t,)=y, dlaie O,N , wigc
1
Vi =s,0.,)= FM:’—I +B1, , +A4,
O]

Vi :SL(ti):LzMi +B/‘ti +Ai‘
(o2

Z powyzszych rdwnosci otrzymujemy:
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1 1
Vi _72Mi —Via +72MH
B. = g g ,
i I
1 1
ti(yi—l _jMifl)_tifl(yx _TM,')
4, = o g .
1 hi
Podstawiajac  4,,B, do (6), po przeksztatceniach
otrzymujemy
SL(’) :LzMi—l Sln}.lg(ti _t) +
o sinhoh,
1
: _ Vi — Y Mi—l
+L2M, s1nh‘0'(t ) N o (t —1) (®)
c sinh o, .
yi——M,
+ g (t—t.)
Zatem
, 1 ho(t, -t
s()y=—Lp SoShol =0,
o sinh o,
ho(t -1,
+lMl. costol ~ ) .O-( o) + 9)
o sinh o#,
1 1
yi—l_izMifl yi_izMi
o n o
h h,

Z zalozenia ciagtosci s'w weztach ¢, ielLN -1
otrzymujemy N —1 réwnan dla momentow M,
1 1
osinhoh,  o’h,
cosh#, 1 cosh/

+
osinhoh, o’h,

1
- M+
c’h WM, =+ (

i+l

WM, +

+ i+l
osinhon,,,
1 1

— - + B
osinhon,, o°h,,

Yia— Y + Yin — Vi , ielLN-1
hi hi+l
Przyjmujac oznaczenia:
_ sinhoh, —on,

v, ;
o’h

i

(10)
M, =

_ oh, coshoh, —sinhoh,
- o’h, sinhoh,
uktad rownan (10) zapiszemy w postaci

vM,  +(u +u, )M +v, M., =

YVia = Vi _yl — Vi
h

Jest to m—1rownan dla n+1 momentéw. Dwa
dodatkowe réwnania mozemy wyznaczy¢ na
podstawie warunkow brzegowych (3), mianowicie

coshoh, 1
0 — + M, — +
sinh o, o sinhon,
1 1
yo_izMo yl_ile
h

:/ui s

I+1

11
, iel,N-1 (an

i+l i

S.L(to) =-M

Q

=y'(t,),

1

1 I, coshoh, .

s (t)=-M + )
L(0) "' sinhoh,, " osinhoh,
1 1
yl\lfl_?MO y,V_?MN
- + ='(¢,).
p ) y'(y)

N N

Stad po przeksztatceniach otrzymujemy:

V=) '
lulMo +V1M1 = h : -y (to)
1

Yy = Vo

12)
M, +v,M, = +y'(ty)
N
Uwzgledniajac (11) i (12) otrzymujemy uktad
réownan, ktory mozemy przedstawi¢c w postaci
macierzowej

A-M=G, (13)
gdzie
u y 0 -
v, H U, v, 0 0
A 0 Vv, M+, vy 0
0 0 v, u., +u, v,
K 0 v, i, |
=V
)
[ M, | Vo=V Y=Y
M, h, h,
M YooV, ¥ -V
M= :Z , G= h, h, s
M, Vo = Vi Vui = Vus
| M, | h, h,
~ LBy

_ 0’h coshoh, —sinhot,

- sinh oh, — oh,
B o’h, sinhoh,

o’h sinhoh,
iel,_N
Poniewaz macierz tego uktadu jest macierza
trojdiagonalna, zatem jego rozwiazanic wymaga
niewielkiej ilo$ci dziatan arytmetycznych [3].
Zauwazmy, ze interpolujacg funkcje sklejana (8)
mozna przedstawi¢ w postaci:

b}

o(t,~t) —o(t,—t)

s,(H)=a,e +a,e +a,(t,—t)+a, , (14)
te [tl._],t‘.], ielLN,
gdzie
M, M., M 1
a,=y,~——, a,=(y, ~y, ——+—)—,
o o o’ h,
 Me" -M M -Me™”

i-1

a, = 2 . s 4y = 2 . .
“ 20’sinhoh, 20’ sinh o#,
Posta¢ ta umozliwia tatwe wyznaczenie
pochodnej funkcji

s;()=-a,ce
telt ,t],ielLN,
oraz calki

o(t,~t) +a210_efa(rfr) _

liti ’

(15)
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Iy 2

X a,, a,, h
[sydr = (Zre™ —Zre ta, "t ah, +
) = o o 2
a, a,
R (16)
o o
Wyprowadzone wzory maja duze znaczenie
w obliczeniach numerycznych, poniewaz znacznie
skracaja czas obliczen.

3. PRZYKLAD NUMERYCZNY

Dla  przyktadu numerycznego  dokonano
pomiaréw m przebiegdw predkosci katowej
,(12,3,(1),.,3,(1), keO,N
wirnika obcowzbudnego silnika pradu statego,
rejestrujac wartosci co 0.1 s. Warto$ci pomiardw
przedstawiono na rys.l. Tabela 1. zawiera cztery
pomiary predkosci katowej .

a[radis]
175
150
125 m
S R
00 / et
7
/
75 i
i
50
i
5 /
ey
t[=]
0.z 0.4 0.6 0. 1 1z 1.2

Rys. 1. Pomiary predkosci katowej @, (¢, ),/ € 1,m, w
chwilach 7, €[0,1.5]

wlradi=]

t(=]

0.& 0.9 0.6 0§ 1 L.z 1l.a

Rys. 2. Wartosci oczekiwane wyznaczone
z realizacji przebiegéw w chwilach

t,=1,+0.1k, ke0]l5

Do opisanego algorytmu opisujacego przebiegi
napisano program komputerowy w jezyku Turbo
Pascal wersji 5.0. Program ten wykorzystano do
wyznaczenia estymatora o(f) warto$ci przecigtnej
predkosci katowej w przedziale obserwacji.
Zaproksymowany przebieg predkosci katowej
wirnika przedstawia rys.2.

w*[radi=]

t[=]

Rys. 3. Zaproksymowany przebieg predkosei
katowej wirnika @"(¢) na podstawie pomiarow
przedstawionych na rys.1

G-w"[radies]

z

LA ; |||IJ |LT L |I”.#I|ILI.|| h"[fh' ki - -

Rys.4. Wykres reszt @ — " [rad/s]

ot [rad/s?]

s0n
a0n

o0

o 0.3 [N ) a.& 1 t[S]
Rys. 5. Wykres pochodnej @°
Tabela 1.
Zestawienie wynikow pomiaréw predkosci katowej
¢ pomiarl. | pomiar2. | pomiar3. | pomiar4.
k ~ ~ ~ ~
w(t,) | o) |o) | o)
0.00 [0.00 0.00 [0.00 [0.00
0.002 |0.60 0.18 |0.18 |0.36
0.004 0.64 0.49 1.23 0.40
0.006 |[1.79 |0.85 |0.66 |[1.68
0.008 |1.43 |1.40 [1.87 [1.43
0.010 |2.29 2.07 1.72 2.17
1.000 |122.34|122.16|122.86|122.17
1.002 |123.19]121.65|123.18|122.59
1.004 |121.28|122.22|121.54|121.87
1.006 |122.11|122.41|121.16|121.84
1.008 |121.07|121.68|122.58|122.02
1.010 |121.23(121.96|121.99|121.85
1.490 |102.43|102.20[102.68|102.71
1.492 [103.07|102.42|103.53|102.53
1.494 |103.48|102.91[102.76|103.67
1.496 [102.77|102.92[102.22|102.02
1.498 [102.12(102.29|102.04 |102.56
1.500 [102.50(102.90|103.50|102.75
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Do oceny poprawnosci modelu zastosujemy test
sprawdzajacy czy reszty modelu podlegaja
autokorelacji pierwszego rz¢du. W tym celu musimy
zweryfikowac hipoteze moéwiaca, ze wspotczynnik
autokorelacji jest réwny zero. Ma ona postac:
H,: p=0. Do weryfikacji posluzymy si¢ testem
von Neumanna [4]:
na podstawie n reszt e, modelu, obliczamy wartos¢

statystyki Q okreslonej wzorem

ny (e, —e )
0=
(n— 1)2 e
t=1
Wartos¢ statystyki QO poréwnujemy z krytyczna
warto$cia Q, , taka, ze zachodzi P(Q<Q0,)=«.
Sposéb weryfikacji hipotezy zalezy od hipotezy

alternatywnej, a posta¢ jej wskazuje nam znak
estymatora o . Gdy p >0, to testujemy hipotezy

H, :p=0; H:p>0
Dla liczby obserwacji n > 60 statystyka Q ma

2 f4
asymptotyczny rozktad normalny N nl’ —
n-— n

Jezeli obliczona warto$¢  Q spelnia nieréwnosé
0 <Q,,to hipotezg H, odrzucamy, tzn. wystepuje
autokorelacja sktadnikow losowych e, modelu.
Otrzymanie nieréwnosci QO >0, ,nie powoduje
odrzucenia hipotezy H, o braku autokorelacji
btedow losowych. Mozna wtedy przyjaé, ze dane
pomiarowe sa dobrze opisane za pomoca
hiperbolicznych funkcji sklejanych.

Dla zilustrowania doktadnosci opisu przebiegu
predkosci katowej silnika przeprowadzimy analizg¢
pierwszym przedziale czasu 7e€[0,0.1][s]. Dane
pomiarowe @(¢,)z tego przedzialu czasowego,
warto$ci  @(t,) obliczone z modelu oraz wartosci
reszt e, =a(t,)—w(t,) zawiera tabela 2. oraz

rysunki (6)-(7).

w'[radss]

17.5
15
175

10

tls]

0_nzs 008 0.078 0.1 0_125 0.1s

Rys. 6. Warto$ci pomiarowe @(¢, ) . Linia ciagta

oznacza wyznaczony z modelu przebieg predkosci
katowej

b-w” [radis]

J

UAV[\/}VQWW]S\V/\\/QJ\V\WV \/An\/ﬂ\“\/“v/n\vf\s tl=]

Rys. 7. Wykres reszt e, = a(t,) - @(1,)

Tabela 2. Zestawienie danych pomiarowych

i wyznaczonych z modelu

I @) | )
0.000 0.0 0.00 0.00
0.002 1.18 0.39 0.79
0.004 0.49 0.76 -0.27
0.006 0.85 1.12 -0.27
0.008 1.40 1.47 -0.07
0.010 2.07 1.81 0.26
0.012 1.82 2.13 -0.31
0.014 2.96 2.45 0.51
0.016 3.02 2.75 0.27
0.018 3.44 3.04 0.40
0.020 3.90 3.32 0.58
0.022 3.46 3.58 -0.12
0.024 4.00 3.84 0.16
0.026 4.59 4.09 0.50
0.028 4.73 4.32 0.41
0.030 3.23 4.55 -1.32
0.032 4.07 4.77 -0.70
0.034 4.73 497 -0.24
0.036 5.16 5.17 -0.01
0.038 4.68 5.36 -0.68
0.040 4.98 5.54 -0.56
0.042 5.73 5.71 0.02
0.044 5.79 5.87 -0.08
0.046 5.46 6.02 -0.56
0.048 6.05 6.17 -0.12
0.050 5.39 6.31 -0.92
0.052 6.19 6.44 -0.25
0.054 7.68 6.56 1.12
0.056 6.98 6.67 0.31
0.058 6.29 6.78 -0.49
0.060 6.52 6.88 -0.36
0.062 6.89 6.98 -0.09
0.064 7.54 7.06 0.48
0.066 8.13 7.15 0.98
0.068 7.06 7.22 -0.16
0.070 6.79 7.29 -0.50
0.072 6.19 7.35 -1.16
0.074 7.98 7.41 0.57
0.076 8.36 7.47 0.89
0.078 8.13 7.51 0.62
0.080 7.78 7.56 0.22
0.082 7.28 7.60 -0.32
0.084 7.41 7.63 -0.22
0.086 8.89 7.66 1.23
0.088 7.30 7.69 -0.39
0.090 7.88 7.71 0.17
0.092 7.51 7.73 -0.22
0.094 7.08 7.75
0.096 7.77 7.76 -0.67
0.098 7.48 7.77 0.01
0.100 7.92 7.78 -0.29
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Obliczenia dla powyzszych danych sg nastepujace:
D (e, —e,,)* =25.10800,

=2
n

D e’ =15.07170,
=2

0 =1.69990,

n =250
Dla poziomu istotnosci & =0.05 wartos¢ krytyczna
Q,=1.57695. Poniewaz zachodzi nieréwnos¢

0=1.69990 >0, =1.57695 wigc nie ma podstaw

do odrzucenia  hipotezy, ze  wspolczynnik
autokorelacji p =0, to znaczy nie wystgpuje istotna

autokorelacja. Mozna zatem uzna¢ za prawidlowe
oszacowanie danych pomiarowych hiperbolicznymi
funkcjami sklejanymi.

4. UWAGI 1 WNIOSKI

Zaleta podanego algorytmu jest to, ze dane
pomiarowe nie musza by¢ rejestrowane w chwilach
réwnoodleglych. Natomiast dla weztow
réwnoodleglych algorytm interpolacji przyjmuje
prostsza postac.

Interpolujaca funkcja sklejana ma postac (14),
gdzie

M, M., M, 1
a, =Y, == au:(y,fl_y;_ 2 + 2)_’
o o o’ h

_ Me" - M M -Me”

i-1

a, = > a; . :

“  20’sinhoh " 20’sinhoh
Natomiast macierze uktadu (13) przedstawiaja si¢
nastegpujaco:

U v o0 e e e 0
v 2u v 0 e e 0
0 2 0 0
A % uov ,
0 0 v 2u v
L v.ooH]
[ Y=Y, { ]
== y'(r,)
f h
0 y2_2y|+yo
M, h
M y3_2yz+y1
M= " | G= h ,
M, Yo =2 Y
M, h
- N Yy =V '
— X TV (¢
I ; y(.v)_
oraz
_ sinhoh — oh _ o’hcoshah —sinh oh
c’hsinhoh o’ hsinh oh ’

iel,_N

Wielomiany interpolacyjne, chociaz przechodza
przez opisane zbiory punktow wykazuja znaczne
oscylacje. Oscylacje te mozna zmniejszy¢ poprzez
zastosowanie wielomianowych funkcji sklejanych
w szczegolnosei wielomianowych funkcji
sklejanych trzeciego stopnia. Niedostatki
wielomianowych  funkcji  sklejanych ~ mozna
wyeliminowa¢  stosujac  hiperboliczne  funkcje
sklejane. W wielu przypadkach funkcje te pozwalaja
na uzyskanie doktadniejszych wynikéw. Dotyczy to
gtéwnie wygladzenia danych pomiarowych oraz
rozwiazywania rdwnan rozniczkowych.

Mozna wykaza¢ [5], ze najlepsze wyniki
uzyskuje si¢ przy zastosowaniu takiego o, aby
oh=1.
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