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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono algorytm s u cy do opisu estymatorów parametrów 

niestacjonarnych procesów losowych. Do opisu sygna ów wykorzystano hiperboliczne funkcje 

sklejane.

 S owa kluczowe: hiperboliczne funkcje sklejane 

DESCRIPTION OF SIGNALS BY MEANS OF HYPERBOLIC SPLINES  

Summary 

There is presented the algorithm designed for description of estimators of parameters non-

stationary random processes. The hyperbolic splines are used to describe the signals. 

Keywords: hyperbolic splines   

1. WST P

Do opisu sygna ów wykorzystamy poj cie

procesu stochastycznego z ustalon   przestrzeni

probabilistyczn , przestrzeni zdarze

elementarnych  z okre lon  na niej rodzin

podzbiorów 
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Niech  oznacza zbiór  liczb 

rzeczywistych  lub zbiór w tym przedziale zawarty. 

Zbiór b dziemy interpretowali jako zbiór chwil. 

T ),0[:R

T
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losow  (procesem stochastycznym) je li

RT:X

FxtXRxTt }),(:{ .

Proces stochastyczny ),(tXX  jest funkcj

dwóch zmiennych t oraz .

Dla ka dego ustalonego t  funkcja ),(tXX

rozwa ana jako funkcja argumentu  jest zmienn

losow . Dla ustalonego t  przyjmiemy zapis 
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t

. Zatem proces stochastyczny mo na

traktowa  jako rodzin  zmiennych losowych 
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. Natomiast dla ustalonego zdarzenia 

elementarnego  i ka dego t

przyjmiemy . Funkcja  okre lona 

w zbiorzeT  nie ma ju  charakteru losowego. 

Nazywamy j realizacj  procesu stochastycznego 
.
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X

Tak wi c proces stochastyczny mo na traktowa

jako rodzin  realizacji zale n  od parametru .

W zastosowaniach praktycznych wyznaczenie 

rozk adów procesu stochastycznego jest 

zagadnieniem skomplikowanym. Innym sposobem 

opisu procesu losowego jest podanie jego 

charakterystyk. W pracy ograniczymy si   tylko 

momentów rz du pierwszego i drugiego. 

Szczególnie wa n  rol  spe nia moment rz du

pierwszego nazywany warto ci  przeci tn  procesu. 

Warto ci  przeci tn  procesu stochastycznego 

 nazywamy funkcj , której warto ci

równe s  warto ciom oczekiwanym zmiennych 

losowych przyporz dkowanych odpowiednim 

chwilom: 
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 hiperbolicznymi funkcjami sklejanymi. 

2. ALGORYTM INTERPOLACJI ZA POMOC

HIPERBOLICZNYCH FUNKCJI 

SKLEJANYCH

Niech  b dzie liniowym operatorem 

ró niczkowym postaci 
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Definicja 1.

Funkcj klasy nazywamy 

funkcj  sklejan  z defektem 
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warunków. Zatem interpolacyjne funkcje zale

od dwóch parametrów, wobec czego nak adamy na 

nie dwa dodatkowe warunki. Wybór tych warunków 

zale y zarówno od w asno ci funkcji  i od 

posiadanej informacji o tej funkcji. 
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Z powy szych równo ci otrzymujemy:  
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Jest to równa  dla  momentów. Dwa 
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Uwzgl dniaj c (11) i (12) otrzymujemy uk ad
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Poniewa  macierz tego uk adu jest macierz

trójdiagonaln , zatem jego rozwi zanie wymaga 

niewielkiej ilo ci dzia a  arytmetycznych [3]. 
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mo na przedstawi  w postaci: 

,,1,,

,)()(

1

01

)(

2

)(

3

Nittt

attaeaeats

ii

iii

tt

i

tt

iL

ii

   (14) 

gdzie: 

.
sinh2

,
sinh2

,
1
)(,

2

1

32

1

2

22

1

1120

i

h

ii

i

i

i

h

i

i

i

ii

iii

I

ii

h

eMM
a

h

MeM
a

h

MM
yya

M
ya

ii

       Posta  ta umo liwia atwe wyznaczenie 
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Wyprowadzone wzory maj  du e znaczenie 

w obliczeniach numerycznych, poniewa  znacznie 

skracaj   czas oblicze .

3. PRZYK AD NUMERYCZNY 

Dla przyk adu numerycznego dokonano 

pomiarów m przebiegów pr dko ci k towej   

Nkttt
tmtt

,0),(~,),(~),(~
21

wirnika obcowzbudnego silnika pr du sta ego,

rejestruj c warto ci co 0.1 s. Warto ci pomiarów 

przedstawiono na rys.1. Tabela 1. zawiera cztery 

pomiary pr dko ci k towej . 

Rys. 1. Pomiary pr dko ci k towej ,,1,~ mlt
kl

w

chwilach ]5.1,0[
k
t

Rys. 2. Warto ci oczekiwane wyznaczone 

z realizacji przebiegów w chwilach 

15,0,1.0
0

kktt
k

Do opisanego algorytmu opisuj cego przebiegi 

napisano program komputerowy w j zyku Turbo 

Pascal wersji 5.0. Program ten wykorzystano do 

wyznaczenia estymatora warto ci przeci tnej 

pr dko ci k towej w przedziale obserwacji. 

Zaproksymowany przebieg pr dko ci k towej 

wirnika przedstawia rys.2. 

)(ˆ t

Rys. 3. Zaproksymowany przebieg pr dko ci

k towej wirnika na podstawie pomiarów 

przedstawionych na rys.1 

)(t

Rys.4. Wykres reszt  rad/s][~

Rys. 5. Wykres pochodnej *

                                                                   Tabela 1. 

Zestawienie wyników pomiarów pr dko ci k towej 

k
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k
t

pomiar2. 
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k
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pomiar4. 
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k
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0.00

0.002

0.004

0.006

0.008

0.010

.....

1.000

1.002

1.004

1.006

1.008

1.010

.....

1.490

1.492

1.494

1.496

1.498

1.500

0.00

0.60

0.64

1.79

1.43

2.29

......

122.34

123.19

121.28

122.11

121.07

121.23

......

102.43

103.07

103.48

102.77

102.12

102.50

0.00

0.18

0.49

0.85

1.40

2.07

......

122.16

121.65

122.22

122.41

121.68

121.96

......
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102.42

102.91

102.92

102.29
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1.87
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......
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......
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......
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Do oceny poprawno ci modelu zastosujemy test 

sprawdzaj cy czy reszty modelu podlegaj

autokorelacji pierwszego rz du. W tym celu musimy 

zweryfikowa  hipotez  mówi c , e wspó czynnik 

autokorelacji jest równy zero. Ma ona posta :
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H . Do weryfikacji pos u ymy si  testem 

von Neumanna [4]: 

na podstawie n reszt 
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 Warto  statystyki Q porównujemy z krytyczn

warto ci  , tak , e zachodzi  Q )( QQP .

Sposób weryfikacji hipotezy zale y od hipotezy 

alternatywnej, a posta  jej wskazuje nam znak 

estymatora ˆ . Gdy ˆ >0, to testujemy hipotezy 
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Dla liczby obserwacji  statystyka Q  ma 

asymptotyczny rozk ad normalny 
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Je eli obliczona warto spe nia nierówno

to hipotez  odrzucamy, tzn. wyst puje

autokorelacja sk adników losowych modelu. 

Otrzymanie nierówno ci nie powoduje 

odrzucenia hipotezy  o braku autokorelacji 

b dów losowych. Mo na wtedy przyj , e dane 

pomiarowe s  dobrze opisane za pomoc

hiperbolicznych funkcji sklejanych. 
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        Dla zilustrowania dok adno ci opisu przebiegu 

pr dko ci k towej silnika przeprowadzimy analiz

pierwszym przedziale czasu . Dane 

pomiarowe 
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 zawiera tabela 2. oraz 

rysunki (6)-(7). 

Rys. 6. Warto ci pomiarowe )(~
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t . Linia ci g a

oznacza wyznaczony z modelu przebieg pr dko ci

k towej 

Rys. 7. Wykres reszt )(ˆ)(~
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Tabela  2. Zestawienie danych pomiarowych  

i wyznaczonych z modelu
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  0.000 

  0.002 

  0.004 

  0.006 

  0.008 

  0.010 

  0.012 

  0.014 

  0.016 

  0.018 

  0.020 

  0.022 

  0.024 

  0.026 

  0.028 

  0.030 

  0.032 

  0.034 

  0.036 

  0.038 

  0.040 

  0.042 

  0.044 

  0.046 

  0.048 

  0.050 

  0.052 

  0.054 
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  0.058 
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  0.076 
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Wielomiany interpolacyjne, chocia  przechodz

przez opisane zbiory punktów wykazuj  znaczne 

oscylacje. Oscylacje te  mo na zmniejszy  poprzez 

zastosowanie wielomianowych funkcji sklejanych 

w szczególno ci wielomianowych funkcji 

sklejanych trzeciego stopnia. Niedostatki 

wielomianowych funkcji sklejanych mo na

wyeliminowa  stosuj c hiperboliczne funkcje 

sklejane. W wielu przypadkach funkcje te pozwalaj

na uzyskanie dok adniejszych wyników. Dotyczy to 

g ównie wyg adzenia danych pomiarowych  oraz 

rozwi zywania równa  ró niczkowych. 

Mo na wykaza  [5], e najlepsze wyniki 

uzyskuje si  przy zastosowaniu takiego , aby 
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