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Streszczenie

Przedmiotem niniejszej pracy jest analiza dynamiki wirówki ACWW1000 prowadzona pod 

k tem interpretacji uzyskanego w trakcie bada  diagnostycznych urz dzenia widma amplitudowo-

cz stotliwo ciowego, ujawniaj cego wyra ny wzrost drga  maszyny przy cz stotliwo ci

obrotowej 29Hz. Istnieje przypuszczenie, e eksploatacyjna pr dko  obrotowa wirówki jest bliska 

pr dko ci krytycznej przy której mo e pojawi  si  precesja przeciwbie na i towarzysz ca jej 

niestabilno  ruchu.

S owa kluczowe: drgania w asne, stabilno  ruchu, niewywa enie wirnika 

THE NUMERICAL MODELING OF THE VERTICAL ROTOR DYNAMICS 

ON THE EXAMPLE OF ACWW1000 CENTRIFUGE 

Summary 

An object of the present work is the analysis of the ACWW1000 centrifuge dynamics, led 

with the aim of the interpreting an amplitude-frequency spectrum, obtained during system 

diagnostic’s examinations, revealing a meaningful increase of system’s vibrations in the 

rotational frequency 29Hz. There is an supposition, that an operating rotational speed of the 

centrifuge is near to the critical speed at which there appears a backward precession and a motion 

instability.

Keywords: natural vibrations, bearing diagnostic, unbalance of the rotor 

1.  WST P

Podatno  wirnika zale y zarówno od 

sztywno ci wa u i tarczy jak te  od sztywno ci

w z ów o yskowych. O ile np. 

w szybkoobrotowych mieszad ach, z uwagi na 

smuk o  wa u, mo na spodziewa  si  pojawienia 

si  precesji wywo anej synchroniczn  si

bezw adno ci, o tyle w wi kszo ci maszyn 

przep ywowych dominuj ce znaczenie dla 

wyst powania ruchu precesyjnego ma sztywno

w miejscach o yskowania wa u, b d  te  sztywno

korpusu maszyny oraz jej posadowienia. 

Zagadnienia zwi zane z badaniem stateczno ci

ruchu wirników by y w przesz o ci przedmiotem 

analiz wielu badaczy [1,2]. Warunki sprzyjaj ce

pojawianiu si  precesji przeciwbie nej upatrywano 

w oporach tarcia b d  te  si ach osiowych 

dzia aj cych na wirnik w trakcie jego ruchu [3]. 

Dzisiejszy stan wiedzy na ten temat pozwala nie 

tylko na okre lenie zakresów mo liwych pr dko ci

obrotowych pomi dzy pr dko ciami krytycznymi, 

zdeterminowanymi sztywno ci o yska 

w kierunkach prostopad ych, lecz równie  na 

stwierdzenie, e jest mo liwy stan, w którym cz

wirnika podlega precesji wspó bie nej, podczas gdy 

inna sekcja kr y przeciw bie nie wzgl dem 

kierunku obrotu tarczy [4].  

Przedmiotem niniejszej pracy jest analiza 

dynamiki wirówki ACWW1000 prowadzona pod 

k tem interpretacji uzyskanego w trakcie bada

diagnostycznych wirówki [5] widma amplitudowo-

cz stotliwo ciowego ujawniaj cego wyra ny wzrost 

drga  maszyny przy cz stotliwo ci obrotowej 29Hz.  

2.  MODELOWANIE WIRNIKA 

Wirówka ACWW1000 u ywana w przemy le

cukrowniczym jest newralgicznym elementem linii 

technologicznej krystalizacji cukru. Widok wn trza

urz dzenia przedstawia rys. 1. D ugo  wa u, na 

którym osadzony jest b ben wynosi 1200 mm a jego 

rednica maksymalna 70 mm. Eksploatacyjna 

pr dko  wirowania wynosi 1800 obr/min.  

Charakterystyka amplitudowo-

cz stotlliwo ciowa drga  wirnika zosta a

zobrazowana na rys. 2. Pomiarów przemieszcze  [5] 

osi wa u dokonano za pomoc  czujników 

wiropr dowych przy pr dko ci znamionowej 

maszyny (rys. 3). 
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Rys.1. Wygl d wn trza wirówki 

ACWW1000 

Problem drga  w asnych  wirnika wirówki 

ACW1000 by  przedmiotem rozwa a  w pracy [6]. 

Okazuje si , e klasyczny model Greena-Stodoli na 

którym oparto rozwi zanie numeryczne nie dawa

wyników zgodnych z uzyskanymi w trakcie bada

rzeczywistego obiektu. Tym bardziej godne uwagi 

wydaje si  podej cie zastosowane w pracy [7], które 

doprowadzi o autorów do poprawnych rozwi za

pomimo, e zastosowano prostszy model ni

przyj ty w [6] a sztywno  podparcia nie zosta a w 

ogóle uwzgl dniona. 
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Rys.2. Charakterystyka amplitudowo-

cz stotliwo ciowa drga  wirówki [5] 

1 – 29.5Hz 

Rys. 4 przedstawia postaci gi tne drga

w asnych wirnika odpowiadaj ce cz stotliwo ciom 

15.7Hz oraz 29.0Hz. Jest rzecz  interesuj c , e

cz stotliwo  29Hz pokrywa si  z obserwowan  na 

widmie A-C dominuj c  amplitud  drga

odpowiadaj c  cz stotliwo ci wymuszenia. 

Oznacza oby to, e cz stotliwo  obrotowa 

wirnika znajduje si  blisko obszaru rezonansu, 

a wi c jest bardzo niekorzystna. Pewne w tpliwo ci

mo e budzi  fakt, e zgodno  ta dotyczy warunków 

za o onej niesko czenie du ej sztywno ci

podparcia, chocia  rzeczywisty sposób 

o yskowania tych warunków nie zapewnia. [8]. 

Rys.3. Trajektoria ruchu rodka czopa wa u

wirnika

A B

Rys. 4. Dwie pierwsze postacie drga  gi tnych 

wirnika wirówki. A-15.7Hz, B-29.0Hz

Poniewa rednica wa u (70 mm) czyni go 

znacz co sztywnym w porównaniu ze sztywno ci

podparcia, nale y s dzi , e jego odkszta cenie jest 

nieporównywalnie ma e wobec przemieszcze

spowodowanych podatno ci  uk adu o yskowania. 

wiadczy o tym równie  fakt wyst powania 

wyra nych kolejnych harmonicznych cz stotliwo ci

obrotowej. Przy czym krotno ci parzyste wi za

nale y z drganiami poprzecznymi, natomiast 

nieparzyste z drganiami o charakterze skr tnym 

[11]. 

3. ANALIZA NUMERYCZNA DYNAMIKI 

WIRNIKA

Dla celów analizy numerycznej zastosowano 

model, którego geometria jest zbli ona do 

rzeczywistych kszta tów i wymiarów badanego 

obiektu.  

Na rys. 5 przedstawiono sposób modelowania 

podparcia wirnika. Przyj to, e sztywno  sprz g a

zast pionego przegubem kulistym jest w bardzo 

du a w kierunku osi 0z, natomiast w kierunku osi 0y 

oraz 0x bardzo ma a w porównaniu ze sztywno ci

o ysk. 
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Rys. 5. Sposób podparcia wirnika 

z zaznaczeniem sztywno ci i t umienia 

Równania ruchu wirnika podpartego 

w o yskach wyrazimy nast puj co:
ts FFKqqCqM     (1) 

gdzie: M – macierz bezw adno ci, C – macierz 

t umienia, K – macierz sztywno ci wirnika, Fs jest 

si  oddzia ywania o yska na wa ,

jiF mymx
s
m vkuk     (2) 

natomiast Ft si  t umienia w o ysku 

jiF mymx
t
m vcuc     (3) 

Indeks m identyfikuje w ze  elementu sko czonego

zwi zanego z o yskiem. 

Elementy spr ysto-t umi ce u yte do 

modelowania o ysk charakteryzuj  ich 

asymetryczn  sztywno  [9]: 

mmNEkk xx /45.221 ,

,mmNEkk yy /43.421

oraz t umienie: 

.Ns/mm 112211 Ecccc yxyx

Obliczone cz stotliwo ci drga  w asnych wirnika 

przy pr dko ci znamionowej wynosz : 18.91Hz oraz 

28.17Hz. Ich postaci zobrazowane s  na rys. 6. 

A B

Rys. 6. Postaci drga  w asnych odpowiadaj ce

cz stotliwo ciom rezonansowym A- 18.85Hz, 

B- 28.15Hz 

Analiza widma amplitudowo-cz stotli-

wo ciowego uzyskanego w trakcie rozbiegu wirówki 

(rys.7) oraz trajektoria ruchu wirnika (rys.3) sk ania

do podejrze , e cz stotliwo  obrotowa wirówki 

(rys. 7 punkt 3) znajduje si  powy ej drugiej 

cz stotliwo ci krytycznej oznaczonej na rys. 7 jako 

punkt 2. 

Oznacza to, e wirówka ka dorazowo podczas 

rozbiegu, jak równie  wybiegu przechodzi przez 

stref  rezonansu doznaj c w obszarze pomi dzy 

pierwsz  i drug  pr dko ci  krytyczn  (rys. 7 punkty 

1 oraz 2), w warunkach precesji przeciwbie nej,

zmian napr e  o cz stotliwo ci równej podwojonej 

cz stotliwo ci wirowania. 
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Rys. 7. Charakterystyka amplitudowo-cz stotli- 

wo ciowa drga o yska podczas rozbiegu 

wirówki: 1- 19Hz, 2- 27.75Hz, 3- 29.5Hz 

Przyj ty cykl rozbiegu wirówki zosta

zilustrowany na rys. 8.  

Rys. 8. Zmiany pr dko ci k towej wirnika 

w funkcji czasu w trakcie rozbiegu 

Za o ono w nim, e po czasie ~0.5s pr dko

obrotowa osi ga znamionow  warto  1800obr/min. 

Na wielko  amplitudy drga  wirnika ma wp yw 

niewywa enie, które modelowano w postaci dwóch 

mas skupionych m1 oraz m2 (m1=m2=30g) ka da,

przesuni tych wzgl dem siebie o k t
2

. Masy te 

po o one s  na promieniu r=530mm. 

Rys. 9 oraz rys. 11 przedstawiaj  uzyskane 

przebiegi czasowe przemieszcze o ysk wirówki 

odpowiednio o mniejszej (o  0x) oraz o wi kszej

sztywno ci (o  0y). W obu przypadkach wyra nie 

zarysowany jest obszar drga  odpowiadaj cy

przechodzeniu przez rezonans. 
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Rys. 9. Przebieg czasowy drga o yska 

w kierunku 0x 

Rys. 10. Charakterystyka amplitudowo-

cz stotliwo ciowa drga  wirnika w kierunku 

osi 0x 

Amplitudy drga  w cz stotliwo ci obrotowej 

wirnika (rys. 10, rys. 12) s  porównywalne 

z warto ci  uzyskan  w trakcie bada  (rys. 2), co 

wiadczy o poprawno ci danych odno nie 

sztywno ci i t umienia o ysk oraz wielko ci

niewywa enia uk adu.

Trajektoria ruchu rodka masy modelu wirnika 

(rys. 12) w zakresie ruchu ustalonego (2) zbli ona

jest do rzeczywistej wyznaczonej na podstawie 

wyników pomiarów. Precesja przy tej cz stotliwo ci

obrotowej ma charakter wspó bie ny, 

synchroniczny. Wniosek taki wyp ywa to m.in. 

z analizy diagramu Campbella (rys. 14). Ruch 

precesyjny wirnika w obszarze oznaczonym jako 1

jest precesj  wspó bie n .

Rys. 11. Przebieg czasowy zmian wychylenia 

osi wirnika w kierunku 0y 

Rys. 12. Charakterystyka amplitudowo-

cz stotliwo ciowa drga  wirnika

w kierunku osi 0y 

Pierwsza pr dko  krytyczna rozdzielaj ca

obszary nazwane 1 oraz 2 zmniejsza swoj  warto

przy wzro cie pr dko ci wirowania. Jest to zjawisko 

charakterystyczne dla strefy przej cia precesji 

wspó bie nej w przeciwbie n . Efekt odwrotny ma 

miejsce przy cz stotliwo ci obrotowej bliskiej 

drugiej cz stotliwo ci rezonansowej. Po jej 

przekroczeniu, w obszarze z indeksem 3 znów 

mamy do czynienia z precesj  wspó bie n .

2
1

Rys. 13. Trajektoria ruchu rodka masy wirnika 

1 - rozbieg 2 – ruch ustalony 

Sposób odpowiedzi rezonansowej uk adu bardzo 

dobrze odzwierciedla charakterystyka Bodego. Jej 

cz  amplitudow  przedstawia rys. 15, natomiast 

fazow  rys. 16. 

Rys. 14. Diagram Campbella 
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Na obu wykresach cz stotliwo  jest w skali 

logarytmicznej , natomiast amplituda wyra ona jest 

w (dB) zgodnie z zale no ci

jHdBG 10log20)(     (4) 

Przy czym jH  jest odpowiedzi  uk adu

w dziedzinie cz stotliwo ci.

1

2

Rys. 15. Charakterystyka amplitudowa 

Bodego przemieszcze o ysk wirnika 

1 – kierunek 0x. 2 – kierunek 0y 

1

2

Rys. 16. Charakterystyka fazowa Bodego 

drga o ysk wirnika 

1 – kierunek 0x, 2 – kierunek 0y 

4. STABILNO  RUCHU 

Po o enie na p aszczy nie zespolonej 

pierwiastków zagadnienia na warto ci w asne,

wykazuje niestabilno  drga  wirnika przy 

pr dko ci obrotowej bliskiej pierwszej pr dko ci

krytycznej, natomiast przy drugiej pr dko ci

krytycznej ruch wirnika jest stabilny  

Zgodnie z przypuszczeniami, precesja 

przeciwbie na obni a cz sto ci w asne drga

wirnika czyli destabilizuje uk ad, natomiast wp yw 

precesji wspó bie nej jest odwrotny i prowadzi do 

stabilizacji ruchu wirnika. Efekt ten matematycznie 

wynika wprost z istoty macierzy yroskopowej [10], 

która jest sk adnikiem globalnej macierzy t umienia 

C wyst puj cej w równaniu (1). 

1

2

Rys. 16. Po o enie na p aszczy nie zespolonej 

pierwiastków zagadnienia 

na warto ci w asne  drga  wirnika 

1 – drgania niestabilne, 2 – drgania stabilne 

21

Rys. 18. Obraz na p aszczy nie fazowej drga

wirnika w kierunku osi 0x  

1 – obszar zmiennej pr dko ci obrotowej,  

2 – obszar ruchu ustalonego 

D enie uk adu do osi gni cia stanu stabilno ci

jest widoczne na rys. 18 oraz rys.20 

przedstawiaj cych trajektorie fazowe drga o ysk 

podczas rozbiegu wirnika (1) oraz przy ustalonej 

pr dko ci obrotowej (2). Mapa Poincare’ (rys.19, 

rys.21) daje wyra ny obraz stabilizacji zarówno 

okresu drga  jak te  amplitud przemieszczenia 

i pr dko ci po przekroczeniu drugiej pr dko ci

krytycznej.

1

Rys. 19. Mapa Poincare’ drga  wirnika

w kierunku osi 0x. 1 – obszar ustalonej 

pr dko ci obrotowej wirnika 
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2

1

Rys. 20. Obraz na p aszczy nie fazowej drga

wirnika w kierunku osi 0y 

1 – obszar zmiennej pr dko ci obrotowej, 

2 – obszar ruchu ustalonego 

1

Rys. 21. Mapa Poincare’ drga  wirnika

w kierunku osi 0y 

1 – obszar ustalonej pr dko ci obrotowej 

wirnika

5. WNIOSKI 

Z przedstawionej analizy wynika, e istnieje 

du a zgodno  mi dzy wyniki modelowania 

numerycznego ruchu wirówki a rezultatami 

otrzymanymi w trakcie jej bada . Pozwala o ta 

zinterpretowa  przyczyny wysokiego poziomu drga

wirnika jak równie  przewidzie  jej zachowanie 

przy ewentualnej zmianie parametrów 

eksploatacyjnych.

Trajektoria ruchu wirnika (rys.3) jest 

charakterystyczna dla uk adu o asymetrycznej 

sztywno ci podparcia. Bardzo prawdopodobnym jest 

fakt, e równie  sztywno ci obydwu o ysk w tych 

samych kierunkach nie jest jednakowa. W widmie 

(rys.7) widoczne s  amplitudy drga

o cz stotliwo ciach 23-24Hz. zwi zane z drganiami 

innych elementów maszyny. Przypadków tych nie 

uwzgl dniono w modelu, który z zamierzenia jest 

bardzo prosty, chocia  jak pokazuj  wyniki analiz 

stosunkowo wiernie odzwierciedla zachowanie 

uk adu.

Fakt, e eksploatacyjna cz stotliwo  obrotowa 

wirnika znajduje si  blisko górnej granicy 

niestateczno ci, oznacza, e ka de jej zmniejszenie 

spowodowane wzrostem oporów ruchu spowoduje 

pogorszenie warunków pracy urz dzenia. Podobny 

efekt wyst pi przy zmniejszeniu sztywno ci uk adu

przy np. wzro cie luzu w o yskach w wyniku ich 

post puj cego zu ycia.
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