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Streszczenie

W opracowaniu przedstawiono zastosowanie metody elementów brzegowych (MEB) do 

wyznaczania sztywno ci zaz bienia kó . Dokonano analizy wp ywu rozwoju p kni cia

zm czeniowego z ba na zmiany sztywno ci zaz bienia. Otrzymane wyniki bada  wykorzystano w 

modelu diagnostycznym do wykrywania uszkodze  z bów kó .

S owa kluczowe: metoda elementów brzegowych, p kni cie stopy z ba, symulacja komputerowa 

THE SIMULATION THE DEVELOPMENT OF CRACK TOOTH OF WHEEL  

WITH BEM IN INVESTIGATIONS DIAGNOSTIC GEARS 

Summary 

Application of the Boundary Elements Method (BEM) in the numerical analysis of the stiffness 

of meshing has been presented in the paper. The analyses of influence of development of the 

fatigue crack in a gear tooth root were executed in modification the stiffness of teeth of wheels. 

The got results use in diagnostic model fault tooth wheel. 

Keywords: boundary elements method, crack in a gear tooth root, computer simulation  

1. WPROWADZENIE  

W diagnozowaniu stanu przek adni z batych obok 

bada  stanowiskowych wykorzystuje si  coraz 

powszechniej badania symulacyjne na podstawie 

zidentyfikowanych modeli przek adni.  

W diagnozowaniu stanu przek adni z batych obok 

bada  stanowiskowych wykorzystuje si  coraz 

powszechniej badania symulacyjne, których 

podstaw  stanowi  zidentyfikowane modele 

przek adni.  

Podczas bada  stanowiskowych poszukuje si

symptomów: wykruszenia z ba, p kni cia stopy 

z ba, czy te  zu ycia powierzchni roboczych z bów

przy za o eniu, e pozosta e elementy przek adni s

w dobrym stanie [1], jak i w przypadkach 

z o onych, gdy wyst puj  uszkodzenia innych jej 

elementów [2].  

 Zastosowanie bada  komputerowych umo liwia

przeprowadzanie symulacji dla ró nych za o e

geometrycznych, jak i eksploatacyjnych przek adni. 

Wykorzystanie w badaniach modelu symulacyjnego 

nabiera szczególnego znaczenia w przypadkach 

diagnozowania rozwoju p kni cia stopy z ba

w obecno ci uszkodze o ysk tocznych przek adni, 

gdy  zjawisko to jest trudne do zbadania 

w warunkach stanowiskowych. Wykorzystany 

w badaniach model dynamiczny wymaga w tym 

przypadku przeprowadzenia bada  wst pnych, 

których celem jest wyznaczenie zmiany 

wypadkowej sztywno ci pary z bów wraz 

z rozwojem p kni cia stopy z ba.

  Sztywno  zaz bienia zale y od geometrii kó

z batych i w asno ci fizycznych ich materia ów.

Norma ISO/DIS 6336 okre la sztywno  zaz bienia 

jako stosunek si y normalnej do odkszta cenia

w znajduj cych si  w przyporze par z bów

o jednostkowej szeroko ci bezodchy kowej

przek adni. Odkszta cenia to jest wyznaczone 

w kierunku prostopad ym do zarysu z ba

w przekroju czo owym. Norma ISO/DIS 6336/1 

podaje mo liwe do wykorzystania metody 

wyznaczenia sztywno ci zaz bienia. Najdok adniej 

sztywno  zaz bienia mo na wyznaczy

wykorzystuj c metod  A, wed ug której nale y

w przeprowadzonej analizie uwzgl dni  wp yw 

wielu czynników. W metodzie tej mo na

wykorzysta  numeryczne metody oblicze , takie jak 

metoda elementów sko czonych (MES) lub metoda 

elementów brzegowych (MEB). W metodzie 

C natomiast po przyj ciu odpowiednich za o e

upraszczaj cych, przyjmuje si  sta e warto ci

sztywno ci zaz bienia. 

 W literaturze podane s  równie  inne 

uproszczone metody  wyznaczania sztywno ci

zaz bienia [3,4]. Przyk adowo ograniczeniem 

metody opisanej w [4] jest mo liwo  wyznaczenia 

warto ci sztywno ci zaz bienia tylko 

nieuszkodzonych z bów kó  z batych. W praktyce 

wa n  informacj  w diagnostyce kó  z batych s  np. 

zmiany sztywno ci zaz bienia spowodowane 

p kni ciem zm czeniowym z ba u podstawy.
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 W opracowaniu zastosowano do wyznaczenia 

sztywno ci zaz bienia kó  metod  elementów 

brzegowych. Celem przeprowadzonych oblicze  jest 

oszacowanie wp ywu rozwoju p kni cia

zm czeniowego z ba na zmiany sztywno ci

zaz bienia.

2. WYZNACZANIE SZTYWNO CI

ZAZ BIENIA PRZY POMOCY MEB 

  Wykorzystanie MEB w procesie projektowania 

i konstruowania kó  z batych pozwala na optymalny 

dobór cech konstrukcyjnych kó  z batych 

i narz dzia, ze wzgl du na wytrzyma o  na 

z amanie z bów, a tak e pozwala na ilo ciow  ocen

wp ywu zmian tych cech na wytrzyma o  [5]. 

  Wyznaczenie sztywno ci zaz bienia przy 

pomocy MEB z uwzgl dnieniem zagadnienia 

stykowego uwzgl dnia wszystkie czynniki 

wyst puj ce w kontakcie z bów kó  z batych. Takie 

pe ne podej cie do zagadnienia powoduje jednak 

trudno ci numeryczne oraz stosunkowo d ugi czas 

oblicze  numerycznych. Dlatego w pracy po 

wykonaniu szeregu eksperymentów numerycznych 

opracowano metod  uproszczon  pomijaj c

odkszta cenia stykowe opart  na za o eniach

podanych w pracy [4]. Po wygenerowaniu zarysu 

z ba z bnika i ko a wyznaczane s  odkszta cenia

w punktach przy o enia si y, a nast pnie zmiany 

sztywno ci pojedynczego z ba w funkcji promienia 

przy o enia si y osobno dla z bnika i ko a.

Nast pnie znaj c zmiany sztywno ci wzd u  linii 

przyporu pojedynczych z bów mo na wyznaczy

sztywno  zaz bienia jednej pary z bów

w dowolnym punkcie. Sztywno  zaz bienia jednej 

pary z bów stanowi podstaw  do wyznaczenia 

sztywno  zaz bienia w przyporze wieloparowym.  

Przyj ty w obliczeniach numerycznych sposób 

obci enia i podparcia z ba pokazano na rys. 1. 

Opracowany model numeryczny uwzgl dnia 

rzeczywisty kszta t z ba oraz odkszta cenie wie ca

ko a z batego. 

Rys. 1. Sposób obci enia i podparcia z ba

 W celu weryfikacji opracowanej 

uproszczonej metody wyznaczania sztywno ci

zaz bienia porównano wyniki oblicze

numerycznych z rezultatami bada  zamieszczonymi 

w literaturze [4]. W tym celu zamodelowano z by 

kó  o nast puj cych cechach geometrycznych: 

- liczba z bów z bnika z1=20,

- liczba z bów ko a z2=35,

- wspó czynnik korekcji z bnika x1=0.3,

- wspó czynnik korekcji ko a x2=0.1,

- modu  m=1,  

oraz przy za o eniu zarysu odniesienia  

- k t przyporu on=20
o,

- wysoko ci g owy narz dzia hao*=1.25,

- promie  zaokr glenia g owy narz dzia ao*=0.2.

   Wymiary wysoko ci hao* i promienia ao*

zaokr glenia g owy s  odniesione w stosunku do 

modu u ko a z batego.  

  Analizuj c warto ci sztywno ci zaz bienia 

wyznaczone metod  numeryczn  i wg pracy [4] 

stwierdzono ich zgodno  jako ciow  i ilo ciow .

Ró nice w otrzymanych wynikach s  spowodowane 

nieuwzgl dnieniem w obliczeniach numerycznych 

efektów kontaktowych (sp aszczenia powierzchni 

z bów). Ró nice odpowiednich warto ci nie 

przekraczaj  5%. 

3. WP YW ROZWOJU PEKNI CIA

ZMECZENIOWEGO Z BA NA ZMIANY 

SZTYWNOSCI ZAZ BIENIA

 Wykorzystuj c zaproponowan  metod

wyznaczania sztywno ci zaz bienia wykonano 

symulacje rozwoju p kni cia zm czeniowego stopy 

z ba. Wyznaczono sztywno  zaz bienia kó

o nast puj cych cechach geometrycznych:  

- liczba z bów z bnika z1=16,

- liczba z bów ko a z2=24,

- wspó czynnik korekcji z bnika x1=0.864,

- wspó czynnik korekcji ko a x2= -0.5,  

- modu  m=4.5, 

oraz przy za o eniu zarysu odniesienia  

- k t przyporu on=20
o,

- wysoko ci g owy narz dzia hao*=1.25,

- promie  zaokr glenia g owy narz dzia ao*=0.2.

  P kni cie z ba symulowano w badaniach 

modelowych poprzez podci cie stopy z ba zgodnie 

z rysunkiem 2.  

Rys. 2. Model z p kni ciem stopy z ba

  Przyjmowano kolejne warto ci d ugo ci

podci cia od 0 do 3 mm o parametrach podanych na 

rysunku 2. Miejscem inicjacji rozwoju szczeliny 
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zm czeniowej by  punkt maksymalnych napr e

w stopie z ba ko a (z2=24).

  Uzyskane zmiany wypadkowej sztywno ci

zaz bienia dla kolejnych wybranych warto ci

d ugo ci podci cia pokazano na rys. 3.  
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 Rys. 3. Zmiany wypadkowej sztywno ci zaz bienia 

w zale no ci od d ugo ci podci cia stopy z ba

  Na rysunku 4 pokazano procentowe zmiany 

sztywno ci zaz bienia w zale no ci od d ugo ci

p kni cia stopy z ba. Zmiany te okre lono 

w stosunku do warto ci sztywno ci zaz bienia bez 

podci cia

0,0%

5,0%

10,0%

15,0%

20,0%

25,0%

30,0%

35,0%

40,0%

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

po o enie  na linii prz yporu

p
ro

c
e

n
to

w
e

 z
m

ia
n

y
 s

z
ty

w
n

o
c

i

z
a

z
b

ie
n

ia
 

1 d o  0 2 d o  0 3 d o  0

Rys. 4. Procentowe zmiany wypadkowej  

sztywno ci zaz bienia 

4. SYMULACJE KOMPUTEROWE 

Badania symulacyjne zm czeniowego p kni cia

stopy z ba w obecno ci uszkodze o ysk tocznych 

przek adni przeprowadzono wykorzystuj c jako 

podstaw  zidentyfikowany model dynamiczny 

przek adni z batej w uk adzie nap dowym [6,7,8]. 

Model ten przedstawia uk ad sk adaj cy si

z elektrycznego silnika asynchronicznego, 

jednostopniowej przek adni z batej, maszyny 

roboczej, wa ów po rednich oraz sprz gie  [6].  

  W pierwszym etapie bada  przeprowadzono 

symulacje, których celem by o okre lenie wp ywu 

zmiany sztywno ci zaz bienia na struktur  czasowo-

cz stotliwo ciow  sygna u drganiowego wa u ko a.

Badania wykonano na ko ach o parametrach 

podanych w p.3, przy cz stotliwo ci obrotowej wa u

wynosz cej 30Hz. Przyj to nast puj ce odchy ki 

wykonania kó : f1=-7µm, f2=5µm, 

s1max=s2max=±4,8µm. W symulacjach za o ono trzy 

przypadki zmiany wypadkowej sztywno ci

zaz bienia wskutek p kni cia o warto ci: 12%, 24% 

i 36%. 

Do analiz sygna u drganiowego wykorzystano 

metod  oblicze  opart  o filtracj , u rednianie 

synchroniczne i rozk ad czasowo-cz stotliwo ciowy

Wignera-Ville’a prezentowan  przez autorów w [2].

Na rysunku 6 przedstawiono rozk ad Wignera-

Ville’a sygna u drganiowego wa u nieuszkodzonego. 

Charakterystyczne maksima wyst puj ce

w rozk adzie spowodowane s  tylko b dami 

wykonania kó  z batych. 

Rys. 6. Rozk ad WV – zaz bienie 

nieuszkodzone 

Rozk ady Wignera-Ville’a sygna ów

drganiowych przek adni, w której symulowano 

rozwój p kni cia stopy z ba, wykazuj  zmiany 

amplitudy w strefie przyporu z ba podci tego oraz 

z ba wchodz cego w przypór bezpo rednio po nim 

(rysunki 6 i 7). Zmiany rozk adu sygna u

drganiowego spowodowane 12% zmniejszeniem 

sztywno ci, posiadaj  bardzo ma  energi  i mog

by  interpretowane, jako zaburzenie spowodowane 

b dami wykonania kó .

P kni cie stopy z ba

Rys. 6. Rozk ad WV w przypadku p kni cia

stopy z ba powoduj ce 24% zmian  wypadkowej 

sztywno ci zaz bienia 
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Rys. 7. Rozk ad WV w przypadku p kni cia

stopy z ba powoduj ce 36% zmiana wypadkowej 

sztywno ci zaz bienia 

  Wyst puj ce na rysunkach 6 i 7 zmiany 

amplitudowo-fazowe b d ce symptomem 

zm czeniowego p kni cia stopy z ba maj  charakter 

zaburzenia szerokopasmowego, z lokalnymi 

maksimami. 

Uzyskane wyniki analizy wskazuj , e metoda 

Wignera-Ville’a sygna u drganiowego pozwala 

wykry  uszkodzenia z ba ko a wskutek jego 

podci cia.

5. PODSUMOWANIE 

  Zastosowanie metody elementów brzegowych 

umo liwia wyznaczenie zmian wypadkowej 

sztywno ci zaz bienia spowodowanej rozwojem 

p kni cia zm czeniowego z ba.

  Wst pne wyniki oblicze  wskazuj  na 

przydatno  zaproponowanej metody wyznaczania 

zmian wypadkowej sztywno ci zaz bienia do bada

symulacyjnych oceny wra liwo ci ró nych metod 

analizy sygna u drganiowego na uszkodzenia z bów.

  Dalsze badania obejm  symulacje p kni cia

zm czeniowego stopy z ba w obecno ci uszkodze

o ysk tocznych oraz ocen  mo liwo ci

diagnozowania stanu kó  z batych w tych 

przypadkach. 
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