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Streszczenie

Praca dotyczy nadzorowania drga  niestacjonarnych uk adów mechanicznych za pomoc

sterowania optymalnego przy energetycznym wska niku jako ci. W uk adzie drgaj cym 

wyodr bniono poduk ad modalny, poduk ad strukturalny oraz poduk ad cz cy. Dynamik  uk adu

sterowanego opisano we wspó rz dnych hybrydowych. Przedstawiono przyk ad nadzorowania 

drga  podczas skrawania przedmiotów podatnych frezem kulistym.  

S owa kluczowe: obrabiarki, drgania przedmiotu, uk ady hybrydowe, nadzorowanie drga , analiza modalna 

MODELLING AND SIMULATION OF VIBRATION SURVEILLANCE

OF THE HYBRID SYSTEMS ON EXAMPLE OF MILLING FLEXIBLE DETAILS 

Summary 

The paper concerns vibration surveillance of non-stationary mechanical systems by the optimal 

control at energy performance index. There are separated from vibrating system following 

subsystems: modal, structural and connective. Dynamics of controlled system is described in 

hybrid co-ordinates. Here is explained vibration surveillance during ball end milling of flexible 

details and considering assurance of parameters of a modal subsystem.  

Key words: machine tools, workpiece vibration, hybrid systems, vibration surveillance, modal analysis 

1. WST P

Najcz ciej podejmowane dotychczas próby 

nadzorowania drga  uk adów stacjonarnych 

polega y na sformu owaniu minimalno–ca kowym 

problemu sterowania optymalnego (problem 

Lagrange’a), a nast pnie na doborze regulatora wraz 

z obserwatorem w wyniku rozwi zania

algebraicznego równania Riccatiego. W przypadku 

nadzorowania drga  uk adów niestacjonarnych, 

otrzymuje si  ró niczkowe równanie Riccatiego,

które nale y rozwi zywa  „wstecz” przy znanym 

warunku ko cowym, co nie pozwala na 

zastosowanie trybu on–line. Pomimo opracowania 

skutecznej metody nadzorowania drga  za pomoc

sterowania optymalnego przy uzmiennionym 

w czasie energetycznym wska niku jako ci [1], 

optymalny sygna  steruj cy wyznaczony t  metod

jest funkcj  wszystkich wspó rz dnych 

uogólnionych uk adu. Fakt ten utrudnia syntez

sterowania w uk adach o du ej liczbie stopni 

swobody. Aby tego unikn , w pracy proponuje si

metod  sterowania optymalnego w uk adzie

hybrydowym. 

2. STEROWANIE OPTYMALNE PRZY 
ENERGETYCZNYM WSKA NIKU
JAKO CI W UK ADZIE HYBRYDOWYM 
[2]

Rozwa my równanie dynamiki niestacjonarnego 

uk adu sterowanego we wspó rz dnych 

uogólnionych [1]: 

. (1)  uBfqKqLqM ********

u

Symbole M*, L*, K*, , q*

uB *, f* i u oznaczaj

odpowiednio macierze bezw adno ci, t umienia, 

sztywno ci i sterowa , a tak e wektory 

przemieszcze  uogólnionych, si  uogólnionych oraz 

sygna ów steruj cych uk adu.

Dalsze rozwa ania dotycz  podzia u uk adu

sterowanego na poduk ady.

1. Poduk ad modalny, którego ruch opisano we 

wspó rz dnych uogólnionych qm. Odpowiednie 

macierze bezw adno ci, t umienia i sztywno ci

to: Mmm, Lmm, Kmm , za  wektor si  uogólnionych 

– fm. W asno ci tego poduk adu definiuj :
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modm diag 00201

–  cz sto ci ko owe drga  swobodnych 

niet umionych 0k, k=1, ..., mod,

modm 21

–  postacie drga  w asnych k odpowiadaj ce

cz sto ciom ko owym drga  swobodnych 

niet umionych poduk adu 0k, i=1, ..., mod,

modm diag 21Z

(4)
–  bezwymiarowe wspó czynniki t umienia 

odpowiadaj ce postaciom k=1, ..., mod,
mod –  liczba uwzgl dnionych postaci drga

w asnych.

St d, spe nione s  nast puj ce zale no ci:

, ,
mmm aq mmmm

T

m IM

, . (2) 
mmmmm

T

m ZL 2
2

mmmm

T

mK

2. Poduk ad strukturalny, którego ruch drgaj cy

opisano we wspó rz dnych uogólnionych qs.
3. Poduk ad cz cy, którego ruch opisano we 

wspó rz dnych uogólnionych qc. S  to 

wspó rz dne zale ne.

Zak adamy istnienie wi zów reonomicznych–

holonomicznych mi dzy wspó rz dnymi 

uogólnionymi poduk adu modalnego qm oraz 

poduk adu cz cego qc. Równania tych wi zów

przyjm  posta :

 albo ,   (3) 
mmcc qWqW mc Wqq

przy czym: 

tmcm WWWWW 1 .

Wi zy okre lone powy szymi zale no ciami s

zatem jawnymi funkcjami czasu.  

Niestacjonarny uk ad sterowany, po 

oswobodzeniu z wi zów staje si  uk adem 

stacjonarnym. St d, równanie dynamiki uk adu

swobodnego przyjmie posta :
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Po uwzgl dnieniu równania reakcji wi zów:

, (5) 0RWR c

T

m

otrzymamy równanie dynamiki uk adu sterowanego 

z wi zami: 
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Uwzgl dnienie równa  wi zów oraz ich 

pochodnych wzgl dem czasu: 

 (7) 

mmmmmmc

mmmmc

mmc

aWaWaWq

aWaWq

aWq

2

daje opis dynamiki niestacjonarnego uk adu

sterowanego we wspó rz dnych hybrydowych 

w postaci: 

, (8) uBfKLM u

gdzie: 
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22 ,
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m
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WKW

WLWWMW

K

2

,

s

m

q

a
 – wspó rz dne hybrydowe uk adu,

s

c

T

m

T

m

f

fWf
f  –  si y „hybrydowe” 

uk adu,

us

uc

T

um

T

m

u
B

BWB
B – macierz 

sterowa  uk adu hybrydowego. 

Definiujemy ponownie energetyczny wska nik 

jako ci [1], ale tym razem we wspó rz dnych 

hybrydowych:  

uRuKQ

MQ

TT

T

tJ

2

1

2

1

2

1

2

1

, (9) 

gdzie: 

Q1 , Q2   –  macierze bezwymiarowych  

wspó czynników wagowych, 

R – macierz efektu sygna u steruj cego.

Optymalny sygna  steruj cy we wspó rz dnych 

hybrydowych wyznaczono w sposób analogiczny, 

jak w przypadku uk adu sterowanego we 

wspó rz dnych uogólnionych [1]. Otrzymano zatem:  

KQQKT

MQQMT

BRRu

222

111

1

0

,

TTT

TTT

t

t

TTT dt

 (10) 

Opis we wspó rz dnych hybrydowych znacznie 

zmniejsza wymiar uk adu sterowanego, co nie jest 

bez znaczenia z punktu widzenia zastosowa

praktycznych do oblicze  uk adów o du ej liczbie 

stopni swobody. 

Z zale no ci (8) – (10) wynika, e w celu 

zrealizowania sterowania optymalnego we 

wspó rz dnych hybrydowych potrzebna jest m.in. 

znajomo  macierzy cz sto ci drga  w asnych m

oraz odpowiadaj cych im postaci drga m

poduk adu modalnego. S  one niezmienne z uwagi 

na stacjonarno  tego poduk adu. Do ich 

wyznaczenia mo na zatem wykorzysta :

– programy oblicze  cz sto ci i postaci drga

w asnych uk adów modelowanych dyskretnie. 

W praktyce mamy do czynienia z modelami 

obliczeniowymi o du ej liczbie stopni swobody, 

utworzonymi metod  elementów sko czonych;

– metody eksperymentalnej (do wiadczalnej)

analizy modalnej. 

3. DYNAMIKA PROCESU SKRAWANIA 
PRZEDMIOTÓW PODATNYCH 
SMUK YM FREZEM KULISTYM  

Frezowanie przedmiotów podatnych smuk ymi 

frezami kulistymi jest cz sto stosowane 

w przypadku nowoczesnych centrów obróbkowych, 

za  uzasadnienie technologiczne wynika 

z konieczno ci dok adnego wykonywania z o onych 

geometrycznie wiotkich konfiguracji (np. opatki 

turbin).  

Niestacjonarny model obliczeniowy procesu 

obróbkowego utworzono przyjmuj c nast puj ce

za o enia.

– W strukturze obrabiarki wyodr bniono 

wrzeciono z zamocowanym w uchwycie 

narz dziem wieloostrzowym oraz stó

z przedmiotem obrabianym, jako poduk ady

wykonuj ce zadane ruchy wzgl dne.

– Uwzgl dniono podatno  narz dzia oraz 

podatno  przedmiotu obrabianego. Do ich 

modelowania przewiduje si  wykorzystanie 

mieszanej metody elementów sko czonych [3]. 

– Uwzgl dniono efekt procesu skrawania, za  do 

jego modelowania przyj to elementy sprz gaj ce

(ES) [4]. Ich po o enie odpowiada chwilowym 

po o eniom ostrzy freza.  
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– Efekt przej cia bie cego ostrza narz dzia 

wzd u  warstwy skrawanej powoduje sprz enie

proporcjonalne, za  efekt przej cia ostrza 

poprzedniego – dodatkowo sprz enie

opó niaj ce.

Jako rezultat modelowania procesu frezowania 

otrzymano uk ad hybrydowy, w którym 

wyodr bniono (rys. 1): 

– poduk ad modalny stanowi cy stacjonarny model 

dyskretny jednostronnie utwierdzonej p ytki 

podatnej, przemieszczaj cej si  z pr dko ci

posuwu vf,
– poduk ad strukturalny b d cy niestacjonarnym 

modelem dyskretnym freza kulistego (pr dko

obrotowa n) wraz z procesem skrawania. 

Oznaczono równie  k t natarcia o oraz k t

przy o enia o, jako elementy geometrii ostrza, 

zmienn  w czasie grubo  warstwy skrawanej 

hl(t), za  si  dzia aj c  w kierunku jej zmiany – 

Fyl2, zmienn  w czasie g boko  skrawania a(t)

oraz si Fyl1 dzia aj c  w kierunku pr dko ci

skrawania.

– poduk ad cz cy – umowny punkt styku 

narz dzia z przedmiotem S.  

Rys. 1. Schemat procesu frezowania jednostronnie utwierdzonej p ytki podatnej smuk ym frezem kulistym 

4. WYNIKI OBLICZE

Dla jednostronnie utwierdzonej p ytki 

o wymiarach 135 50 5, wykonanej z br zu

BA1032, obliczono za pomoc  programu MSC 

NASTRAN cz sto ci i postaci drga  w asnych.

Przedstawiono graficznie postacie drga  w asnych

odpowiadaj ce czterem pierwszym cz sto ciom 

drga  w asnych p ytki (rys. 2).  

Poniewa  w kontek cie nadzorowania drga

przedmiotu obrabianego istotna jest jedynie 

pierwsza postacie drga  w asnych (o cz stotliwo ci

mniejszej od 1000 Hz), dokonano identyfikacji 

modelu modalnego p ytki metod  eksperymentalnej 

analizy modalnej dla tej postaci. Nast pnie, na 

podstawie warto ci wspó czynnika MAC (ang. 
Modal Assurance Criterion), dokonano oceny 

zgodno ci modalnej modelu obliczeniowego 

z obiektem rzeczywistym. Do tego celu 

wykorzystano pakiet FeGraph. Stwierdzono dobr

zgodno  modelu z wynikami bada

do wiadczalnych (warto  wspó czynnika MAC

równa 0,93, rys. 3). 

vf

h(t)

a(t)

n

o

o

Fyl1

Fyl2

yl1

yl2

ES nr l

S

poduk ad

strukturalny 

poduk ad

modalny 

poduk ad

cz cy 
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Rys. 2. Cz sto ci i postacie drga  w asnych p ytki 

prostok tnej wykonanej z  br zu BA1032  

f1=189,43 Hz 

f2=1015,83 Hz 

f3=1177,05 Hz 

f4=1680,52 Hz 

Rys. 3. Wyniki oblicze  wspó czynnika zgodno ci

modalnej (MAC) dla p ytki z br zu BA1032  

5. WNIOSKI 

Wykazano przydatno  sterowania w uk adzie

hybrydowym do nadzorowania drga  du ych 

uk adów niestacjonarnych modelowanych 

dyskretnie. Synteza uk adu sterowania podczas 

obróbki przedmiotów podatnych frezem kulistym 

wymaga identyfikacji parametrów poduk adu

modalnego (tj. cz stotliwo ci oraz postaci drga

w asnych). Warto  wspó czynnika MAC

potwierdzi a dobr  zgodno  modelu obliczenio-

wego  z obiektem rzeczywistym.   

W perspektywie dalszych bada , przewiduje si

przeprowadzenie symulacji komputerowej oraz 

realizacj  procesu nadzorowania drga

w rzeczywistym procesie obróbkowym.  
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