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MODELOWANIE STOCHASTYCZNE CZESTOTLIWOSCI WYSTEPOWANIA

SMIERTELNYCH WYPADKOW NURKOWYCH

W' niniejszym artykule przedstawiono rozktad $miertelnych wypadkow
nurkowych. Jako matematyczny model liczby dni odstepu pomiedzy Smiertelnymi
wypadkami nurkowymi przyjeto proces Poissona z losowym parametrem o rozktadzie
Gamma.

Na podstawie danych empirycznych obliczono parametry tego rozktadu oraz
dokonano weryfikacji zgodnosci modelu teoretycznego z rozktadem empirycznym
stosujgc test 1 Kotmogorowa. Przeprowadzone obliczenia potwierdzity zgodno$c
przyjetego modelu z rozktadem empirycznym dla wszystkich przyjetych pozioméw
istotnoSci.

Stowa kluczowe: nurkowanie, smiertelny wypadek nurkowy, proces Poissona.

A STOCHASTIC MODEL OF THE FREQUENCY OF FATAL DIVING ACCIDENTS

This article presents the distribution of fatal diving accidents. A Poisson
process with random parameter with gamma distribution was adopted as
a mathematical model of the number of days between fatal diving accidents. On the
basis of the empirical data, the parameters of distribution and verification have been
calculated and the compliance of the theoretical model and empirical distribution has
been verified by the Kolmogorov test 1.

The calculations have confirmed the compliance of the accepted model with
the empirical distribution for all the accepted levels of significance.

Key words: diving, fatal diving accident, Poisson process.
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Wykaz wazniejszych oznaczen:

E(t) - wartos¢ oczekiwana rozkfadu

f(t) - gestosé rozkiadu

F() - dystrybuanta teoretyczna rozktadu
)a () - dystrybuanta empiryczna rozktadu
p - poziom istotnosci

R() - funkcja ,przezycia”

Po - gestos¢ otoczenia

% - Srednia arytmetyczna

W latach 1999 — 2007 wydarzyto sie, co najmniej 56 Smiertelnych wypadkow
nurkowych, ktére miaty miejsce w Polsce oraz tych, ktérych ofiarami byli obywatele
polscy, a wydarzyly sie poza granicami kraju. W ich wyniku s$mieré poniosto
60 nurkéw. Rozkiad czasowy sSmiertelnych wypadkéw nurkowych w analizowanym
okresie byt bardzo nierownomierny. Najkrétsza przerwa pomiedzy poszczegdlinymi
wypadkami wynosita 0 dni, natomiast najdtuzsza przerwa wynosita az 304 dni. Na
wykresie przedstawionym ponizej przedstawiono dane dotyczace liczby dni przerwy
pomiedzy wypadkami nurkowymi w latach 1999-2007.
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Rys. 1. Liczba dni odstepu pomiedzy kolejnymi ofiarami $miertelnych wypadkéw nurkowych
w latach 1999-2007.

Sredni odstep pomiedzy nurkowaniami, w ktérych nurek/nurkowie zgineli pod
wodg wynosi w przyblizeniu 54 dni. W tabeli oraz na wykresie przedstawionym
ponizej przedstawiono rozktad liczby dni odstepu pomiedzy wypadkami nurkowymi
w latach 1999-2007.
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Glossary:

E() - expected distribution value

f(t) - distribution density

F(t) - theoretical distribution function
)a (1) - empirical distribution function
p - level of significance

R(t) - ‘survival’ function

Po - ambient density

% - arithmetic mean

In the years 1999 - 2007, at least 56 fatal diving accidents concerning Polish
divers (60 of which died) took place, either in Poland or abroad. Time distribution of
fatal diving accidents in this period was very uneven. The shortest interval between
the accidents was 0 days and the longest interval was up to 304 days. The chart
shown below presents data on the number of days between diving accidents in the

years 1999-2007.

350

300

250

200

150

Number of days

100

50 - 0
, W L LLTTTLT L L T

e

o

m

.

|

(1A

I

Il

I

1 3 65 7 9 1113 1517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59

Accident number

Fig. 1. Number of days between consecutive victims of fatal diving accidents in 1999-2007.

The mean interval between dives in which a diver / divers died under water is
approximately 54 days. The table and the graph below show the distribution of the
number of days between diving accidents in the years 1999-2007.
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Tabela 1.

Rozktad liczby dni odstepu pomiedzy smiertelnymi wypadkami nurkowymi w latach 1999 —
2007.

Liczba dni odstepu Liczba obserwacji
[-] [-]
0+50 34
51 +100 14
101 + 150 8
151 + 200 1
201 + 250 1
251+ 350 1
40
35+t
30 .
25
g
o
8 20
3
—
15
10
5
0 %% 2 % 2
0 50 100 150 200 250 300 350
Przedziat

Rys. 2. Rozktad liczby dni odstepu pomiedzy $miertelnymi wypadkami nurkowymi w latach
1999 - 2007.

Niech {X(¢#): ¢>0} bedzie proces stochastycznym, ktérego wartos¢
w chwili ¢t oznacza liczbe $miertelnych wypadkéw nurkowych w przedziale czasu
[0, ¢]. Poniewaz liczby tego rodzaju wypadkéw w roztacznych przedziatach czasu sg
niezaleznymi  wielko$ciami  losowymi mozna przyja¢, ze proces losowy
{X(t): t=0} jest procesem o niezaleznych i dodatnich przyrostach.

Polskie Towarzystwo Medycyny i Techniki Hiperbarycznej
178



Polish Hyperbaric Research

Table 1.

Distribution of the number of days between fatal diving accidents in 1999 — 2007.

Time interval (days) Number of observations
[] []
0+50 34
51 +100 14
101 + 150 8
151 + 200 1
201 + 250 1
251+ 350 1
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35t
30 //
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Fig. 2. Distribution of the number of days of interval between fatal diving accidents in the years
1999 — 2007.

Let {X(z): t=0}be stochastic process whose value at time t is the number
of fatal diving accidents in the period of time [0, ¢]. Because the numbers of such

accidents in disjoint periods of time are independent random quantities, it can be
assumed that the random process {X(z): t>0} is a process of independent and
positive increments. Each process with independent increments is a Markov process.
You can accept the hypothesis that with some specific external conditions, it is
a Poisson process.
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Kazdy proces o niezaleznych przyrostach jest procesem Markowa. Mozna
przyja¢ hipoteze, ze przy ustalonych warunkach zewnetrznych jest to proces
Poissona. Jednowymiarowy rozktad Poissona jest okreslony rownoscia;:

k -t
P(X(1)=k|A)= (l’)k' . k=012,. A>0. (1)

Wartos¢ oczekiwana tego procesu przy ustalonym parametrze A >0 jest
liniowg funkcjg czasu:
m(t)=E[X(@)]=A¢t, t=>0 (2)

Odchylenie standardowe tego procesu wynosi:

o(t) =\V[X(®)] =211, 20 (3)

Chcac uwzglednic¢ losowe przyczyny wypadkow nalezy przyja¢ zatozenie, ze
parametr A, ktéry determinuje oczekiwang liczbe wypadkéw, jest zmienng losowa.
Przyjmujemy zatozenie, ze ta zmienna losowa ma dwuparametrowy rozktad gamma
o gestosci:

@ et dla u>0

Sy ={T@®)" (4)
0 dla u<0

Korzystajagc ze wzoru na prawdopodobienstwo catkowite wyznaczymy
jednowymiarowy bezwarunkowy rozktad tego procesu:

B B © (ut)k e—ut avuv—le—au v k
P =5k _£ ! o “Tare

)J'ukw—le—(“'a)“du, k=0,12,... A £0).
0 )

Dokonujgc podstawienia:

(t+o)u=x (6)

Stad:
dx=(t+a)du (7)

Oraz
utha ’ du:tf;' ®)
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One-dimensional Poisson distribution is determined by the following equation:

P(X(H)=k|A)=

k At
) e 012, A>0, (1)
k!

The expected value of this process for a fixed parameter 4 >0 is a linear
function of time:
m(t)=E[X(t)]=At, t=0 (2)

The standard deviation of this process is:
o(t)=V[X(@®)]=+At, t>0 (3)

In order to take account of random causes of accidents, it should be assumed
that the parameter A which determines the expected number of accidents is
a random variable. We assume that this random variable has a two-parameter
gamma distribution with density:

v
121 MV_I —au

e dla u>0
S(u)=1T() (4)

0 dla u<0

Using the formula for total probability, we determine the one-dimensional
unconditional distribution of this process:

© k _—ut v v=l _—ou v,k ©
P(X(=hk)=] wiy e ? au” e™ 4, &1 [utr ey, k=012... A4,
. A I'(v) KT (v) 4 )
Having substituted:
t+a)u=x (6)
Hence:
dx=(t+a)du (7)
And
u=—— du =% (8)
r+a t+a
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Korzystajac z wiasnosci funkcji gamma otrzymujemy:

x't* I'tk+v) v(v+1)..0+k-DI(v) 2 t*

PEO=0= o™ Ty - KT(v) & +a)"

Ostatecznie otrzymujemy:

p(X(z)zk)zV(V”)"'[”("‘D]( ! M a j k=012... 150,

k! t+a t+a

Dla ustalonego t rozktad ten nosi nazwe ztozonego rozktadu Poissona.

Dla k£ =0 otrzymujemy:

P(X(1)=0) = ( ) =P(T >1)=R(),

Zmienna losowa T oznacza tu czas, jaki uptywa miedzy kolejnymi wypadkami.

Dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej T ma postac:

F()=P(T<t)=1-(-%2)", >0
a+t
Gestos¢ rozktadu otrzymamy obliczajgc pochodng dystrybuanty. Ostatecznie
otrzymujemy:

V

f()—

Wartos¢ oczekiwang tej zmiennej losowej mozna obliczy¢:

ET)=[ (=) di=

o a1 o a’ a

avfx*”dx =" =

o

=a
-([ (a+t) -v+1

1—vx"" |° S (v-Da' (v=1)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
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Using the properties of the gamma function we obtain:

x't* I'(k+v) _ viv+1)..v+k-1DI(v) 2 t*

P(X(t)=k)= N+ T KT(v) (t+a)

- ©)

Finally, we get:

k! t+a t+a

P(X(t):k):v(v+l)...[v+(k—l)][ t M a j k=012 250, (10)

For fixed t, this distribution is called the compound Poisson distribution.
For £k =0 we get:
P(X(t)=0) = (—Z—) = P(T > t) = R(t), (11)
o+t
Random variable T refers here to the time that elapses between successive

accidents.

Distribution function of the distribution of random variable T has the following form:

F(r):P(Tsr):l—(ﬁ)V, t>0 (12)

We get distribution density by calculating the derivative of the distribution. Finally, we
get:

v

va
(a+t)v+l 2

f@= (13)

The expected value of this random variable can be calculated in the following way:

0

a .,
E()=[ (—)"dt= (14)
. a+t
=0!VI di - =0¢”J‘x*”dx:av al |:: 4 }71 |;°= @ — = @
o (a+1) 0 -v+1 l-vx v-Da (v=1)
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Obliczmy drugi moment zwykty:

2 K voo v T vOO d
E(T )=2£tR(z)dt=2a !(ait)v dt = 2a M(;‘:) di —a !(M’W}: (15)

= 205{]2(05 +1)dt - aT(a +1)”" a’t}

11 1 1 1Y T 1 o1 a 1
=2a v=2 —a v—1 = 2a -2 v=1
2-v(a+t) l=v(a+0)" ), v-2a«a v-la

_20£V|: 1 1 :|_ 2{v—1—v+2} 2a°
- v=2 - = 2a =
a2 |v-2 v-l v-2-1)| (v=-2)v-1)

Obliczmy wariancje w oparciu o znany zwigzek:

V(T)=E(T*)-(E(T))* (16)
_ 2 _( a jz_az[zv—z—wz)]_ o’y
v=2)v=1) v=1)  (=2v-1)> (-2 -1)>

Stad odchylenie standardowe wyraza sie wzorem:

o(r)y=-2 |7

17
v—=1\v=-2 a7

Podsumowujgc, dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej T oznaczajgca
odstep czasowy miedzy wypadkami Smiertelnymi ma postac:

F(t)zl—(ij dlat>0 (18)

o+t

Funkcja ,przezycia” wyraza sie wzorem:

R(t) = (Lj dlat>0 (19)

o+t
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We can also calculate the second normal moment:

(x+1)" o (a+1)’ o (a+1)’

E(Tz):2TtR(t)dt=2aVT ! dz:m{]o at! dt—aVT dt } (15)

= Za{if(a +1)"7dt - aT(a + t)_th}

0

A1 1 1 1Y J 11 a 1
=2a 2 | T v =2a 2 v-1
2—-v(a+t) l-v(a+1)" ), v-2a v-la

_20!V‘: 1 1 }_ 2{v—1—v+2} 2a°
- v=2 - =2a =
a|v-2 vl V-1 | (v=-2)v-1)

On the basis of some known relations, we can calculate the variance:

V(T)=E(T*)—(E(T))* (16)
_ 27 _( a jz_a2[2v—2—v+2)]_ a’v
v=2)(v=1) v=1)  v=-20v-1)>  (v-2)v-1)>

Hence the standard deviation is presented as:

o(y=-2% |2

17
v=1\Vv-2 (a7

In conclusion, the distribution function of the distribution of random variable T
referring to the period of time between fatal accidents has the following form:

F(t):l—(ij fort>0 (18)
o+t

The ‘survival’ function is expressed as:

R(t) = (LJ fort>0 (19)

o+t

Gestosc¢ rozkladu zmiennej losowej T okreslona jest rownoscia;
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1) = % dlat>0 (20)
(04

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej T wyraza sie wzorem:

E(T) = Ll (21)

V-

Odchylenie standardowe ma postac:

o(T) = E(T)‘/Viz (22)

Zauwazmy, ze wielkosci te zalezg od dwdéch parametréw o oraz v . Pojawia
sie naturalne pytanie, w jaki sposéb okresli¢ te parametry. Jedng z metod estymacii
nieznanych parametréw rozktadu jest tak zwana metoda momentéw. Polega ona na
tym, ze podstawowe parametry rozktadu zastepuje sie ich statystycznymi
oszacowaniami uzyskanymi na podstawie wynikow obserwacji. W tym przypadku
wartos¢ oczekiwang E(T)zastepujemy $rednia x, a wariancje V(T) wariancjg
z proby s?. Rozwigzujac odpowiedni uklad réwnan otrzymujemy nieznane parametry
rozktadu.

Zauwazmy, ze:

viry v 3
(ETY v=2 )
Niech:
v
c= - (24)
Stad:
c(v-2)=v (25)
cv—v=2c
vic—1)=2c
Oraz
po 2 (26)
c—1
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The distribution density of the random variable T is determined by the following
equation:

v

ft)= % fort >0 (20)
(04

The expected value of random variable T is expressed as:

E(T)= (21)

o
y—1

The standard deviation is:

o(T) = E(T),| - . 5 (22)

Note that these values depend on two parameters, @ and v . The question is
how to determine them. One method of estimating the unknown parameters of the
distribution is the so-called method of moments. It consists in the fact that the basic
parameters of the distribution are replaced by their statistical estimates obtained from
the results of observation. In this case, we replace the expected value E(T) with the

average x and the variance V(T') with a variance from sample s°. Having solved the

corresponding system of equations, we get the unknown parameters of the
distribution.

Note that:
va)y v 03
(ET)  v=2 3
Suppose:
v
c= 24
N (24)
Hence:
cv=-2)=v (25)
cv—v=2c
vic—1)=2c
And
2
y=-—=C (26)
c—1
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Przyjmujac, ze:

V(T)=s, (27)
Oraz
E(X)=X, (28)
Otrzymujemy:
_| 2c
a=%, [— - 1} (29)
c—1
Ostatecznie:
_c+l1
a=Xx,—— (30)
c—1
Gdzie:
2
S
c==2 (31)
X

Przyjmujgc do obliczen dane statystyczne otrzymane podczas analizy
Smiertelnych wypadkéw nurkowych, to warto§¢ $rednia odstepu pomiedzy
nurkowaniami w ktérych nurek zginat pod woda, obliczona zgodnie z wzorem (32)
wynosi 53,983 dnia.

=

(32)

=

Il
S |~
T

=

gdzie:
X1, X2, X, - ciag wartosci poszczegdlnych danych,

Nastepnie obliczono wariancje empiryczng, ktora jest Srednig arytmetyczng
kwadratéw odchylen poszczegoélnych wartosci zmiennej od s$redniej arytmetycznej
catej zbiorowosci. Do jej oszacowania przyjeto wzor:

] @ _
Z (x, —x) (33)

2
s =—
ne

Wartos¢ wariancji empirycznej dla rzeczywistych zaobserwowanych wartosci
wynosi 4550,641.

Wyniki powyzszych obliczen oraz wartosci obliczonych parametrow c, v oraz
o zgodnie z wzorami (31), (26) oraz (30) zamieszczono ponizej:
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Assuming that:

V(T)=s. (27)
And:
E(X)=X, (28)
We get:
_| 2¢
o= xn[ - 1} (29)
c—1
Finally:
_c+l1
a=Xx,—— (30)
C J—
Where:
2
S
==t (31)
‘xn

If we take the statistical data obtained from the analysis of fatal diving
accidents for our calculations, then the average interval between the dives in which
a diver was killed under water, calculated according to formula (32), is 53.983 day.

_:—n ) 32
X ngx, (32)

where:
X1, Xo,..., Xn - Sequence of data values

Then, the empirical variance was calculated, which is the arithmetic mean of
the squared deviations of each variable from the arithmetic mean across the
population. For its estimation, the following formula was adopted:

$ =13 (x-x) (33)
n =

The value of the empirical variance for the actual observed values is
4550.641.

The results of these calculations and the calculated values of the parameters
¢, v, and a according to formulas (31), (26) and (30) is given below:
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Parametr obserwowany
X 53,983
s 4550,641
[ 67,46
c 1,562
\Y 5,559
a 246,093

Zatem wzor (20) przedstawia sie nastepujgco:

5,559 *246,093 >
(246,093 +1)™>>"

f@=

Wartos¢ gestosci rozktadu zmiennej losowej T zamieszczono w tabeli
i przedstawiono na wykresie zamieszczonym ponize;j:

Xj f(t)

0 0,02259
50 0,00671
100 0,00241
150 0,00100
200 0,00046
250 0,00023
300 0,00012
350 0,00007

0,025 1

0,020 A

o
)
3
2

Gestos¢ rozktadu

o
)
<
S)

0,005

0,000
0 50 100 150 200 250 300 350

Przedziat

Rys. 3. Gesto$¢ rozkfadu liczby dni odstepu pomiedzy $miertelnymi wypadkami nurkowymi
w latach 1999 — 2007.
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Parameter observed
¥ 53,983
s? 4550,641
S 67,46
c 1,562
v 5,559
a 246,093
Thus, formula (20) is as follows:
1) = 5,559 * 246,0935’559
(246,093 + t)5’559+1

The value of the distribution density of the random variable T is given in the table and

shown on the chart below:

X; 0
0 0,02259
50 0,00671
100 0,00241
150 0,00100
200 0,00046
250 0,00023
300 0,00012
350 0,00007
0,025+
0,020
\
goors| |
g 0,010 \\\
0,005
0,000 | \\f B — s ‘ ‘
0 50 100 150 200 250 300 350
Time period

Fig. 3. The distribution density of the number of days between fatal diving accidents in the years 1999 — 2007.
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Podstawiajgc do obliczen dane statystyczne to dystrybuanta rozktadu
zmiennej losowej T oznaczajgca odstep czasowy miedzy wypadkami obliczona
zgodnie z wzorem (18):

5,559

24 |

F(ty=1-| 2309 dlat>0
246,00 + ¢

Dla wartosci t przedstawia sie nastepujgco:

Wartos¢ dystrybuanty Wartos¢ dystrybuanty
¢ teoretycznej empirycznej

F() F (?)

[dni] - -
0 0,000 0,000
50 0,642 0,576
100 0,850 0,814
150 0,929 0,949
200 0,963 0,966
250 0,980 0,983
350 0,993 1,000

W celu weryfikacji hipotezy, ze rozktad liczby dni odstepu pomiedzy
Smiertelnymi wypadkami nurkowymi okreslony przez dystrybuante teoretyczng dang
wzorem (18) jest zgodny z dystrybuantg empiryczng dokonano obliczenia wartosci
dystrybuanty teoretycznej zestawiajac jg z wartosciami dystrybuanty empiryczne;j.

Wartos¢ statystyki obliczono z wzoru:
D =sup| F,(x)~ F(x)| (34)

Stad po podstawieniu otrzymujemy:

t | Fa(X) - F(X)

0 0,000
50 0,066
100 0,036
150 0,020
200 0,003
250 0,003
350 0,003

Nastepnie dokonano obliczenia statystyki A Kotmogorowa korzystajac ze wzoru:

A=Dn (35)
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When we use the statistical data in the calculations, then the distribution
function of the distribution of the random variable T referring to the period of time
between the accidents calculated in accordance with the formula (18):

5,559
F()=1- _24609 fort>0
246,09 + ¢

For values t is as follows:

The value of the theoretical The value of the empirical

¢ distribution function distribution function

F(1) F (1)
[days] - -

0 0,000 0,000
50 0,642 0,576
100 0,850 0,814
150 0,929 0,949
200 0,963 0,966
250 0,980 0,983
350 0,993 1,000

In order to verify the hypothesis that the distribution of the number of days
between fatal diving accidents, determined by theoretical distribution function
calculated according to formula (18), is consistent with the empirical distribution
function value, the values of the theoretical distribution function were calculated and
compared with the values of the empirical distribution function.

The value of statistics was calculated from the formula:
D =sup|F,(x)-F(x)] (34)

Hence, after substitution, we get:

t | Fa(x) - F(X)

0 0,000
50 0,066
100 0,036
150 0,020
200 0,003
250 0,003
350 0,003

Then, A statistics was calculated using the Kolmogorov formula:

A=Dn (35)
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Otrzymano warto$¢ D = 0,066. Poniewaz Yn = 7,68 to warto$é empiryczna
statystyki  Kotmogorowa wynosi A = 0,507. Z tabeli rozkfadu granicznego
Kotmogorowa dla trzech przyjetych pozioméw istotnosci o=0,01; =0,05 oraz a=0,1
odczytujemy kolejno wartosci A, = 1,627, A, = 1,358 oraz A, = 1,2.

Poniewaz warto$¢ empiryczna statystyki Kotmogorowa wynoszaca A = 0,507
jest mniejsza od wartosci rozktadu granicznego A, dla kazdego przyjetego poziomu
istotnosci, to w wyniku tego nie ma podstaw, aby hipoteze, ze rozktad liczby dni
odstepu pomiedzy smiertelnymi wypadkami nurkowymi okreslony wzorem (18) jest
zgodny z rozktadem empirycznym. W tej sytuacji przyjety model nalezy uzna¢ za
adekwatny do rzeczywistosci.
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The value obtained was D = 0.066. Since Yn = 7.68, the empirical value of
Kolmogorov statistics is A = 0.507. From the table of Kolmogorov limiting distribution
for the three levels of significance adopted a = 0.01, o = 0.05 and a = 0.1, we get the
following values A, = 1.627, A,= 1.358 and A, =1.2.

Since the empirical value to Kolmogorov statistics amounting & = 0.507 is less
than the value of the limiting distribution A, for each accepted level of significance,
there is no reason to reject the hypothesis that the distribution of the number of days
between fatal diving accidents defined by formula (18) is consistent with empirical
distribution. In this situation, the model adopted should be regarded as adequate to
reality.
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