Dr inz. Maciej Huk, mgr in z. Michat Szczepanik

Instytut Informatyki

Politechnika Wroctawska

Ul. Wyb. Wyspianskiego nr 27, 50-370 Wroctaw, Polska

tel. (0-71) 320-35-16, fax. (0-71) 321-10-18

E-mail: Maciej.Huk@pwr.wroc.pl, Michal.Szczepanik@pwr.wroc.pl

Prawdopodobie nistwo bt edu klasyfikatoréw zto zonych dla probleméw
wieloklasowych

Stowa kluczowe : klasyfikatory ztozone, glosowanie wigkszosciowe, problemy wieloklasowe

Streszczenie. W niniejszym artykule rozwamy systemy ziwonych klasyfikatorow
z glosowaniem wikszaciowym dla przypadku probleméw wieloklasowych, wgkgstupce
wielowartagciowe klasyfikatory bazowe. Stoguj bezpdredni reprezentaej prawdopodobigstwa
btednej klasyfikacji dla analogicznych systeméw w peshach dwuklasowych, otrzymujemy ogdlny
wzér na prawdopodohistwo bkdu klasyfikacji w przypadku wieloklasowym. Tym samy
rozszerzamy teoretyczne analizy tego zagadniengawptnie przeprowadzone dla problemow
dwuklasowych przez Hansena i Salomona i ciagle waystywane przez Kunchev innych badaczy.
Pozwala nam to zaobserwofvaistotrs zaleenos¢ maksymalnego dopuszczalnego poziomu
prawdopodobigstwa bedow klasyfikatorow bazowych od liczby rozweaych przez nie klas.
Wskazuje to na mdiwos¢ poprawy parametrow klasyfikatorow ztmych dla probleméw
wieloklasowych, co m@e mi& niebagatelne znaczenie dla dalszych ich zastasowdicznych
dziedzinach nauki i przemystu, z uwedhieniem zagadniediagnostyki maszyn oraz badania
niezawodnéci systemow.

1. Wstep

Systemy wielu wspoétpracagych klasyfikatorow, znane ta& pod nazw komitetow
klasyfikatorow a w literaturze najexiej nazywane Kklasyfikatorami ztonymi, byty
rozwazane w wielu artykutach [5, 10, 13, 21, 23, 29, &4z ksazkach [6, 8, 12, 18].
Podejcia tego typu, w ramach ktérych budowanych jestlevi@ezalenych hipotez a ich
wyniki sa taczone w celu zwkszenia doktadnai klasyfikacji [3, 7] & czsto uznawane za
jedno z gtéwnych osgnie¢ w dziedzinie indukcyjnego uczeniagsiv ostatniej dekadzie
[2, 12, 19, 20, 27]. W efekcie, metodyka klasyfikaiv ztazonych byta z powodzeniem
wykorzystywana do poprawy wdeiwosci klasyfikacyjnych ranorodnych modeli w wielu
dziedzinach takich jak finanse i bankd&o[22], bioinformatyka [32], medycyna [24],
inzynieria produkcji [28], geografia [4], bezpiedstwo informacji [16, 25], odzyskiwanie
danych [10] oraz w systemach doradczych [17]. Nebgzie zaproponowano tak wiele
rozwigzan probleméw diagnostyki maszyn i systemow elektromych [31, 35] oraz badania
niezawodnéci systemoéw [14, 30]. Rozwazania tego typu magstanowé cenne uzupetnienie
innych, doad wykorzystywanych pod&j [26, 33, 36].

W niniejszym artykule rozszerzamy teoretygzamalizz prawdopodobigstwa bkdu
klasyfikatorow ztaonych pierwotnie przeprowadzpmla problemow dwuklasowych przez
Hassena i Salamona [15] i nadal wykorzystysvanzez Kunchey i innych badaczy [18-
20, 29]. Rozwaamy ogoélny przypadek probleméw wieloklasowych i |ty
klasyfikatorow bazowych wykorzystige klasyczne gtosowanie gitszagciowe. Na tej bazie
wyprowadzamy ogoélny wzor na prawdopoddisisvo bkdu klasyfikatora ztbonego w



problemach z liczbklas wikksz niz dwa oraz dla dowolnej liczby klasyfikatoréw bazmly

z jednakowymi wartéciami prawdopodobiestwa bédu a posteriori. W trakcie powyzego
przedstawiamy rownig co jest cgsto pomijane, jak zmieniagspowszechnie znany wzér na
prawdopodobigstwa bkdu klasyfikatora ztbonego dla probleméw dwuklasowych, gdy
liczba Kklasyfikatorow bazowych nie jest ograniczoda liczb nieparzystych. Analiza
otrzymanych rezultatbw wskazuje #higvos¢ wykorzystania wielowar&ziowych
klasyfikatorow bazowych do poprawy parametrow kiksyorow ziazonych, nawet dla
bardzo trudnych probleméw klasyfikacji.

2. Prawdopodobiastwo bledu klasyfikatorow ztozonych dla probleméw dwuklasowych
NiechD ={D,,...,.D,} bgdzie zbiorem L klasyfikatorow D, :0" - Q, gdzie
Q={a,...x}, przypisujcych etykiet klasy w 0Q do wektora danych wégiowych

xd0O". Zaktada s, ze klasyfikatory ze zbiorlD mog by¢ z powodzeniem wykorzystane do
budowy komitetu klasyfikatoréw, §& ich bledy s3 wzajemnie nieskorelowane lub
negatywnie skorelowane [1] oraz gdy dlaz#ego klasyfikatora bazoweg®; jego

prawdopodobigstwo bkdu a posterioriP. jest mniejsze i 0.5. W przypadku probleméw

dwuklasowych K=2) z wykorzystaniem gtosowania ekBzaciowego sytuacja jest
stosunkowo prosta i prawdopodoisénvo bkdu Pe: klasyfikatora ziaonego jest agsto
wyrazane jako:
L L) .
= 2, (JF’S{ L-Psl (1)
=]y
gdzie L jest nieparzyste, wszystkie klasyfikatory mapwne prawdopodobistwa bedu a
posterioriPs oraz pocatkowa wartd¢ j, jest najmniejsz liczba klasyfikatorow bazowych
dajacych niepoprawny wynik, ktéra prowadzi dedbhej decyzji komitetu klasyfikatorow.
Nalezy jednak pamita¢, ze dla probleméw wieloklasowych ograniczenie liczby
klasyfikatorow bazowych. do wartdci nieparzystych nie eliminuje mlwosci tego, ze
klasyfikatory bazowe zremisuj W takim zd przypadku zazwyczaj klasa jest ostatecznie
wybierana losowo spodd klas remisujcych, ktére uzyskaty najwksz liczbe gtosow, przy
czym zadna z nich nie jest faworyzowana. Uwaiyliajac powyzsze, czynnik
prawdopodobigstwa bédu klasyfikatora ziéonego zwiazany z remisami nie nie by
pominigty. W efekcie, poszukag wskaza do dalszej analizy probleméw wieloklasowych,
maozemy pominé zatazenie o nieparzystai liczby klasyfikatorow bazowych i rozszerzy
wyrazenie (1) do postaci:

L oL - L
Pe =3 [JPé - Pl +;5<L mOdZyo)(L]Ps%[l‘ Ps]’2, )
=iy 2
gdzie
. _[(L+1)/2 :L mod2>0 3)
071 L/2+41 :L mod2=0’
a o(x,y) jest dely Kronekera:
1 :x=y (4)
o(xy) = .
) {O XZEY

Wspbtczynnik %2 przed deltkronekera w wyraeniu (2) to prawdopodohistwo losowego
wyboru niepoprawnej klasy podczas remisu klasyfikatorow bazoveyehystpujacy po nim



L

symbol Nevvtona[LJ okresla liczbe mazliwych remisow pomgdzy klasyfikatorami
2

bazowymi dla problemu dwuklasowego, ddjest parzyste.

3. Prawdopodobiastwo bledu klasyfikatoréw ztozonych dla problemow wieloklasowych

Pierwszym krokiem do znalezienia ogolnego réwnalhagprawdopodobiestwa bedu
klasyfikatora ztaonego dla probleméw wieloklasowych jest przeksetaile wyraenia (2)
tak by kada skltadowa sumarycznego prawdopodidti®a byta jawnie zwizana z liczbami
gtosbw oddawanymi przez klasyfikatory bazowe nazppsgdlne klasy. Poniewdez utraty
0goInaci rozwazan mazemy przypé, iz prawidtowa odpowiedzi klasyfikatora ztaonego
jest klasa o indeksie 1, to gki prostym przeksztatceniom algebraicznymzemy zauwayc¢,
ze prawa strona wyzania (1) mae przyp¢ posté:

ZZ(( JPskz(l— R mkﬁkz,L)H(kz—kl)j, (5)

k=0k,=0

gdzie k; i k, reprezentyj liczby gtoséw oddanych przek klasyfikatorow bazowych
odpowiednio na klasl i klag 2. Wprowadzona delta Kroneckera gwarantuje pray, te
tylko te kombinacje gtosowasrane pod uwag dla ktérych suma gtosow dla wszystkich klas
réwna jest liczbie klasyfikatoréw bazowych:

k,+k,=L, (6)
za& H to funkcja Heaviside'a skaca do wyboru czynnikow dla ktorydh> ki:
1 :x>0 (7)
H(x) = .
0 :x<0

Wreszcie, daki dalszemu wykorzystaniu (6) do obliczenih-k, oraz poprzez
wprowadzenie oznaci#e

R=1-RiR=kK (8)
na prawdopodobistwa gtosowania odpowiednio na lKas i 2, maemy przepisa (5) w
formie:

. 9)
;Z{W RTP23(k, +ky, L)H (K, - kl)j

Analogicznie, prawy czton prawej strony wyeaia (2) mae by przeksztatcony w:

L 1 L K Lk, L (10)
kzz::,)(z(szPs [1-F] 5(k2'2)}

Nastpnie, ze wzgidu na to 2 w przypadku remisu mami, =Kk, :;, formuta (10) mae

by¢ zapisana jako:

L 11
33 Lot DAt k) )
k=0

k=0

pkl pkz
k! k

W rezultacie, po patzeniu (5) i (11) oraz upagdkowaniu, wzér na prawdopodohswo
btedu klasyfikatora zteonego dla problemu dwuklasowego (2)aad ¢ przedstawiony jako:

K 12
R ZZ[d(kl"'kz L)|:H(Sz S)+- 5(|<1 kz)} Hklpzzj_ (12)

k=0kp=0

kk,!



Wyrazenie (12) ukazuje naturalimetod wyznaczania wartei prawdopodobigstwa
btedu klasyfikatora zteonego dla przypadku wieloklasoweg&>@) — poprzez dodanie
kolejnych sumowa przypisanych kolejnym klasom rozianym przez klasyfikatory bazowe.
tatwo zauway¢, ze w takim przypadku dodatkowej analizy wymaga tytizes¢ wyrazenia
(12) znajduca s¢ w nawiasach kwadratowych. Funkcja Heaviside’a atogh w jej
przypadku informaej czy klasa poprawna otrzymata mniej gtoséw mne klasy. Tym
samym dla wielu klas powinna bpna zasipiona przez formugt

- =HOH(S -9)),

ktéra przyjmuje wart& jeden, gdy jedna lub wgcej klas otrzymata od klasyfikatorow
bazowych w¢cej gtosow ni klasa poprawna, oraz wastozero w pozostatych przypadkach.
Druga, prawa ¢g¢ pod nawiasem kwadratowym w (12) - delta Kroneckemaaze by
identyfikowana jako element ol§lajacy liczbe klas remisujcych z klag poprawn,
dodatkowo pomnoong przez prawdopodohistwo wylosowania niepoprawnej klasy podczas
remisu. W ogoélnym przypadkukKg2) liczba remiséw mee by wyznaczona za pomec
wzoru:

(13)

K (24)
= 4(s,8),
i=2
dzigki czemu prawdopodohistwo wylosowania niepoprawnej klasy podczas renpesi
dane przez wytaenie:
Hp (15)
Hp+1

Uwzgledniagc powysze tatwo oblicz§, ze prawdopodobisstwo bkdu klasyfikatora
ztozonego dla problem(')w wieloklasowych jest rowne:

R ZZ 215(‘<1+‘<2.|-)[H(S2 s)+ —5(kl kz):| plape

K0k =0 K= kit 2
gdzie suma prawdopodolisw oddania gtoséw na poszczegoélne klasy:

K

> R=1

i=1
Jednoczénie jednak warto zauwgc, ze czynnik
K1 (18)
i

jest wielomianowym wspo6tczynnikier,,: wielomianowego rozktadu prawdopodoalséva,
wigc wyrazenie (16) mae by zapisane ostatecznie jako:
JD v

P. ZZ Z£ M{H +(1- HE)(l—
k=0k;=0 K
PMF:f(kl’kZ’ kK' 'Pl' 21" P) (20)
jest funkcy rozktadu prawdopodohistwa rozktadu W|elom|anowego dla nieujemnych liczb
catkowitychkg, ks,... K.

j (16)

(17)

L!

gdzie:

4. Symulacje i dyskusja wynikow
Wyprowadzone w poprzednim rozdziale wigaie (19), zostalo w pierwszej
kolejncsci  zweryfikowane déwiadczalnie z wykorzystaniem symulacji statystyczamy



systemu z wieloma klasyfikatorami. Ze wadli na wysoki koszt obliczeniowy tego typu
symulacji, pod uwag byly brane tylko przypadki liczoi klas K od 2 do 10, liczby
klasyfikatoréw bazowych. od 1 do 100 i wybrane wait prawdopodobigstw bkdnych
klasyfikacji klasyfikatorow bazowycRs (0; 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9 i 1). Podczas symuldic
kazdego zestawu parametréw przeprowadzond fbsowa, w ktérych odpowiedzi
poszczegolnych klasyfikatorbw bazowych generowanmsowo, 2z zastosowaniem
standardowego generatora liczb losowych zawarteddoriand Object Pascal w bibliotece
System.

Uzyskane wyniki wykazaly wysakspéjng¢ rezultatow przeprowadzonych symulacji
i wartosci wyliczonych na podstawie wzoru (19). Dla wszydtk rozwaanych wartéci
parametréw wyniki symulacji ety sic od obliczonego prawdopodohigwa bedu o nie
wiecej niz 2,7% wartdci wyliczanych grednio o 0,043%). Dodatkowo, dla przypadku
probleméw dwuklasowych obie metody daty wyniki zged wartéciami wyrazenia (2).

Na podstawie powsszych bada obserwowakmy, jak prawdopodobiestwo btdu
klasyfikatora ztaonego zmienia si wraz ze wzrostem liczby klas (patrz rys.1). Dla
typowego przyktadl = 21 iPs = 0,3 dla dwdéch klas prawdopodofsévem bédu wynosi
Pe=0,0264, ale dla trzech iqaiu klas wynosi ono odpowiednio Zuylko 0,00202 oraz
0,000126. Jest to rezultat wzrastaj liczby klas innych ni prawidtiowa. Bédne gltosy s
rozproszone na wszystkie- 1 niepoprawne klasy i w efekcéeednia hczna liczba gtosow
dla poszczegodlnych niepoprawnych klas maleje wmazawzrostem liczby klas, co nie
dotyczy klasy poprawne.
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Rys. 1. Prawdopodohistwo bkdu klasyfikatora ztéonegoPe
w funkcji prawdopodobigstwa bedu Ps siedmiu klasyfikatorow
bazowych =7), z negatywnie skorelowanymi wzajemnymi
btedami, dla rénych liczndgci klask.

Bardzo ciekawe jest rownieto, ze dla liczby klasK wigkszej nk 2, gorny limit
prawdopodobigstwa a posteriori klasyfikatorow bazowych, przy rgtd mazliwe jest
budowanie skutecznego klasyfikatora zzdinego, jest wikszy niz 0,5 (poréwnaj rys. 2a i
rys. 2b). W obliczu praktycznych trudétd w tworzeniu daych zbioréw klasyfikatorow
bazowych o niskim prawdopodoh&wie btdow i jednoczénie o wysokim stopniu braku
korelacji pom¢dzy popetnianymi przez nie datami, obserwowany rezultat sugeruje



mozliwos¢  tatwiejszego  budowania  klasyfikatorow zémych dla problemoéw
wieloklasowych przez dopuszczenie do rozaa takze klasyfikatorow bazowych
popetniajcych bkdy czsciej niz w potowie przypadkdw.
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Rys. 2. Prawdopodohistwo btdu klasyfikatora ztéonegoP: w funkciji
prawdopodobigstwa bkdu Ps dla r&znych liczbL klasyfikatorow bazowych,
z negatywnie skorelowanymi wzajemnymgdimi, dla péciu a.) i dwoch b.) klas.

1

Dla przyktadu - gdy liczba kla¥ =5 i liczba klasyfikatorbw bazowych =21,
prawdopodobigstwo bkdu klasyfikatorow bazowych Ps=0,6 skutkuje
prawdopodobigstwem b¢du klasyfikatora zibonego na poziomieP: = 0,146, co jest
wartcicia lepsz niz dla zgadywania losowego. Dodatkowo, poprzezeksaenie liczby
klasyfikatorow bazowych do 100, powsze prawdopodobistwo bkdu klasyfikatora
ztozonego mana zmniejsz§ do zaledwie 0,000815. Nale jednak pamitac, ze
prezentowane wyniki zostalty uzyskane przy zefou, ze wzajemne iy klasyfikatorow
bazowych § w petni nieskorelowane lub negatywnie skorelowane, jest trudne do
osigniecia w praktyce. Cgciowa korelacja kidéow mae powodowda zmiany
poszczegdlnych warfoi podanych wyej prawdopodobigstw, jednak nie powinna wplywa
na charakter uzyskiwanych rezultatow.

5. Podsumowanie i plany badawcze

W niniejszej pracy formalnie przedstawiono wzér p@wdopodobigstwo bkdu
klasyfikatora ztiagonego dla problemow wieloklasowych. Jego szczegétawyprowadzenie
zostato oparte na powszechnie znanym, analogiczamgonze dla problemow dwuklasowych,
ktory zostat w tej pracy dodatkowo rozszerzony reypadki z parzystliczba klasyfikatoréw
bazowych.

Symulacyjna analiza uzyskanych wzorow ukazaéawzrost liczby klas rozwanych
przez klasyfikatory bazowe powsj dwdch pozwala obayé prawdopodobigstwo bkdu
klasyfikatora ztaonego bez zwkszania licznéci komitetu. Interesdge jest rownie przy
tym to, ze przy zataeniu braku lub negatywnej korelacji wzajemnyckddw klasyfikatorow
bazowych, gérny limit ich prawdopodoh&wa bkdu Ps, przy ktorym zasadne jeszcze jest
budowanie klasyfikatora zlonego, wzrasta wraz ze wzrostem liczby rozavgch klas.

W rezultacie powyszego, przégie od schematu hipotez dwuwadmwych do
wielowartgciowych, utatwia tworzenie dych zbioréw réanorodnych klasyfikatorow
bazowych, a co za tym idzie - takdoskonalszych klasyfikatoréw ztinych. Mbze mig to



niebagatelne znaczenie dla dalszych zastosaego typu metod w licznych dziedzinach nauki i
przemystu — w tym w zagadnieniach utrzymaniadiagnostyki maszyn oraz badania
niezawodnéci systemow.

W dalszych pracachedziemy badé w jaki sposdb cgciowa korelacja midzy

btedami wielowartéciowych klasyfikatorow bazowych zmienia prawdopoéabtwa
popetniania ldow klasyfikatorow ztaonych dla liczb klas wkszych nk 2. Bedziemy take
opracowywa efektywne obliczeniowo wyfgnia do estymacji waroi wyprowadzonej
formuty dla liczb klas rgdu stu i wgkszych.
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