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JEDNOTKANKOWY MODEL DEKOMPRES]JI OGRANICZONE] PROCESEM

DYFUZJI

Artykut jest kontynuacjg przegladu teorii deterministycznych i statystycznych
dotyczgcych problematyki dekompresyjnej publikowanych na famach Polish Hyperba-
ric Research.

Pomimo doniostosci teorii opracowanej przez H.V. Hempelmana jej pod-
stawy teoretyczne nie byty szeroko publikowane. W artykule podano wyprowadzenie
algebraicznych modeli matematyczny stanowigcych podstawe metody Hempel-
mana sfuzacej do kalkulacji dekompresji.

Stowa kluczowe: dekompresja, teoria H.V Hempelmana, algebraiczne modele ma-
tematyczne.

SINGLE-TISSUE MODEL OF DIFFUSION LIMITED DECOMPRESSION

The paper is the continuation of the review of deterministic and statistical theo-
ries of decompression published in the pages of Polish Hyperbaric Research.
Despite the importance of the theory developed by H.V. Hempelman, its theoretical
foundations have not been widely published. The article describes the steps to derive
algebraic mathematical models underlying Hempelman’s method used to calculate
decompression.

Key words: decompression, H.V Hempelman theory, algebraic mathematical model.
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WSTEP

Model z ograniczong perfuzja, zaktadajacy doskonatg dyfuzje! wewnatrz tkan-
ki teoretycznej i uwzgledniajacy jedynie opor zwigzany z wnikaniem gazu inertnego
do naczyn krwionosnych jest adekwatny pod warunkiem osiggniecia stanu rownowa-
gi®. Procesem dyfuzji gazu inertnego zajmowat sie H.V. Hempelman. Przyjat on, Zze
najczestszymi objawami DCS sa bole stawowe® lokalizowane w obrebie tkanki tacz-
nej. Grozniejsze objawy DC5 sg najczesciej poprzedzane objawami bends lub wy-
stepujg tacznie z nimi. Wynikatoby stad, ze ten rodzaj tkanki jest najbardziej wrazliwy
na obcigzenia dekompresyjne. Przyjmujac tkanke taczng, jako tkanke wiodaca dla
catego procesu dekompresji mozna modelowanie uprosci¢ w stosunku do modeli
neo—haldanowskich, gdzie kolejnos¢ tkanek pod wzgledem przesycen ulega zmia-
nie*. Stad w réznych fazach dekompresji nalezy znalezé tkanke wiodaca i dla niej
oblicza¢ szybkos¢ bezpiecznej dekompresji.

W modelu Hempelmana wystepuje jedna tkanka wiodaca dla catego proce-
su dekompresji — tkanka faczna. Zatem wedtug teorii Hempelmana ustalenie wa-
runkow bezpiecznej dekompresji dla tkanki tacznej pozwolitoby na ochrone nurkow
przed skutkami DCS w ogdle (Hempelman H. V., 1975).

Tkanka faczna podobnie jak tluszczowa jest stosunkowo stabo ukrwiona. Na
podstawie matej perfuzji tkanki ttuszczowej wnioskowano o jej negatywnym wptywie®
na proces dekompresji na gruncie teorii neo—haldanowskich.
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Rys.1. Model geometryczny elementarnego wycinka tkanki chrzestnej, jako limitujacej dekom-
presje procesami dyfuzji gazéw inertnych

'obrazowo doskonata dyfuzje ujmuje sie jako jednolitos¢ stezenia gazu w tkance, przypisujac
uproszczony model doskonatego mieszania

“stanu stacjonarnego

*pends

*rozumie sie przez to zmiane tkanki wiodacej dla procesu dekompresji

5negatywny wptyw tkanki ttuszczowej na gruncie teorii neo—haldanowskich wynika z dwoch
przestanek: dziatania tkanki, jako swoistego akumulatora gazu inertnego w organizmie
z powodu znacznie lepszej rozpuszczalnos¢ azotu w tkance ttuszczowej niz innych
tkankach migkkich oraz stabego jej ukrwienia, ktére powoduje opory w jego eliminaciji
z catej masy tkanki ttuszczowej przez wymywanie azotu przez krew tetniczg
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INTRODUCTION

A model with a limited perfusion, assuming a perfect diffusion inside the theo-
retical tissue and taking into account only the resistance connected with the process
of inert gas permeating blood vessels, is adequate providing there is an equilib-
rium?achieved.

H.V. Hempelman dealt with inert gas diffusion. He accepted that the most
common symptoms of DCS are joint pains® localized within the connective tissue. The
more dangerous symptoms of DC5 are usually preceded by, or appear simultaneously
to the symptoms called bends. What results from this fact is that this type of tissue is
most sensitive to the decompression load. Accepting the connective tissue as the
leading tissue in the decompression, we can simplify the modelling in relation to neo-
Haldane models, where the sequence of tissues in terms of supersaturation change®.
Thus, in various stages of decompression, the leading tissue must be found and the
time of safe decompression for it must be calculated.

In Hempelman’s model, there is a leading tissue for the whole process of de-
compression — the connective tissue. Thus, according to Hempelman'’s theory, estab-
lishing the conditions for safe decompression of the connective tissue would allow
divers to protect themselves against the effects of DCS in general (Hempelman H. V.,
1975).

The connective tissue, like the fatty tissue, is relatively poorly supplied with
blood. On the basis of a small fatty tissue perfusion, it was concluded that it has
a negative impact® on the process of decompression seen from the neo-Haldane per-
spective. Using the same argument, Hempelman drew another conclusion looking for
the reason for limited gas exchanges in diffusion processes®.
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Fig.1 Geometric model of an elementary segment of the cartilaginous tissue limiting decom-
pression through inert gas diffusion

! perfect diffusion is defined as the uniformity of gas concentration in the tissue, with a simpli-
fied model of perfect mixing

% of stationary state

® bends

*it is understood as a change of the leading tissue in the process decompression

® the negative effect of the fatty tissue, according to the neo-Haldane theory, results from two
factors: tissue actions, as a kind of inert gas battery in the body due to a much greater solu-
bility of nitrogen in fat than other soft tissues, and its low blood supply, which causes resis-
tance in its elimination from the whole fatty tissue mass by leaching nitrogen by the arterial
blood

%f diffusion was very fast, then perfusion would be of secondary importance, since inert gas
would spread fast enough to reach the perivascular space as soon as its party from this re-
gion permeates the bloodstream
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Na podstawie tej samej przestanki, mowigcej o ztym ukrwieniu tkanki tgcznej,
Hempelman wysnut inny wniosek, upatrujgcy przyczyny ograniczonej wymiany ga-
zowej w procesach dyfuzyjnych®. Stad takie podejscie nazwano jednotkankowym
modelem dekompresji przy ograniczonej dyfuzji gazu inertnego’.

Podejscie Hempelmana ograniczato sie do wybrania tylko jednej tkanki wio-
dacej oraz modelu zaktadajgcego ograniczong dyfuzje gazéw inertnych na granicy tej
tkanki i krwi, jako przyczyne powstawania przesycen prowadzacych do DCS. Jako
warto$¢ obcigzenia dekompresyjnego przyjat on objetosé/stezenie gazu inertnego
w tkance w stosunku do wyznaczonej doswiadczalnie objetosci/stezenia krytyczne;.

Model z ograniczong dyfuzjg dla tkanki facznej nie uwzgledniat skomplikowa-
nej jej geometrii. Modelem geometrycznym, ktéry postuzyt do rozwazan natury fizycz-
nej zjawiska, byt rozciggajacy sie prawie nieskonczenie ptaski, nieperfundowany wy-
cinek elementarny tkanki fgcznej ograniczony z jednej strony prostopadtg sciang przy-
legtego naczynia krwiono$nego® - rys.1.

Zaktadajac, ze preznosé¢ gazow inertnych w naczyniach tetniczych i zylnych
jest powigzana funkcyjnie z ich cisnieniem czgstkowym w pecherzykach ptucnych
oraz zaktadajgc dodatkowo, ze istnieje tylko jedna, opisana wyzej tkanka teoretyczna
limitujaca proces dekompresji, to strumien eliminowanego gazu inertnego odniesiony
do ptaszczyzny prostopadtej do naczynia krwionosnego bedzie ograniczany, przede
wszystkim, przez proces dyfuzji.

METODA

Kiedy preznosci/stezenia gazéw inertnych po stronie tetniczej spadaja, to za-
warte w tkance gazy inertne® usuwane sg poprzez krew zylng z czesci tkanki przyle-
gtej do naczyn krwiono$nych. Gazy te ulegajg takze redystrybucji w gtab tkanki'®
w przypadku nizszych pozioméw wysycenia® przylegtych do tego wycinka regionéw
—rys.1.

Innymi stowy, gazy inertne z miejsc, w ktérych wystepuje ich wieksza koncen-
tracja przemieszczajg sie do otaczajgcych je naczyn krwionodnych jak réwniez do
innych regionow, w ktorych ich koncentracja jest mniejsza. Ruch ten opisywany jest
poprzez mechanizm dyfuzyjny™, ktéry modelowany jest matematycznie przez dwa
prawa Ficka.

6 gdyby dyfuzja byta bardzo szybka to perfuzja miataby znaczenie drugorzedne, gdyz gaz
inertny rozprzestrzeniatby sie na tyle szybko, aby dotrze¢ do przestrzeni okotonaczyniowe;j
zaraz po tym jak jego partia z tego rejonu przeniknie do krwioobiegu

7single tissue, diffusion limited model

:z fizjologicznego punktu widzenia, granicg styku jest btona naczyniowa torebki stawowej

np. azot

10zamiast przeptywa¢ jedynie w Kkierunku naczynia krwionosnego celem ich eliminacji
Z organizmu

Ysaturacii

12pod pojeciem dyfuzji rozumie sie tutaj proces samorzutnego rozprzestrzeniania sie
czasteczek w danym osrodku, bedacy konsekwencjg chaotycznych zderzeh czasteczek
dyfundujacej substancji miedzy sobg jak i z czasteczkami otaczajgcego jg osrodka,
prowadzacy do wyrdwnywania stezenia kazdej z dyfundujgcych substancji w catym
ukftadzie
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Such an approach is hence called a single-tissue decompression model, with
limited diffusion of inert gas. Hempelman’s approach was limited to selecting only one
leading tissue and a model assuming limited diffusion of inert gases on the border of
the tissue and blood as the cause of supersaturations leading to DCS. As the load
value, Hempelman chose the volume / concentration of the inert gas in the tissue in
relation to the experimentally determined critical volume / concentration.

The model with limited diffusion of the connective tissue did not take into ac-
count the complexity of its geometry. The geometrical model that was used to study
the physical phenomena, was an almost infinitely extending, flat, and unperfused
elementary section of the connective tissue, limited from one side by a perpendicular
wall of the adjacent blood vessel” - Figure 1.

If we assume that the pressure of inert gases in arterial and venous vessels is
related functionally to their partial pressure in alveoli, and that there is only one, de-
scribed above, theoretical tissue limiting decompression, then the flux of the inert gas
which is eliminated, related to a surface perpendicular to the blood vessel, will be re-
duced primarily through the process of diffusion.

METHOD

When the pressure / concentration of inert gases on the arterial side fall, the
inert gases® from tissues are removed through the venous blood from the tissues ad-
jacent to blood vessels. These gases are also subject to redistribution into the tissue®
at lower saturation levels of regions adjacent to this segment — Figure 1. In other
words, the inert gases from places where there is a greater concentration move to the
surrounding blood vessels, as well as to other regions where their concentration is
lower. This movement is described by the diffusion mechanism®®, which is modelled
mathematically by two Fick's laws.

DIFFUSION

On the basis of observing diffusion processes, it can be concluded that a dif-
fusive mass flow, expressed as a spatial molar flux /; through an elementary, perpen-
dicular to the direction of the flux, dS surface, and tending to level out the concentra-
tion C; of the inert gas i in the tissue, is directly proportional to the concentration gra-
dient VC, ' J,(z) = =D, x VC,(1), where: Dis a diffusion coefficient'?. Concentration
gradient V is formalny a vector denoted in the field theory as VC, = grad C,. The mi-
nus sign results from the fact that the direction of the flow from larger to smaller con-
centrations was taken into account.

" from a physiological point of view, vascular membrane of joint capsule is the point of contact
e.g. nitrogen

% instead of only flowing in the direction of the blood vessel, in order to eliminate them from the
body

1% the notion of diffusion process is understood here as a spontaneous spread of molecules in
a given medium, which is a consequence of chaotic collisions of molecules of a diffusing
substance between each other as

well as molecules of the surrounding medium, leading to the equalization of concentrations of
each diffusible substance in the whole system

" nabla is the gradient operator; V=V =grad=1- 2 +j - £ +k-£

12 diffusion coefficient is a function of the type of gas i, temperature T, viscosity n and the type
of the following relation £1: D = f{i, T.#n. 12}

Polskie Towarzystwo Medycyny i Techniki Hiperbarycznej
73



PHR 2 (35) 2011 rok

DYFUZJA

Na podstawie obserwacji proceséw dyfuzyjnych mozna postulowac, ze dyfu-
zyjny przeptyw masy wyrazony przestrzennym strumieniem molowym [, przez ele-
mentarng, prostopadtg do kierunku strumienia powierzchnie dS, zmierzajacy do wy-
réwnania stezenia C, gazu inertnego i w tkance, jest wprost proporcjonalny do gra-
dientu stezen VC,**: J,(r) = —D, x VC,(1), gdzie: D; jest wspotczynnikiem dyfuzji**.
Gradient stezen V™ formalnie jest wektorem'® oznaczanym w teorii pola jako:
VC, = grad C, . Znak minus wigze sie z tym, ze uwzgledniono kierunek przeptywu od
stezenia wiekszego do mniejszego. lloczyn VC; dla stezenia jednorodnego jest skala-
rem, formalnie nazywanym w teorii pola dywergencjg'’ i oznaczanym, jako: div C;.
Stad mozna w sposob uproszczony dla wyrdznionego kierunku x zapisa¢ zaleznos$é
nazywang pierwszym prawem Ficka (Pigon K., Ruziewicz Z., 2007):

——

Rys.2. Strumien [; jako liczba moli &n; przeptywajaca w jednostce czasu &t przez elementar-
na, prostopadtg do kierunku x powierzchnie d5: J; = = 2

25 &r
aC; (x. . .
L-(X,T]=—Dl-'% T =idem A n=idem (1)
X
gdzie: J;— strumien dyfundujacego gazui [mol-m™*-s57*
D; = wspétczynnik dyfuzji gazu i 18 [mol - m” - s - =2 =m?® - s71]
C;— stezenie gazu i [mol-m™?]
x — kierunek wzdtuz osi x [m]

T — Temperatura [K]
1N — lepko$c¢1® [Pa - 5]

" nabla 7 jest operatorem gradientu; V=V =grad =1-2 +j - £ +k-Z

1 wspoltczynnik dyfuzji jest funkcjg rodzaju gazu i, temperatury T, lepkosci # oraz rodzaju
uktadu 11: D = fii.T.n. 127

!> operator Hamiltona

6 wiec mozna utworzy¢ z jego udziatem iloczyn skalarny badz wektorowy

7 dywergencja to operator rézniczkowy, ktéry danemu polu wektorowemu przypisuje pole
skalarne; jesli operator gradientu tworzy iloczyn wektorowy to produkt tej operacji nazywany
jest rotacjg lub wirowoscig i oznaczany, jako ret (Karaskiewicz E., 1976)

'8 wspotczynnik dyfuzji D; réwny jest liczbowo liczbie moli n sktadnika dyfundujacego i przez
jednostkowa powierzchnie 5 w jednostce czasu T, przy jednostkowym gradiencie stezenia £
powodujgcym dyfuzje

19 lepkosé dynamiczna wyraza stosunek naprezen $cinajacych do szybkosci $cinania [Pa - =],
lepkos¢ kinematyczna, nazywana tez kinetyczng, jest stosunkiem lepkosci dynamicznej do
gestosci ptynu [m* - 574
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The product VC; for a homogeneous concentration is a scalar, formally called
divergence® in the field theory and marked as div C;. Thus we can, in a simplified
way and for a particular direction x, formulate a relation called Fick's First Law (Pigoh
K., Ruziewicz Z., 2007):

Fig.2 J; flux as the number of moles &n; flowing in a unit time 47 through an elementary dS

surface perpendicular to direction x: J; = ﬁ . %‘
}i(er}z—Di-%:’} T =idem A n = idem )
where:  [; — diffusion flux i [mol-m™2-571]
Di—  diffusion coefficient (diffusivity) ¢ ** [mol-m? - s - 22 = m? - 577

C;— gas concentration i [mol-m™3]
x — direction along the x axis [m]
T — temperature [K]

n— viscosity *° [Pa - 5]

Diffusion coefficient D; refers to the ability to diffuse gas particles i under the
influence of the concentration gradient VC',.
J:flux can be expressed as the number of moles®® @n; flowing in a time unit 8z through
an elementary d5 surface, perpendicular to direction x: J; = E% (Figure 2). Gener-

ally, this equation can be written as a scalar product: J; = —%

Bdivergence is a differential operator, which assigns scalar field to each vector field; if the
gradient operator creates a vector product, then the product of this operation is called rota-
tion or vorticity and denoted as rot (Karaskiewicz E., 1976)

“diffusion coefficient I; is numerically equal to the number of moles n of a component i diffus-
ing through an elementary surface § in time unit 7 , with an elementary concentration gra-
dient £ causing diffusion

15dynamic viscosity is the ratio of shear stress to shear rate [Pa - =], kinematic viscosity, also
known as kinetic, is the ratio of dynamic viscosity to the density of fluid [m? - s7*]

%t can also be expressed by the mass or volume in conjunction with the units in which £; was
expressed
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Wspotczynnik dyfuzji D; oznacza zdolnos¢ dyfundowania czastek gazu i pod
wptywem gradientu stezenia VC; .
Strumien J; mozna wyrazi¢ poprzez liczbe moli?® @n; przeptywajaca w jednostce cza-
su dt przez elementarng, prostopadta do kierunku x powierzchnie d5: J; = a—-ﬁ"—"‘

ot

rys.2. Uogdlniajac, réwnanie to mozna zapisaé, jako iloczyn skalarny: J; = si ta-
czac je z 0golng postacia pierwszego prawa Ficka w formie iloczynu skalarnego:
J: = —D,-VC,(1), mozna zapisa¢ iloczyn skalarny: ——E =(D-V)-C. Przeksztatcajac

go do postaci: —f = V(D - V) - C oraz upraszczajac poprzez zatozenie izotropii** wspot-
czynnika dyfuzji dla jednorodnej tkanki D = D, mozna uproscié te zaleznos¢ do
postaci: 2 = D - (V- V) - € == D - V2 - C. Przyjmujac izotropie rozktadu stezenia mozna
zapisac éllrugie prawo Ficka pod najczesciej spotykang postacia:

AC; D A%

5 = Dt 5o T =idem A n=idem (2)
gdzie: T— czas [s]

C; = Ci(x,7) — stezenie gazu inertnego i po czasie t i w odlegtosci x od
granicy faz pomiedzy naczyniem krwionosnym i tkankg

Modutem napedowym procesu dyfuzji gazu inertnego w tkankach w warun-
kach hiperbarycznych najcze$ciej jest zmiana prezno$ci? I1. Ogdlnie ujmujac model
matematyczny dla takiego procesu mozna przyjgc¢, ze zmiana ta jest réznicg prezno-
sci gazu w tkance w odniesiong do ci$nienia referencyjnego, jakim najczesciej jest
ci$nienie otoczenia p,: I1 = m — p, . Stad drugie prawo Ficka dla modutu napedowego,
jakim jest roznica cisnien czagstkowych/preznosci I1 mozna zapisaé¢ analogicznie do
(2), jako (Wienke B.R., 1989): &2 =D - £1 .

MODEL MATEMATYCZNY PROCESU DYFUZJI

Omawiajgc sytuacje problemowg zwigzang z jednotkankowym modelem de-
kompresji ograniczonej procesem dyfuzji najczesciej przyjmuje sie rozwigzanie po-
dobnie modelowanego problemu dla transportu ciepta. Opisane w postaci rownania
rézniczkowego rozwigzanie zwane jest pod nazwg rownania Carslawa i Jaege-
ra’® (Carslaw H.S., Jaeger J.C., reprint 2008). Dla warunkéw brzegowych
Cixt=0)=0A C{x=071) = C,dla stezenia C; gazu inertnego i w funkcji odlegto-
Sci x i czasu T dla modelu wiodacej tkanki teoretycznej przedstawionej na rys.1 roz-
wigzanie rownania rézniczkowego dla drugiego prawa Ficka (2) przyjeto sie takze
nazywac¢ rownaniem Carslawa i Jaegera (Gernhardt M. L., 1991).

Model fizyczny sytuacji problemowej polegajgcej na zobrazowaniu dyfuzji ga-
zu B rozpuszczonego w wolno przeptywajacej przez cylinder cieczy A, uwalniany do
przestrzeni ponad swobodnym jej lustrem, wypetnionym jej parg nasycong pokazano
na rys.3 (Kembtowski Z., Michatowski S., Strumitto Cz. Zarzyski R., 1985).

?® mozna wyrazi¢ tez przez mase lub objetos¢ w powigzaniu z jednostkami, w jakich wyrazono

C.‘

izotropowosé (izotropia) to niezalezno$é od kierunku; przeciwienstwem tego pojecia jest

anizotropia

22 rdznica stezen jest podstawowym modutem napedowym procesu dyfuzji przy dekompres;ji
izobarycznej

3 cho¢ powotali sie oni na obliczenia wykonane przez Graya (Gray M.C., 1925)

21
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Combining them with the general form of Fick's First Law in the form of a sca-
lar product: J; =—D,-VC.(7) , we can write the scalar product: g”—f =(D-V)-C .
Having transformed it into the following form: ”—fz V(D -V)- € and simplified it by as-
suming isotropy*’ of the diffusion coefficient for a homogeneous tissue D = D, we can
simplify this relation to the following form: .Tf =D-(V:V):€==D-V*-C
When we assume the isotropy of the concentration distribution, Fick's Second Law, in
its most common form, can be written down:

&C; le‘_'[

arzﬂf'axi’ T =idem N 1 =idem 2)
where: T— time [s]
C;=C:{x,T)— inert gas concentration i after time r i and in distance x

from the border between a blood vessel and tissue

Pressure change™® I is most frequently the drive module of inert gas diffusion
in the tissues under hyperbaric conditions. If we accept a mathematical model for
such a process, it can be assumed that this change is the difference in gas pressure
in tissue  related to the reference pressure, which is usually the pressure of the envi-
ronment p.: I'l =7 —p,. Hence, Fick's Second Law for the drive module, i.e. the dif-
ference in (partial) pressure 1 can be written down analogously to (2), as (Wienke

B.R., 1989): &1=D -1,

Ax2

MATHEMATICAL MODEL OF DIFFUSION

While discussing the problematic situation related to the single-tissue decom-
pression model limited by a diffusion process, a similarly modeled solution to the
problem with conduction of heat is taken. The solution is described in the form of dif-
ferential equation and is called Carslaw and Jaeger equation'® (Carslaw H.S.,
Jaeger J.C., reprint 2008). For the boundary conditions
CixT=0)=0n C{x=01)=C, and for the concentration C; of inert gas i in dis-
tance x and time 1 of a model of theoretical leading tissue presented in Figure 1, the
solution of the differential equation for Fick’s Second Law is also called Carslaw and
Jaeger equation (Gernhardt M. L., 1991).

The physical model of the problematic situation consisting in illustrating the dif-
fusion of gas E dissolved in liquid A flowing slowly through a cylinder, released into
free space above water level, which is filled with its saturated steam is shown in Fig-
ure 3 (Kembtowski Z., Michatowski S., Strumitto Cz. Zarzyski R., 1985).

In the adopted physical model, it is assumed that at time 7, gas & will not reach the
top of the cylinder x, at constant temperature T = idem and pressure p = idem.

Yisotropy is uniformity in all orientations; anisotropy is the opposite
'8 concentration difference is the basic drive module of diffusion in isobaric decompression
!9 though they relied on calculations made by Gray (Gray M.C., 1925)
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W przyjetym modelu fizycznym zatozono, ze w rozpatrywanym czasie t, gaz &
nie osiggnie goérnej czesci cylindra x, przy statej temperaturze T =idem

A xk

I=idem "
p=idem |

A+B <« 0
A+B

= <«— A+B

Rys.3.Model fizyczny dla procesu dyfuzji gazu rozpuszczonego z cieczy

i ciSnieniu p = idem. Warunki naktadane na zawarto$¢ Cz; gazu E w przestrzeni po-
nad cieczg dla opisanej sytuacji problemowej mozna okreslic, jako:
lim, ;Cp=0 A lim, ., (s =Cg A lim,... Cp=0. Pierwszy z nich bedacy warun-
kiem poczatkowym oznacza, ze gaz E nie jest obecny {z = 0 w przestrzeni gazowe;j
cylindra na poczatku procesu T = 0. Dwa pozostate tworzg warunki brzegowe, z kt6-
rych pierwszy stanowi, ze ustala sie stan réwnowagi fizykochemicznej Cz = £; na
granicy faz x = 0 . Ostatni z warunkéw ustala, ze gaz E nie dociera do konca cylindra
Colx,)=0-rys.3.

Podczas poszukiwania funkcji** bedacej rozwigzaniem drugiego prawa
Ficka (2) wygodnie bedzie ustali¢ wnganq, bezwymiarowg odlegtos¢ v = = oraz

bezwymiarowe, wzgledne stezenie C = ':_-:- . Zaktadajac, ze wzgledne stezenie C jest
funkcjg € = f{») wzglednej odlegtosci v, mozna podzieli¢ stronami zaleznosé (2)
przez. C’ o | wprowadzajgc bezwymiarowe, wzgledne stezenie C zapisa¢ (2) w postaci:

“E-D- . Skoro wzgledne stezenie ¢ jest funqu v, to mozna zastosowacé nastepuja-
ce przekszta’rcenle Vemriy) =502, dla ktdrego wyliczajac:
Vo= 2 2 L=t 55 = Zoi- L2 mozna ostatecznie zapisad, ze:
e T el dy gt 2 T &
ac 1 v 8
I'-:-"Iczf|::l-_'. ; = — E . ? . ,_-:l_ (3)
Dla drugiego czionu réwnania (2) mozna zapisad: £t =Z(2f)=ZE(EE.2 =
4 80, 1 o __ 1 4 8C_ = 3 rac 1 1 8% _ ¥yt 8%
T. —r-—..)'_ 0T E 3r  aDt EE -.TF"I_.I.E" f_‘,':_JT 8

24 algebraicznej funkcji analitycznej

Polskie Towarzystwo Medycyny i Techniki Hiperbarycznej
78



Polish Hyperbaric Research

T=idem V-
p=idem |

A+B <+ 0
A+B

— << A+B

Fig.3 Physical model for the diffusion of gas dissolved in liquid

In the problematic situation described, the conditions imposed on the content
Cr of gas E in the space above the liquid can be represented as
lim,;Cz=0 A lim,.;C5 = Cy A lim,..., Cg = 0. The first of them, being the initial
condition, means that gas 5 is not present Cz = 0 in the gas space of the cylinder at
the beginning of the process t = 0. The other two form boundary conditions; the for-
mer states that physicochemical equilibrium £z = is fixed on the boundary of
phases x = 0. The latter states that gas 5 does not reach the end of the cylinder
Cs(x,) = 0—Figure 3.

When searching for a function®® which is the solution to FICkS second law (2),
it is convenient to determine a relatlve dimensionless distance y = = and a dimen-

sionless, relative concentration £ = ce' Assuming that the relative concentration ( is

a function € = f{yv) of the relative distance v, the relation (2) can be divided by €,
and, introducing a dimensionless, relative concentration C, we can write it (2) as
"E-D-— Since the relative concentratlon  is a function of v, we can apply the follow-
ing transformatlon After the following calculation:

V=2 2 F=-1% ££, we can eventually write it as:
et T = o o
ac 1 J€
VesfG) 5T T3 e (3)
For the second part of equation (2), we can write: 2% =2(25)=2(2C. 20 -
_ a3t 1 2 3 _ a8 _ & _3s3C Ly 1 3% __yE o3k
= 3x\ay abe _ TaDlt 3y ST Fy\ay =T e P

20 algebraic analytic function
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2)

Vesrt) 2 = 5oz @)

Podstawiajac rozwazama @)-(4): E=—3L-5A == :— 2t do drugiego
prawa Ficka (2) 5 2% = D2 mozna zapisac’:' i E D+:-L. T = ':J Mozna dalej
przekszta’:cié pReEp iy H,} =0 = y?- &£ 2. vl —': =0, i skrécicé
JE + 2 —_ =0, przy Warunkach brzegowych: hm o Cly) = U Alimy... CO) =0,
Wprowadzajac oznaczenie C'= j—c , mozna zapisac:
—E+21C =0 = z-9C'=-2-y-8y co -po scatkowaniu  daje: (' =
= a4 LTV = ”.': aq e Po powtérnym scatkowaniu, funkcje C{yv} mozna zapi-

saé w postaci' C=qay- ||: e‘-‘-':dr' + @ i korzystajac z pierwszego warunku brzegowe-
go lim,_; C{y) = 0 obliczy¢ warto$¢ statej a,, ktéra wynosi ay = 1, oraz zapisac obli-
czong funkcje cv) w postaci: C=ay" ||: e ¥ dy+1, Zgodnie
z drugim warunkiem brzegowym lim,._... C{y) = 0 mozna obliczy¢ wartos$¢ statej a;,

ktéra wynosi o, = -__,I,:_ ™" dy)™! co wraz z definicjg funkcji C(v) jako € = E daje
zaleznosc¢:
Co 1 e ¥ta (5)

Zalezno$¢ - flglexp (—v?) dv nazywana jest funkcjg btedu i oznaczana jako
erf(y)=%- J',:}_'ex*p (—v?) dv. Korzystajac z tego, ze funkcja ta dla argumentu dgza-
cego do nieskorczonosci jest jednoscig lim,._...erf{y) =1, mozna zaleznos¢ (5)
uprosci¢ do postaci:

Ce=Corll—erf(y)] | y=—£ (6)

Mozna wykresli¢ uniwersalng zaleznos¢ dla rozktadu wzglednego stezenia £ = ?:—f od
wzglednej odlegtosci od powierzchni miedzyfazowej* '

*® bedacej takze funkcjg czasu
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Veepi o220 (4)
S gxs xs dye

When we substitute solutions (3)—( ) E=—1L-SA fe= 'E to Fick’s
Second Law (2) & e L-ZC.p+:.2.2 =0 You can trans
form it furthre 2 - "‘E+ . ;B_:—': =0 = 2 —§+ 211#_ =0, and reduce:
—f—+ 2 -;.--_—J_- 0, Wlth the boundary conditions: lim,_.;C{y) = t]J A limy, .. C{y) = 0.
When we introducing the symbol C'= E : we can write:
"'f+ 2-y-C=0 = > -9C = *dy  which after -|ntegration gives: € =
=aq-€ -‘-': = —'f =qq€ =¥* | After another integration, we can write the function C{y)

as: C=ay- ,I',::_'-e‘-"': dy+a; and, using the first boundary condition lim,_;C{y) =0,
we can calculate the value of constant a,, which is a, = 1, oraz and write the calcu-

lated function C{v) in the following form: € = a; - ||: e~¥"dy + 1. According to the sec-
ond boundary condition lim,._..C{v) = 0, we can calculate the value of the constant
@4, Which is a1 ( I',: e~V dy) 1 , ), which together with the definition of the function
Clvias(C = -:_.: gives the following relation:

¥ ¥
L T (5)
o g e~ ay

-1 .
|.—’ { T

J; expl{—y=) dy is called an error function and represented by
erfiv) E%-Jgexp{:—_t‘:} dv. Knowing the fact that the function for an argument
approachittg infinity is a unity of lim,._...erf(v) =1, we can simplify the reelation (5)
to the following form:

The relation —=

Cs=Co-ll—erfOl | y=—rm% (6)
We can present a universal relation between the distribution of the relative concentra-
tion € = Lc—f and the relative distance from the interphase surface® v = —== — Figure
4.

2 being also a time t function
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C=1-erf(y)

0,8 -

0,4

0,2 A

0‘.0 T T T 1
0,0 0,5 1,0 a5 ¥y
Rys.4.Uniwersalna zaleznos¢ dla rozktadu wzglednego stezenia & = :—" od wzglednej odlegto-

P

$ci od powierzchni miedzyfazowej y = ——

Dysponujac zaleznoscig cisnieh czastkowych/preznosci p; w funkcji odlegtosci
x od $ciany naczynia krwionosnego mozna obliczy¢ gradient ;T dla gazu i oraz do-
wolnej chwili T, w kierunku x prostopadtym do naczynia — rys.1. Aby uprosci¢ oblicze-

nia mozna poczatkowo obllczyc pochodna = | y=—%=, ktora wyniesie:
";—” = ; crll—erfiv)]l =L p,— i orerflv) =pg -a.i;_-e’.'"fl"*‘} . Po zrozniczko-
i y g  dx - ~ . R - dy 1 .

waniu mozna zapisac: ;-§=1t}.; exr:,_—j.'-}. Poniewaz, = =.—=, to mozna

ostatecznie gradient preznosci E dla dowolnej chwili T zapisa¢, jako:

Z-Zew(—=) )

dx W 2- /Dt F
Przyjmujac zgodnie z modelem geometrycznym przedstawionym na rys.1, ze
dla x = 0 cisnienie czastkowe gazu inertnego : jest takie samo jak dla przeptywajacej
krwi pg, stad i z zaleznosci (7), jednowymiarowy gradient cisnienia czastkowego —

gazu inertnego i w kierunku x dla wybranej tkanki teoretycznej o wspétczynniku dyfu-
Zji D; jest odwrotnie proporcjonalny do pierwiastka czasu trwania procesu dyfuzji t:

o h k=B A x=0 )

dx WT t S T

Dla stanu réwnowagi procesu dyfuzji J; = idem, liczba moli czastek gazu inert-
nego i dyfundujaca w jednostce czasu 7; = :—_ bedzie iloczynem wartosci strumienia
dyfundujacego gazu [: w kierunku prostopadtym do powierzchni elementarnej ds.
Zgodnle z pierwszym prawem Ficka (1) zalezno$¢ te mozna zapisa¢, jako:
N, =—==],-d5=-D,-d5-Vp;.. Wykorzystujac zalezno$¢ (6) mozna obliczy¢ dla
stanu staCJonarnego procesu dyfuzji J; = idem elementarng liczbe moli dn dyfunduja-
cego gazu i w elementarnej jednostce czasu dr:
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o C=1—-erf(y)

0,4 -

0,0 T T T i
0,0 0,5 1,0 ;5 y
Fig.4 Universal relation between the distribution of the relative concentration £ =
relative distance from the interphase surface y = —

| Ln}
3 |u

and the

With the (partial) pressure p; relation in the function of distance x from the
blood vessel wall we can calculate gradient E for gas i and any time , in the x direc-
tion perpendicular to the vessel — Figure 1. To simplify the calculations, you can ini-

tially calculate the derivative = | V=5 which is:
E= Lopo-ll—erf()] = £po — L po-erf(y) = po-erf(y).

g1 1
After differentiating, you can write: — .—_ =pp=-exp(—v?). Because ;_, —

we can finally write the pressure gradlent —ﬁ ‘ for any time T as:

dpi 1

o) = @)

ox T

When we assuming, in accordance with the geometrical model shown in Fig-
ure 1, that for x = 0, the partial pressure of inert gas i is the same as for blood flow
g, from this and (7) we can assume that one-dimensional partial pressure E gradient
of inert gas in direction x, for a selected theoretical tissue with diffusion coefficient D;
is inversely proportional to the square root of diffusion process time 7 :

oA k= — A x=0 8)

dx ST t 5 D

For the equilibrium state of diffusion process J; = idem, the number of moles of
inert gas i particles, diffusing in time unit #; = ; is the product of the value of the
flux of diffusing gas J; in the direction perpendlcular to the elementary d5 surface.
According to Fick's First Law (1), this relation can be written as:
n; = L =J;-d5=-D;-d5-Vp;. Using relation (6), the elementary number of moles
dn of diffusing gas in an elementary unit of time @t can be calculated for the station-
ary state of the diffusion process J; = idem:
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x=0)==—p.as-% | =22 = idem )
gdzie: 71;— strumien moli dyfundujacego gazu i na granicy tkanka—krew
n; — liczba moli dyfundujgcego gazu i
5 — powierzchnia jednostkowa prostopadta do kierunku osi x
ki — wspdiczynnik k; = —-Z

o T

Korzystajac z zaleznosci (9) mozna obliczy¢ catkowitg liczbe moli n; dyfundu-
jacego gazu inertnego i przez powierzchnie jednostkowg bariery dyfuzyjnejzf 5, jako

catke rézniczkowego strumienia dyfuzyjnego n; = |, nydr =
5T Dyks , P . . . . ;o 27
=1, 1; —— g dr d5, ktérej rozwigzanie mozna zapisac, jako
n=k-yT | ki==D;-5-ki A x=0 (10)

Z rownania (10) wynika, ze liczba moli n; gazu i, przenikajaca w czasie t
przez jednostkowa powierzchnie 5 jest proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego
czasu t trwania stanu réwnowagi procesu dyfuzji 1; = /7. Stad, iloczyn cisnienia cat-
kowitego p i pierwiastka kwadratowego czasu trwania ekspozycji 4T, moze byé wa-
runkiem bezpiecznej dekompres;ji:

T=0

Po C,=0 Po C,=1
Ci—=1 v C,=0

0 b 25 *

Rys.5.Model fizyczny dla procesu wzajemnej dyfuzji dwéch gazéw

?® barierg jest btona naczyniowa torebki stawowej

" Dla powierzchni jednostkowej 5 = 1 zaleznos¢ (9) mozna zapisac, jako: n; = Cpr [2E V',
ktére to rozwigzanie mozna uzyskac takze w inny sposob, wstawiajgc do pierwszego
prawa Ficka (1) rozwigzanie rownania rozniczkowego dla drugiego prawa Ficka (2).
Stad, strumien molowy /(x.7) dyfundujacego gazu i przez jednostkowag powierzchnie 5 w
kierunku do niej prostopadtym x w jeqnostce czasu T mozna zapisac, jako:

T a 2 2- /BT d ! dr _ i d
Jo.7) = =D R == =D | Co— o o fy T e (—;_] > Dr-’] = =l
. d 2
;;fgxp{}]d} |d}— %—EZ.:_‘;__rex;:(}]

Stad wynika, ze: Jix,7) = Cy- »"‘ expl(-1 5= _] ]. Catkujac ostatnig zalezno$¢ mozna obli-

czyc¢ liczbe moli n; dyfundUchego gazu i przez Jednostkowa pOW|erzchn|Q 5 prostopadtg do
kierunku x w czasie = m; = [ Jix = 0.9)d7 = [ ED Zar=Cp E[fL dr=C,- FvT.

Wida¢ stad, ze ostateczne rozwiazanie n; = C,+ . Zi-+/t jest |dentyczne z zaleznoscig (10)
(Ashida H., Ikeda T., Tikuisis P., Nishi R. Y., 2005).
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Using the formula (9), we can calculate the total number of moles 1; of diffus-

ing inert gas [ through the elementary area of diffusion barrier? 5 as the integral of
the differential diffusion flux

D; -k
f n; dt = _f f 1 dI dS,whose solution can be written as*

n; = kT | ki=—D;-5-ki A x=0 (10)

Equation (10) shows that the number of moles 1; of gas L, permeating in time
T through elementary surface area Sis proportional to the square root of time T of
equilibrium state of diffusion process; = vT.. Hence, the product of total pressure

P and the square root of exposure duration V' T, may constitute the condition of safe

decompression:
=0

U A }}r} ('r

0 b 25>
Fig.5 Physical model of mutual diffusion of two gases

p -+T = const (11)

The initial evidence proving the truth of postulate® (11) was a surprisingly
good correlation with given direct decompression profiles® selected empirically by the
U.S. Navy - Table 1 (Direction of Commander, Naval Sea Systems Command, 2008).

vascular membrane of joint capsule is the barrier

® For an elementary surface § = 1, relation (9) can be written as n; = €+ L+ 'z, which can
be obtained in other ways, inserting in Fick's First Law (1) the solution of the differential equa-
tion for Fick's Second Law (2). Hence, the molar flux J(x. 7} of diffusing gas i through an ele-
mentary area 5 in the perpendicular direction x and time unit T can be written as

dx

2,0t dx 2 dr
Cg—lfg'i'_r? g.tp(— ,_J 3'-.?]: zﬁa' Ii”[ri,'f,—lfg,x

/Dt

Jix,7) = —D; - 552 = _p, -i

dx o Tp

i;f exp(— }‘]d}]|d} s N exp(—y?)

E INT
DT

. It can be concluded that Jr{.r ) = Cp »_'“ exp[(— I _] ’1. If we integrate the last relation,

we can calculate the number of moles #; of diffusing gas i through an elementary area 5 in the
perpendicular direction x and time unit t:

J}.f{,r-f?ﬂd*r-]}. Cor 2L dT=Cpr a,“ J} dt =Cy- 2 -+/7. This shows that the final

solution n; = Cp- |2 Jris |dent|cal to equation (10) (Ashida H., Ikeda T., Tikuisis P., Nishi R.

Y., 2005).

* here - the thesis is accepted without proof as an axiom, which is the starting point for further
considerations

% profiles with zero decompression, i.e. such times spent at maximum depth of exposure that
a diver can tolerate surfacing without decompression stops - only the speed of surfacing is
limited
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p AT = const (12)

Wstepnym dowodem na prawdziwo$¢ postulatu®® (11) byta zadziwiajaco dobra
korelacja z wybranymi profilami dekompresiji bezposredniej?® wyznaczonymi empi-
rycznie przez US Navy — tab.l (Direction of Commander, Naval Sea Systems
Command, 2008).

PODEJSCIE HEMPELMANA

Jako model fizyczny wybrano cylinder podzielony w odlegtosci & na potowy
cienkg sciankg, po stronach ktérej zgromadzone sg dwa rodzaje gazéw czystych
A oraz B — rys.5. Gazy te znajdujg sie pod tym samym cisnieniem ;. Po usunieciu
bariery zacznie sie proces dyfuzji, ktéry spowoduje zmiane stezenia gazu i. Masa
gazu A zawartego w jednej potowie kuwety bedzie sie zmienia¢ od wartosci my = m;
dom,="2my=my > my = ~2 | 1=0 — 1 = c0. Chcac rozwigzaé dla tego modelu
drugie prawo Ficka (2) dogodnie jest zastgpi¢ wielko$¢ m, zmienng
M=2- :j"l'——,u, ktéra w czasie biegnacym od zera do nieskonczonosci zmienia sie

od Jednosm do zera: M=1-=M=0|r=0—= T = e Po podstaW|en|u zmiennej
my = T (M + 1) do réwnania (2), mozna zaplsac ==D- ;x‘ , gdyz X = f{r,x). Dla
przyjetego modelu fizycznego stezenia dyfundUJapych gazéw bedg symetryczne
wzgledem $rodka cylindra, stgd wystarczy rozwigzac¢ sytuacje problemowg jedynie
dla jego potowy ustalajgc poczatek osi 0 na jednym koncu cylindra oraz dtugosc¢ cate-
go cylindra na 2+ b — rys.5. Dla tych parametréow modelu mozna zapisa‘{: nastepujgce

warunki graniczne' FoogM=1AY o M=0AY ;M=0AYV_-,52 =0. Ostatni

z warunkéw V.=, X =0 wynika z przyjecia, ze na koncach cyllndra dyfuzja nie za-

chodzi. Zakfadajac, ze funkcja bedgca rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (2)
moze byc’: wyrazona jako iloczyn M = s-w, gdzie (M) jest funkcjg zmiennej 1

a wit=w jest funqu czasu 1, mozna zapisaC drugie prawo Ficka Jako
"’f)"“ D-——-w a nastepnie rozdzielajagc zmienne przeksztaici¢ do postaci:

s el ;-— Poniewaz funkcja @ nie zalezy od x: @ = F{M), to przy zmianie M

:_.l_ ox* D 8T

prawa strona ostatniego réwnania pozostaje stata. Podobnie lewa strona pozostaje
stata przy zmianie t, gdyz (M) = F{r). Wynika stad, Ze obie strony réwnania powin-

ny by¢ rowne jednej i tej samej statej oznaczonej tutaj jako -k
Lci. -";_ﬁ{ =—k* A E_U = —-c"} W ten sposob powstat uktad réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych. Jedng z metod rozwigzywania takich rownan jest odgadniecie
catek ogolnych ktorych propozyCJe ~mozna zapisac, jako:

(M) = aq - cosia: M)+ g sinlo M)A o= ay-expl{—D- - T) stad funkcije M
mozna powtornie zapisac, jako ich iloczyn: M=csM)wlt=

=az exp{—D-a’ 1) [ay - cosle- M)+ a;-sinla-M)]. Dla tego rozwigzania
iwarunku ¥.=, M = 0 wynika, ze V.., M =0 = g, =0.

28 tutaj — teza przyjmowana bez dowodu jako aksjomat, stanowigca punkt wyjscia do dalszych
rozwazan

29 profile z dekompresjg zerowa, czyli takie czasy przebywania na maksymalnej gtebokosci
ekspozycji, ktore nurek toleruje przy wynurzaniu bez zastosowania przystankéw
dekompresyjnych — limitowana jest jedynie predkos¢ wynurzania
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HEMPELMAN’S APPROACH

A cylinder divided at distance & in half with a thin wall, on the sides of which
there are two types of pure gases A and E was selected as a physical model — Figure
5. These gases are under the same pressure p; . After removing the barriers, the
process of diffusion will begin, which will change the concentration of gas i. The mass
of gas A stored in one half of the container will change the value from m4 = m;
tomy, ="Emy =mp—»my="2| t=0 7= To solve Fick's second law (2) for
this model, it is convenient to replace m, with variable M = 2 - :—*; —';}, which during
the time running from zero to infinity varies from one to zero:
M=1=M=0 |7t=0-=1="= After substltutlng the variable m, = T (M+1) in

equation (2), we can write "ﬂ—_— D- T gdyz X = f{r,x). For the physical model
adopted, the concentration of diffusing gases will be symmetrical to the centre of the
cylinder, hence it is enough to resolve the problem only for its one half by determining
the beginning of axis 0 at one end of the cylinder and the length of the cylinder to 2- b
- Figure 5. For these model parameters, we can write the following boundary condi-
tions:. Wocg M =1 A Wz M=0 AV, o, M=0 4 t:-’i.:i,j":,—fz . The last of them
L — T =0 results from assuming that at the ends of the cylinder diffusion does not
occur. Assuming that the function being the solution of the differential equation (2)
can be expressed as the product, M = ¢ - w where (M) is a function of the variable
M, and m"r} = .:L: is a function of time r , we can write Fick's Second Law as:

&(] rj',l— =D-——-wand then by separating variables, we can convert it to the fol-

lowing form: ; - a0 ==+ =2, Since function @ does not depend on x: @ = f(M),

changing Mwill leave the rlght S|de of the last equation the same. Similarly, the left
side will remain constant when changing z, since (M) = f{r). It appears that both
sides of the equation should be equal to one and the same constant, indicated here

n-‘.

as-k“: (— = k2 n r-f: —-c-} Thus, a system of ordinary differential

e &= D@
eqguations was created. One of the methods of solving such equations is to guess the
general integrals proposals of which can be written as:
siM)=ay-cos{a- M)+ a,-sinfe-M) A & =ag-exp(—D-a®-1), hence function M
can be rewritten as their product: M=e(M) wl(t) =
=agz-expl—D-a”-1)-[ay coslo- M)+ a,-sinla- M)]For this solution and the con-
dition Y., M =10, it appears that ..o M=0 = a; =0. . So the solution will be
simplified: M = az-exp(—D a® 1) a;-sinle- M), ‘The condltlon for the end of the

diffusion process at the end of the box ¥. .-, T = CI entails such a conclusion:
Vemp o2=0 = M = cos{e M) =0 | 3,00 g==2:t.7 and the condition
\:f_-; ;j’ =0is automatlcally met. After taking these condltlons into account, when we
add up all the possible solutions for any values of n, we can transform function M and
write it as: M = 5oy A, exp |—D- (227 T] - sin(Z%=- 7+ x). But while taking into
account the last condition: ¥_.=; X = 1, the last equation can be written as the follow-

ing relation: ¥.-; X = 1, Constants 4 ,should be selected so as to meet the condition
I";"I?:E. .'1r:ir = l

3sin
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Czyli rozwigzanie ulegnie uproszczeniu:
M =az exp(—D o 1) a, sinla-M). Warunek zaniku procesu dyfuzji na korncu
kuwety Vooy 22 =0 pocigga za sobg wniosek:
Wemp i =0 = ZE0 — cos(-M) =0 | Jpeca= -7, natomiast  warunek

*;"_-x ‘j’ =0 jest jUZ automatycznie spetniony. Po uwnganlenlu powyzszych warun-
kéw, sumujgc wszystkie mozliwe rozwigzania dla dowolnych wartosci n, mozna funk-

cjie M przeksztalmc i zapisacé w postaci:
M=% A, exp|— 7)) - r] -sin(22-7- x). Za$ uwzgledniajac ostatni wa-
runek: ¥.—;X =1, to ostatnie rownanie mozna zapisa¢ jako zwigzek:
Ve M=1= X _,4," 5”‘1L— 7-x) = 1. State 4, nalezy dobraé tak, aby spetnia-
ly warunek VW,-,M=1. Z algebry3° wiadomo ze dIa przedzia’fu
[0; 2-b], szereg geometryczny sin(-x) +Z-sin(3--x) + Z-sin(5- S -x) +. ma
granice wynoszaca - (Batuner £.M., Pozin M. J., 1956) Stqd mozna zaplsac rozwmle-
cie  jednosci wed’fug sinusow,  jako: S[sin(G-x)+ 2esin(3-S-x) +
+2-sin(5- - x)+..] i poréwnac z ¥ = Ax 51?1L—H T ] =1 otrzmeJac stqd, ze:

Ap = ———- Ostatecznie funkcja zastepcza M moze zostac zapisana, jako:

Yy —exp[-D- (B )2 1] - sin(EE - x) (12)

:4|4—

Zaleznos¢ (12) jest ogdlnym rozwigzaniem sytuacji problemowej dyfunduja-
cych gazéw w przeciwpragdzie — rys.5 (Batuner £.M., Pozin M.J., 1956). Rozwazajac
nastepnie stezenie sktadnika 4 w kuwecie w procesie dyfuzji, mozna zapisac, ze:
M=2-[7 uEf—i';- exp[—D - (E%*-m)? - 7] - sin[F22E- x] dax. Przyjmujap ze kuwe-
ta ma srednice jednostkowa, to jej objetos¢ wyniesie: ¥ = 2+ h. Stad mozna obliczy¢
stezenie obliczajac powyzsza catke™":

C=f =% i ep-D- (2?1 (13)

g

Wartos¢ stezenia_-::’ mozna zapisac takze przeksztatcajac definicje wartosci
masy M, jako: M = 2- —_'— H=C=2- "'L—*"— ,u Wynika stad, ze zmiana stezenia (,

podobnie jak masy M, przebiega w czasie blegnacym od zera do nieskonczonosci od
jednoscido zera: C =1 —=C =0 |t =0 — 1 = co. Na tej podstawie mozna stwierdzic,
ze w potowce kuwety gdzie zawarty jest gaz 4 stezenie jego spada po usunieciu ba-
riery zgodnie z funkcjg (13) a w przestrzeni gdzie byt jedynie gaz E rosnie jego zawar-
tos¢ wedtug tej samej funkgiji.

Mozna na podstawie rozwigzania ogélnego drugiego prawa Ficka (13) zapisac
zaleznosc¢ stopnia desaturacji A gazem A dla czesci kuwety gdzie na poczatku byt
jedynie gaz E, jako (Hempelman H. V., 1975):

A=1-5 5%, it )2 q] (14)

% dziat matematyki bedacy poczatkowo teorig rozwigzywania rownan postugujaca sie symbo-

likg literowg

! catkujac poszczegolne czynnlkl sumy i sumujac je oraz korzystajagc z tego, ze
sin BEUTE gy =

2m— 1 —iT
[Zn—1-ws
LE0s T/ ||:|:|s1'r=—1
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From algebra26 we know that for range [0;2-k], geometrical series
sin(%-x) +=-sin(3 5 -x)+ 2 sin(5-=-x) +. has a limit of 7 (Batuner £.M., Pozin
M.J., 1956). That |s why we can wrlte the expansion of unity by sines as
l1=2[sin(Z-x)+2-sin{3-Z-x) +

Thod = - o-h ] ) " . . )
+2-sin(5-%=-x)+..] and compare it with X,.= a_“_-smlkﬁ-rr-szl , getting

p 4
An T Tomen”

M=2-%", ——rexp[-D - FF-m) 1] st'ﬂ(:':ff"- T x) (12)
The relation (12) is a general solution to the problem of gases diffusing in counter-
current — Figure 5 (Batuner L.M., Pozin M.J., 1956). Considering then the concentra-
tion of component A in the box in the process of diffusion, we can write

thatM =2 - N Zf_i'— exp[—D - (2Z2- )% - 7] - sin [ x] dx.

Assuming that the box has a unit diameter, its volume is IV = 2 - b. Hence, we can
calculate the concentration by calculating the above integral®’:

C :; Yo eXp - “;‘-.-TJ 'T] (13)
The value of concentration £ can be written thanks to transforming the definition of
the mass M value as M = 2- 'v_._;_ H=C=2- LC: Z). It can be concluded that the

change in concentration £, like mass M, happens in t|me running from zero to infinity,
fromunitytozero: C=1—=C=0|1=0—-1=n.

On the basis of it, it can be concluded that in half of the box, where there is
gas 4, its concentration falls after removing the barriers according to function (13) and
in the area where there was only gas E, its amount increases according to the same
function.

On the basis of the general solution of Fick's Second Law (13) , we can write the rela-
tion degree of desaturation A with gas A for a part of the box where at the beginning
there was only gas A as (Hempelman H. V., 1975):

A=1-%-5 5 c—kzp[ D- Ikv"‘r]:r] (14)

% pranch of mathematics which initially was a theory of solving equations using letter symbol-

ism

* integrating individual factors of the sum summing them and knowing that
[In-1)m-x

[ gin Brtimzg, = 2B g~ gnd cosm = —1.
2-b [Zr-1mT B
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DYSKUSJA | WNIOSKI

Ze wzgledu na pdtempiryczny charakter modelu granicy bezpieczenstwa za-
kladajacego stata warto$¢ iloczynu Pri=p-y7 (11) cisnienia p i pierwiastka
z czasu t opartego na analizie procesu dyfuzji Hempelman ogtosit, ze jest on pra-
widtowy jedynie dla krétkich czaséw ekspozycji**> (Ashida H., lkeda T., Tikuisis P.,
Nishi R. Y., 2005) — tab.1. Jednak jej zastosowanie okazato sie szersze i odegrata
ona takze liczacy sie role w projektowaniu dekompresji dla nurkowan saturowanych
(Behnke A.R., 1979).

WSKAZNIK OBCIAZENIA DEKOMPRESYJNEGO

Formula Prt jest przez swag prostg forme uzyteczna i wystarczajgco doktadna
do planowania dekompresji bezposrednich® dla czaséw t = 100 min (Ashida H.,
Ikeda T., Tikuisis P., Nishi R. Y., 2005). Teoria Hempelmana zostata
wykorzystana do opracowania tabel dekompresyjnych British Royal Navy
z 1968 r. (Gernhardt M. L., 1991).

Tabela 1
Poréwnanie wybranych powietrznych profili dekompresji bezposrednich przyjetych przez

US Navy (Direction of Commander, Naval Sea Systems Command, 2008) z formutg Hem-
pelmana dla warto$ci Prt = -+t = 480 fsw -+ min

Czas ekspo-
Glebokos¢ Zyé?éﬂﬁfé}" Czas Roznica prcr)g;:}gwa
wediug obliczony czasow czasOW
US Nawvy
H T Tobi At Aty
[fsw] [min] [min] [min] [%0]
50 92 92 0 0
55 74 76 2 3
60 60 64 4 7
70 48 47 1 2
80 39 36 3 8
90 30 28 2 5
100 25 23 2 8
110 20 19 1 5
120 15 16 1 7
foss = (LR e = fr =l s = 1005

%2 do maksymalnego czasu 100 min; pdzniejsze proby zastosowania podobnych regut do
nurkowan saturowanych byly takze udane (Behnke A.R., 1979)
% nurkowania z dekompresjg zerowg
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DISCUSSION AND CONCLUSIONS

Due to the half-empirical nature of the safety limit model, which assumes
a constant value of product Prt=p-+1 (11) of pressure P*and square root of time

T, based on the analysis of the diffusion process, Hempelman announced that it is
valid only for short exposure times?® (Ashida H., Ikeda T., Tikuisis P., Nishi R. Y.,
2005) - Table 1. However, its application turned out to be wider and it also played an
important role in designing decompression for saturated divers (Behnke A.R., 1979).

DECOMPRESSION LOAD INDICATOR

Formula, thanks to its simple form, is useful and accurate enough to plan for

direct decompression® for times T = 100 min (Ashida H., lkeda T., Tikuisis P.,
Nishi R. Y., 2005). Hempelman’s theory was used for creating British Royal Navy de-
compression tables from 1968 (Gernhardt M. L., 1991).

Table 1
Comparison of selected air profiles of direct decompressions adopted by the U.S. Navy

(Direction of Commander, Naval Sea Systems Command, 2008) with Hempelman'’s formula
for the value Prt = » -7 = 480 fsw -+min

. Exposure . . Percentage
time accord- | Calculated Time differ- . )
Depth - . time differ-
ing to time ence ence
US Navy
o T Toni AT ATy,
[fsw] [min] [min] [min] [%0]
50 92 92 0 0
55 74 76 2 3
60 60 64 4 7
70 48 47 1 2
80 39 36 3 8
90 30 28 2 5
100 25 23 2 8
110 20 19 1 5
120 15 16 1 7
Loy = (E2T) AT = |7 — 1, | ; ATy, = 10005 - £

8 till the maximum time of 100 min; subsequent attempts to apply similar rules to saturated
dives were also successful (Behnke A.R., 1979)
29 zero-decompression diving
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Czas 0 10 20 30 40 50 60  Gleboko$é [mH,0]
[min]

e Y

B NEN
\ Duziezagrozenie DCS

70 \ \

e T = Prt=35ata-min“*

50 —— Prt=25 qta-min®>

40 L—I\ \

30 ! \
L~

20 \—-..________‘—-_
Mafte zagrozenie DCS T —
10 [E—
0
0,1 02 03 04 0,5 06 Maksymalne cisnienie [MPa]

Rys.6.Zakresy zagrozenia {5 dla ekspozycji nitroksowych z naniesionymi, proponowanymi
ograniczeniami czasu trwania pojedynczego nurkowania dla aparatu typu CRABE przy wyko-
rzystaniu formuty Frt wedtug Imberta (Imbert J.P., Hugon J., 2004)

Miare Prt wykorzystywano przy badaniach nad zagrozeniem DC5 na Morzu
Poétnocnym prowadzonymi na zlecenie British Department of Energy, jako
wskaznik obcigzenia dekompresyjnego (Shields T.G., Lee W.B., 1986; Ashida
H., Ikeda T., Tikuisis P., Nishi R. Y., 2005; Imbert J.P., Hugon J.,
2004).. Umiarkowanymi warto$ciami zagrozenia p *+'T sg uznawane wszystkie te,
dla ktorych p T < 25 ata -min®s, $rednimi warto$ciami
25 ata - min®® < p -4t = 35 ata -min®® 3 znacznymi warto$ciami zagrozenia 5CS dla
p T =35 ata min® (Imbert J.P., Fructus X., 1991; Imbert J.P., Hugon J., 2004).
W Akademii, badania te postuzyty do wstepnej oceny zagrozenia podczas projekto-
wania dekompresji dla aparatu CRABE (Kfos R., 2011) — rys.6.

INFORMACJE DODATKOWE
Artykut powstat w ramach realizacji pracy naukowej finansowanej ze srodkow

na nauke w latach 2009 — 2011 jako projekt badawczy rozwojowy Nr O ROO 0001 08,
pt. ,Projektowanie dekompresji w misjach bojowych”.
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Time ( 10 20 30 40 50 60 Depth [mH,0]

[min]

. (WY
80 : \

70

\ High DCS ris
60 4 i {\

=

) \ = Prt=35 ata-min%
50 4 l | = Prt=25 gta-min°*
40 0 \\
30 A ] \
20 S~ e
|
Low DCS risk e — [T
0
01 02 03 0,4 0,5 0,6 Maximum pressure [MPa]

Fig.6 Ranges of DCS risk for nitrox exposures with marked proposed time limits of a single
diving for the CRABE, using FPrt formula by Imbert (Imbert J.P., Hugon J., 2004).

Prt measure was used in studies of D5 risk in the North Sea carried out on
behalf of the British Department of Energy, as an indicator of decompression load
(Shields T.G., Lee W.B., 1986; Ashida H., Ikeda T., Tikuisis P., Nishi

R. Y., 2005; Imbert J.P., Hugon J., 2004). As moderate values of risk'.t}“n.-’?
we consider all those for which p-+T < 25ata-min®, as mean values
25ata-min®® < p-yT =35ata-min® and as significant values of DCS risk
p -1 =35 ata -min®*(Imbert J.P., Fructus X., 1991; Imbert J.P., Hugon J., 2004).

In the Academy, these studies were used for preliminary risk assessment during the
design of the decompression apparatus CRABE (Ktos R., 2011) - Figure 6.

ADDITIONAL INFORMATION
The paper was written as part of the developmental research project no.

O ROO 0001 08, called “Decompression design in combat missions”, which was
carried out as part of a funded scientific work in the years 2009-2011.

Polskie Towarzystwo Medycyny i Techniki Hiperbarycznej
93



PHR 2 (35) 2011 rok

10.

11.

12.

13.

14.

15.

LITERATURA/BIBLIOGRAPHY

Ashida H., lkeda T., Tikuisis P., Nishi R. Y. 2005. Relationship between two
different functions derived from diffusion-based decompression theory.
Undersea Hyperbaric Medicine. 2005, Tom 32, strony 429-435.

Batuner .M., Pozin M.J. 1956. Metody matematyczne w technice chemicznej.
Warszawa : Panstwowe Wydawnictwa Techniczne, 1956. 517.62.

Behnke A.R. 1979. The square-root principle in the calculation of one-stage
(no-stop) decompression tables. Undersea Biomedical Research. No.4, 1979,
Tom Vol. 6, strony 357-365.

Carslaw H.S., Jaeger J.C. reprint 2008. Conduction of heat in solids. Oxford :
MPG Books Group, Bodmin and King's Lynn, reprint 2008. ISBN 978-0-19-
853368-9.

Direction of Commander, Naval Sea Systems Command. 2008. U.S. Navy
Diving Manual: rev.6 . Washington: Government Printing Office, 2008.
SS521-AG-PRO-010 U.S..

Gernhardt M. L. 1991. Development and evaluation of a decompression stress
index based on tissue bubble dynamics: Praca doktorska. Philadelphia :
Department of Bioengineering of the University of Pennsylvania, 1991. Report
No 01-01-1991.

Gray M.C. 1925. Particular Solutions of the Equation of Conduction of Heat in
One Dimension. Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society. 1925,
Tom 43, strony 50-62.

Hempelman H. V. 1975. Decompression theory: British Practice. [aut. ksigzki]
Bennett P.B. and Elliott D.H. The physiology and medicine of diving and
compressed air work. London : Bailliére Tindall, 1975.

Imbert J.P., Fructus X. 1991. Short and repetitive decompressions in air diving
procedures: the commercial diving experience. [aut. ksigzki] American
Academy of Underwater Sciences. Proceedings of Repetitive Diving
Workshop. Durham, North Carolina : DUKE University Medical Center, 1991,
strony 63-72.

Imbert J.P., Hugon J. 2004. In Search of Models Behind Successful
Decompressions. [aut. ksigzki] SJacquet. Les Tables de Decompression,
MT92. Banyuls, Rossello, Catalunya Nord : Stage de Plongée Scientifique,
2004, strony 18-32.

Karaskiewicz E. 1976. Zarys teorii wektorow i tensoréw . Warszawa :
Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, 1976.

Kembtowski Z., Michatowski S., Strumitto Cz. Zarzyski R. 1985. Podstawy
teoretyczne inzynierii chemicznej. Warszawa : Wydawnictwo Naukowo-
Techniczne, 1985. ISBN 83-204-0649-8.

Ktos R. 2011. Mozliwosci doboru dekompresji dla aparatu nurkowego typu
CRABE - ZafoZenia do nurkowan standardowych i eksperymentalnych.
Gdynia : Polskie Towarzystwo Medycyny i Techniki Hiperbarycznej, 2011.
ISBN 978-83-924989-4-0.

Pigon K., Ruziewicz Z. 2007. Chemia Fizyczna. Warszawa : Wydawnictwo
Naukowe PWN, 2007. ISBN 978-83-01-15055-6.

Shields T.G., Lee W.B. 1986. The incidence of decompression sickness
arising from commercial offshore air-diving operations in the UK sector of the
North Sea during 1982/83. Report to the UK Department of Energy. Sheffield :
Health and Safety Executive, 1986. OTO 97812.

16. Wienke B.R. 1989. Tissue gas exchange models and decompression

computations: a review. Undersea Biomedical Research. 1989, Tom 16, 1.

94

Polskie Towarzystwo Medycyny i Techniki Hiperbarycznej



	diffusion
	dyfuzja
	model matematyczny procesu dyfuzji
	mathematical model of diffusion
	wskaźnik obciążenia dekompresyjnego

