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MODEL ANALITYCZNY EFEKTU SAMOROZGRZANIA W PLYTACH

OBCIAZEN HARMONICZNYCH

ANALYTICAL MODEL OF THE SELF-HEATING EFFECT IN POLYMERIC
LAMINATED RECTANGULAR PLATES DURING BENDING
HARMONIC LOADING

Efekt samorozgrzania, spowodowany dyssypowanq energiq podczas drgan niewspotfazowych pomiedzy amplituda-
mi naprezen i odksztatcen, jest waznym zjawiskiem w laminatach polimerowych. Wzrost temperatury samorozgrzania
w laminatach polimerowych moze by¢ niebezpieczny podczas eksploatacyi, gdyz wigkszoS¢ polimerow cechuje sie niskg
temperaturq zeszklenia i jednoczesnie niskim wspotczynnikiem przewodzenia ciepta. Powoduje to kumulowanie ciepta
w strukturze i obnizenie wiasciwosci materialowych laminatu. Z tego wzgledu zachowanie laminatow polimerowych pod-
czas procesu samorozgrzania powinno by¢ zbadane. W niniejszym artykule rozpatrzono efekt samorozgrzania lamina-
towych plyt prostokgtnych poddanych prostemu zginaniu podczas harmonicznych obcigzen wymuszonych jako zadanie
dwuwymiarowe. Rozpatrzono cztery przypadki prostego zginania pilyt z roznymi warunkami brzegowymi. Rozwigzanie
zagadnienia otrzymano dla termicznego stanu ustalonego i przedstawiono w postaci podwéjnych nieskonczonych szere-
gow trygonometrycznych. Pokazano przyktady obliczen numerycznych dla badanych przypadkow oraz zbadano wphyw
parametrow obcigzenia na wartoSci temperatury samorozgrzania.

Stowa kluczowe: eksploatacja laminatow, efekt samorozgrzania, dyssypacja energii.

Self-heating effect, caused by energy dissipation during out-of-phase oscillations between stress and strain amplitudes, is
an important phenomenon in polymer-based laminates. An increase of self-heating temperature in polymer-based lami-
nates can be dangerous, because most polymers feature low glass-transition temperature and simultaneously low heat
transfer coefficient. It causes the accumulation of heat the decreases of the material properties of the laminate. Therefore,
the behaviour of polymer-based laminates during self-heating should be examined. In this paper the self-heating effect in
laminated rectangular plates subjected to pure bending during harmonic forced loading was examined as a two-dimen-
sional problem. In the examination four cases of pure bending of plates with different mechanical boundary conditions
were considered. The examination revealed a solution of the problem for the thermal steady state and presented as double
trigonometric infinite series. Numerical examples of temperature distribution were shown and the influence of loading
parameters on self-heating temperature values was concluded.

PROSTOKATNYCH Z LAMINATOW POLIMEROWYCH PODCZAS GNACYCH

Keywords: laminates exploitation, self-heating effect, energy dissipation.

1. Wstep

Problem predykcji termomechanicznego zachowania la-
minatéw polimerowych poddanych harmonicznemu zginaniu
powstaje w wielu odpowiedzialnych zastosowaniach inzynier-
skich, zwlaszcza w przemysle samochodowym i lotniczym.
Podczas dlugotrwalych harmonicznych obcigzen polimery
wykazuja zachowanie lepkosprezyste, ktore moze by¢ scha-
rakteryzowane petla histerezy i procesami dyssypacyjnymi.
Dyssypowana energia powoduje efekt samorozgrzania i wzrost
temperatury, gdyz niskie warto$ci wspolczynnikow rozsze-
rzalnosci cieplnej wigkszosci polimeréw powoduja kumulacje
ciepta w strukturze kompozytowej. Dane zjawisko jest niebez-
pieczne w przypadkach, gdy zachodzi niestabilno$¢ termiczna,
ze wzgledu na niskie wartosci temperatury zeszklenia, i moze
spowodowa¢ katastroficzne skutki [11]. Jednak w wielu przy-
padkach laminaty pozostaja w ustalonym stanie termicznym,
przy czym ich temperatura osiaga rézne wartosci w zaleznosci
od warunkéw brzegowych i obcigzen. Z tego wzgledu zacho-
wanie laminatéw polimerowych w stanie ustalonym powinno
by¢ zbadane biorac pod uwage rézne warunki pracy.

1. Introduction

The problem of prediction of the thermomechanical be-
haviour investigation of polymer-based laminates subjected
to harmonic bending arises in many responsible engineering
applications, especially in the automotive, civil and aircraft
building industries. During prolonged harmonic loading poly-
mers reveal viscoelastic behaviour, which can be described by
hysteresis loop and dissipative processes. Dissipated energy
causes self-heating effect and a rise in temperature, because
low values of thermal expansion coefficients of most polymers
cause heat accumulation in the composite structure. This phe-
nomenon is quite dangerous in cases where thermal instability
occurs because of low glass-transition temperature value and
can cause catastrophic consequences [11]. However, in many
cases of laminates remain in a steady state and their tempera-
ture achieves different values depending on boundary condi-
tions and loads. Therefore, behaviour of polymer-based lami-
nates in steady state must be investigated considering different
operational states.
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W zwigzku z szybkim rozwojem materialtow kompozyto-
wych znalazty one wiele zastosowan praktycznych. Decydu-
jace znaczenie laminatow polimerowych moze by¢ zaobser-
wowane w inzynierii aerokosmicznej. Do zalet ich stosowania
mozna zaliczy¢ duza sztywnos¢, dobre thumienie drgan, odpor-
no$¢ na korozje oraz oboje¢tnosé elektromagnetyczng. Jednak
procesy dyssypacyjne podczas cyklicznych obcigzen elemen-
tow wykonanych z laminatu w czasie ich eksploatacji moga
spowodowac wzrost temperatury struktury. Gdy zachodzi taki
proces nastgpuje spadek sztywnosci, co wywoluje wystapienie
mikropeknie¢ i powoduje samorozgrzanie w miejscu uszko-
dzen [13]. Efekt samorozgrzania powstaje takze w elementach
silnikéw turboodrzutowych [21], co powinno by¢ wzigte pod
uwage na etapie ich projektowania. Problem samorozgrzania
powstaje we wszystkich konstrukcjach mechanicznych, gdzie
obserwowane sg powtarzajace si¢ naprgzenia o dostatecznie
duzych warto$ciach. Na przyktad, peknigcia zmgczeniowe
w wentylatorach $migltowych i topatkach turbin sg intensyfiko-
wane przez wzrost temperatury samorozgrzania [1]. Podobny
problem wystepuje w turbinach wiatrowych. W przypadkach,
gdy topaty drgaja na czgsto$ci rezonansowej znacznie wzra-
stajg amplitudy i dochodzi do samorozgrzania. Pewne badania
zmeczeniowe z uwzglednieniem samorozgrzania byty przepro-
wadzone w Montana State University [20]. Wyniki wskazuja na
spadek liczby cykli do zniszczenia oraz szybki spadek krzywej
6-N w pordéwnaniu do struktur o niezmiennej temperaturze.
Warunki cyklicznych obcigzen wystepuja w przektadniach.
W zwigzku z zastosowaniem materialdw polimerowych przy
konstrukcji przektadni (szczegoélnie w robotyce) wystepuja
w nich procesy dyssypacyjne. Z¢by kot zebatych dyssypuja
ciepto podczas pracy, co skutkuje utratg sztywnosci. Czesto do
uszkodzenia dochodzi przed okresem przegladoéw i remontow
[18]. Kontrola temperatury struktury jest bardzo wazna w przy-
padku zbiornikéw paliwowych wykonanych z kompozytow
polimerowych. Badania przeprowadzone przez Boyarova [2]
wykazuja, Ze nawet przy nieznacznym wzro$cie temperatury
(wlacznie z samorozgrzaniem) moze doj$¢ do samozaptonu
i wybuchu zbiornika.

Badania dotyczace efektu samorozgrzania byty zapoczatko-
wane przez Ratnera i Korobova [19]. W swoich pracach autorzy
wykazali zalezno$ci pomigdzy rozgrzaniem polimeru i zmiana
kata fazowego pomigdzy amplitudami naprezen i odksztatcen.
Badania teoretyczne w tym zakresie byly zapoczatkowane przez
Karnaukhova i Senchenkova. Autorzy zaproponowali ogdlne
réwnania termolepkosprezystosci dla cyklicznych odksztalcen
polimeréw [23]. W swoich pracach autorzy przedstawili szcze-
gblne przypadki efektu samorozgrzania dla réznych uktadow
jednowymiarowych. W szczego6lnosci autorzy zbadali zacho-
wanie termomechaniczne belek pryzmatycznych [14], nielinio-
we rozgrzanie dyssypacyjne belek [22], samorozgrzania ptyt
o zmiennej grubosci [24]; szereg ich prac jest poswigcony wal-
com obcigzonym osiowo [7]. W swojej pracy [25] Senchenkov
zaproponowat rownania konstytutywne sprzg¢zonej lepkospre-
zystosci w sformutowaniu zupelnym i aproksymacyjnym dla
réznych modeli geometrycznych. Autorzy takze sformutowali
podejscie aproksymacyjne opisu zachowania lepkospr¢zystego
uktadu na podstawie modutow zespolonych. Problem samoroz-
grzania byt takze rozpatrywany przez Dinzarta i Molinariego.
Autorzy badali uktady jednowymiarowe obcigzone osiowo
i cyklicznie poddane prostemu zginaniu [3,4] w stanie ustalo-
nym i w stanie nicustalonym (na podstawie eksperymentow).

Due to the intensive development of composite materials
they found many practical applications. Crucial importance of
polymer-based laminates could be observed in the aerospace
engineering. The advantages of their using include high stiff-
ness, good vibration damping, corrosion resistance and electro-
magnetic transparency. However, dissipative processes connec-
ted with cyclic loading during exploitation of laminate elements
could rise up the temperature of the structure. If it happens, the
stiffness decrease occurs that induces the appearance of mi-
crocracks, which cause the self-heating at the damage location
[13]. The self-heating effect also arises in parts of solid-propel-
lant engines [21], which must be taken into consideration on the
constructing stage. The problem of the self-heating appears in
all the mechanical constructions, where repeated stresses with
sufficiently high values are observed. For example, fatigue-
induced cracks in helicopter propeller fans and turbine blades
were intensified by the self-heating temperature rise [1]. The
same problem appears in wind turbines. In cases when the bla-
des vibrate on the resonant frequency the amplitudes rise extre-
mely and cause the hysteretic heating. Some research of fatigue
process considering self-heating was carried out at the Montana
State University [20]. Results show decrease of the number of
cycles to the breakdown and rapid decrease of the S-N curve in
comparison with the structure, whose temperature is stable. The
cyclic loading conditions occur in gears. Due to the polymeric
materials used for gears construction (especially in robotics)
they are characterized by dissipative processes. The gear tooth
dissipates heat during service, which results in the stiffness los-
ses. Often the breakdown is reached before the maintenance
and repairs [18]. The control of the structure temperature is
extremely important in case of polymer-based composite fuel
containers. Research provided by Boyarov [2] shows, that even
slight increase of the temperature (including self-heating) may
cause spontaneous ignition and explosion of the container.

The research on self-heating effect was introduced by Rat-
ner and Korobov [19]. In their works they revealed dependen-
cies between polymer heating and the change in phase angle
between stress and strain amplitudes. Theoretical research in
this area was established by Karnaukhov and Senchenkov.
They proposed governing equations of thermoviscoelasticity
in [23] for periodic deformation of polymers. In their works
they presented particular cases of self-heating effect for signi-
ficant one-dimensional systems. In particular, they investiga-
ted a prism thermomechanical behaviour [14], beam nonlinear
dissipative heating [22], vibrational heating of plates with va-
riable thickness [24], and a series of their works concentrated
on axially loaded cylinders [7]. Senchenkov in his work [25]
revealed constitutive equations in complete and approximate
formulation of coupled viscoelasticity for significant geome-
trical models. They also formulated an approximate approach
using complex moduli for describing viscoelastic behaviour of
the system. The problem of self-heating was also discovered
by Dinzart and Molinari. They investigate axially cyclic loaded
one-dimensional systems subjected to simple bending [3,4] for
steady state and (experimentally based) non-steady state.

Author’s works were concentrated on describing the ther-
moviscoelastic behaviour of polymer-based laminates and its
application to their fatigue and fracture. In [8] the self-heating
of the cross-section of plates is dealt with, which can be sim-
plified to one-dimensional systems in a steady state based on
homogenized model of a laminate. Also, the laminate behavio-
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Prace autora skupiajg si¢ na opisie zachowania termolepko-
sprezystego laminatow polimerowych i jego zastosowaniu do
modeli zmeczeniowych i wytezeniowych. W pracy [8] zbadano
efekt samorozgrzania w przekroju poprzecznym ptyt w stanie
ustalonym z zastosowaniem homogenizacyjnego modelu lami-
natu, ktére mogg by¢ uproszczone do uktadéw jednowymiaro-
wych. Zbadano takze zachowanie laminatu w stanie ustalonym
i nieustalonym z zastosowaniem modeli numerycznych [10].
Opracowane modele numeryczne byly zastosowane do opisu
zmeczenia [9] oraz oceny stopnia degradacji laminatow [11].

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie wynikoéw badan
autora w zakresie samorozgrzania polimerowych laminatowych
lepkosprezystych ptyt prostokatnych podczas wymuszonych
obcigzen harmonicznych z réznymi przypadkami mechanicz-
nych warunkéw brzegowych poddanych prostemu zginaniu
jako dwuwymiarowe sprzgzone zagadnienie termolepkospre-
zystosci. Dla wyznaczenia napr¢zen i rozktadu temperatury
zastosowano metod¢ superpozycji. Przedstawiono rozwigzanie
réwnania Poissona przy pomocy szeregow Fouriera dla otrzy-
mania rozktadu temperatury w stanie ustalonym. Termiczne
zagadnienie brzegowe rozwigzano numerycznie oraz zbadano
zbiezno$¢ otrzymanych szeregéw uwzgledniajac zastosowa-
nie do obliczen inzynierskich. Przyktady numeryczne rozkta-
du temperatury przedstawiono dla laminatu epoksydowego
wzmocnionego wtoknem szklanym. Otrzymany model pozwoli
na wyznaczenie przedzialow bezpiecznej eksploatacji elemen-
tow wykonanych z kompozytow polimerowych i prognozowa-
nie ich trwato$ci zmgczeniowej.

2. Sformutowanie zagadnienia

Rozpatrzono prostokatng transwersalnie izotropowa wielo-
warstwowa cienka plyte z liczbg warstw £ w $wietle klasycznej
teorii laminacji [6] o dlugosci /, szerokosci b, grubosci 4 1 gru-
bosci warstwy h,. Plyta jest obcigzona harmonicznie sitg P(2).
Rozpatrzono cztery przypadki prostego zgi-
nania: obustronnie podparta (rys.la), obu-
stronnie utwierdzona (rys.1b), wsporniko-

b)

ur was investigated in steady and non-steady states using nume-
rical models [10]. The developed numerical models were used
for describing fatigue [9] and degradation degree evaluation of
laminates [11].

The aim of this paper is to present the results of the author’s
investigation of self-heating of the polymer- based laminate
viscoelastic rectangular plates during forced harmonic load-
ing with significant cases of boundary conditions subjected
to simple bending within a two-dimensional coupled problem
of thermoviscoelasticity. The superposition method was used
for determining stress and temperature distributions. A solu-
tion of Poisson’s equation using a Fourier series for describing
steady state temperature distribution was presented. The ther-
mal boundary-value problem was solved numerically and the
series convergence was investigated while taking into account
engineering computations. Also, numerical examples of tem-
perature distribution were presented for epoxy GRP laminate.
The obtained model allows to determine the ranges of safe ex-
ploitation of polymer-based composite elements and to predict
their fatigue life.

2. Statement of the problem

One consider a rectangular transversal isotropic multilayer
thin plate with k layers subjected to classical lamination theory
[6] with length /, width b, whole thickness / and thickness of
lamina £,. The plate is loaded harmonically by force P(z). Four
cases of simple bending were taken into
consideration: double simply supported
(fig.1a), double clamped (fig.1b), cantile-

wa (rys.lc) oraz jednostronnie utwierdzona
i jednostronnie podparta (rys.l1d) ptyta na

krawedziach przeciwlegtych. Z tego wzgle- <) pml
g

du warunki brzegowe moga by¢ przedsta-

D |P(t)
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ver (fig.1¢) and clamped-simply supported
(fig.1d) plates on the opposite edges. There-
fore, boundary conditions can be presented
as one-dimensional. The mechanical bo-

wione jako jednowymiarowe. Mechaniczne
warunki brzegowe i poczatkowe dla powyz-
szych przypadkéw moga by¢ przedstawione
jako (1)-(4) 1 (5) odpowiednio:

Rys. 1. Rozpatrywane przypadki mecha-
nicznych warunkow brzegowych

= undary and initial conditions for the above

mentioned cases can be presented by (1)-(4)

Fig. 1. Considered types of mechanical

boundary conditions
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and (5) respectively:
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gdzie u 1 v sg wspotrzednymi kartezjanskimi, ¢ jest zmienna
czasowa (¢ > 0), D jest zhomogenizowang sztywnoscia gietna

laminatu, w jest funkcja ugigcia oraz P(#) wyraza si¢ jako:
P(t)=Fsinot (6)

gdzie P, jest silg statyczna i o jest czgstotliwoscig katowg.
Homogenizacja laminatu pozwala na jego rozpatrywanie
jako uktadu dwuwymiarowego. Mechaniczne i termiczne wa-
runki brzegowe na grubosci laminatu zostaty pominigte. Zho-
mogenizowang sztywno$¢ gietng materiatu transwersalnie izo-

tropowego z uwzglgdnieniem orientacji warstw przedstawiono
przez autora w [8] nastgpujacym rownaniem:

0 t
R S WKL) I AATICAZ)) e
ou ak |
WOy =0, wliy=0, 2Dl g
ou el
4
&’ w(u,v,1)
D——=>21  =-P(t
ou’ L ®)
2
W(”aV,0)=O (5)

where u and v are Cartesian coordinates, ¢ is time variable
(t=0), D is homogenized flexural rigidity of laminate, w is the
deflection function and P(?) is:

P(t)=Fsinot (6)
where P, is the static force and w is the angular frequency.

The homogenization of the laminate allows one to consider
it as a two-dimensional system. Mechanical and thermal boun-
dary conditions on the laminate thickness were not taken into
consideration. The homogenized flexural rigidity for transver-
sal isotropic material while taking into consideration laminas
orientation was expressed by the author in [8] in the equation:

D:L Lo cos’ @, sin’ @, E,+Eﬂvﬂl(22+vﬂ)—% +
36 T 1-v,vy o i ~VioVa
0
4 G, 4 G,
CoSs @, EI+E:+ﬁ +sin’ @, EI+E2—ﬁ
12V21 12¥21

gdzie: E, i E, s3 modutami Younga, G, jest modutem Kirch-
hoffa, v, i v,, sg wspotczynnikami P01ssona, z, jest odlegtoscia
od plaszczyzny srodkowej laminatu do k-tej warstwy oraz ¢,
jest orientacja w k-tej warstwie w globalnym uktadzie wspot-
rzednych.

3. Zachowanie lepkosprezyste laminatu podczas
obcigzen harmonicznych

Zachowanie lepkosprezystego laminatu polimerowego
moze by¢ przestawione rownaniem Boltzmanna-Volterry [16]:

)+ [11(i-0)de ®)

gdzie E jest momentalnym modutem Younga dla petzania, &(2)
jest odksztalceniem zaleznym od czasu, o(?) jest naprezeniem
zaleznym od czasu oraz [I(¢-7) jest jadrem relaksacji. Zmien-
na catkowania 7 oznacza czas relaksacji. Rozpatrujemy tensor
naprezefi o,
1

Oy =8~ go-i/'5i/' )
gdzie s; jest dewiatorem naprezen i a jest delta Kroneckera.
w rozpatrywanym przypadku 1ndeksy "dolne i =j=1 przy zalo-
Zeniu prostego zginania (patrz (1)-(4)), i (9) moze by¢ uprosz-
czony do postaci:

O =75 (10)

where: £, and E, are Young’s moduli, G, is the shear modulus,
v,, and v, are Poisson’s ratios, z, is the distance from the mid-
plane to k-th lamina and ¢, is the k-th lamina orientation accord-
ing to the global coordinate system.

3. Viscoelastic behaviour of laminate during har-
monic loading

Behaviour of viscoelastic polymer-based laminate can be
expressed by Boltzmann-Volterra equation [16]:
t
Ee(t)=o(t +j17(t—r)dr (8
0
where E is the instantaneous Young’s modulus for creep, (%) is
the time-dependent strain, o(?) is the time-dependent stress and

I1(t-7) is the relaxation kernel. Integration variable 7 denotes
relaxation time. Considering the stress tensor o,

. =S5, — lo‘..ﬁ.. )

i ij 3 i

where S is the stress deviator and 5,.1. is the Kronecker’s delta. In
the investigated case the subscripts i=j=1 under the assumption
of simple bending (see (1)-(4)), and (9) can be simplified to:

O =75 (10)
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Dewiator naprezen s,, przy uwzglednieniu (7), (8) i zalez-
nosci od temperatury moze by¢ przedstawiony jako (por. [4]):

su=2D,(6)&, +2[ D(t-7,6)4,dr (11)
0

gdzie D(t-7,0) jest resolwenta jadra w odniesieniu do (8), a 6
jest temperaturg. Modut réwnowagi D (6) jest rowny zhomo-
genizowanej sztywnosci gi¢tnej laminatu D w przypadku, gdy
t = 0, co potwierdza uogélniony model lepkosprezystosci Ma-
xwella biorac pod uwagg zalezno$¢ od temperatury:

D(1,6) =D, +ZD( )exp(—;) (12)

gdzie / jest liczba elementow Maxwella.

Podczas obcigzen harmonicznych zmiany temperatury sa
réwnowazne ze zmianami odksztatcen i biorgc pod uwage male
zmiany temperatury mozna upro$ci¢ dane wyrazenie w przy-
sztych rozwazaniach do wartosci temperatury usrednionej
w cyklu (13).

/+[

0, (u,v)=— J. O(u,v,t)dt (13)

gdzie T oznacza okres cyklu. Na podstawie powyzszych zato-
zen dewiator naprezen moze by¢ przedstawiony jako:

s =w(wy)[ D.(6,)+ £, D(0,0,)] (14)

max

gdzie w(u,v) jest funkcja ugigcia (rozpatrywanie stanu ustalone-
go zjawiska pozwala na pominigcie zaleznosci od czasu),

€., — maksymalne ugigcie oraz D(a),@a) — sztywnos¢ zespo-

lona, ktora moze by¢ roztozona nast¢pujaco:

D(0,0,)=D'(0,0,)+iD"(0,6,) (15)

D'(w,6,) a)JD (1,6, )sin(wr)dt

(16)
D"(w,6,) ij (1,6,)cos(er)dt

W wyrazeniach (16) D' (a),Hu) i D"(w,0,) oznaczajg od-

powiednio sztywno$¢ zachowawczg 1 stratng, ktére przedsta-
wiaja skladowa energii sprezystej 1 sktadowa energii lepkiej
w nawigzaniu do modelu lepkosprezystosci Maxwella.

Biorac pod uwagg rozpatrywane przypadki warunkow
brzegowych (1)-(4) i obciazenie harmoniczne (6) odksztatcenia
laminatu moga by¢ przedstawione jako:

&, (uv,1) = &, w(u,v)sinwr 17)

max

gdzie ugigcie maksymalne oraz funkcje ugigcia dla rozpatry-
wanych przypadkéw moga by¢ przedstawione zaleznosciami
(18)-(21) na podstawie odpowiednio [17] i [15]:

PP . U
SS-F-SS-F: g = w(u,v)=sin— 18
=gy Wlwy)=sinT (18)

PP 27u
C-F-C-F: & =— w(u,v)=cos———1 19
™ 192D (17) / (19

PP’ U

C-F-F-F: =—  w(u,v)=cos——1 20
gmax 3D ( ) 21 ( )

The deviatoric stress s,, while taking into consideration (7),
(8) and temperature dependence can be presented as (cf. [4]):

su=2D,(6)&, +2[ D(t-7,6)4,dr (11)
0

where D(z-7,0) is the resolvent kernel with reference to (8) and 6 is
the temperature. The equilibrium modulus D (6) is equal to homo-
genized flexural rigidity of laminate D in the case of ¢ = 0, which
originates from the generalized Maxwell model of viscoelasticity
while taking into account the temperature dependence:

D(1,6) =D, +ZD( )exp(—;) (12)

where / is the number of Maxwell elements.

During harmonic loading the temperature oscillations are
equivalent to strain oscillations and according to small tempe-
rature variation the cycle-averaged temperature (13) can be as-
sumed in further investigations.

+T

0, (u,v) —J.Q(uvt)dt (13)

where T denotes cycle period. Following the assumptions men-
tioned before the deviatoric stress can be expressed as:

max

5= w(,9)[ D,(8,) + 20 D(0,6,) ] (14)

where w(u,v) is the deflection function (investigation of steady-
state of the phenomenon allows one to neglect time dependen-
cy), ¢, maximal deflection and D(a),@u) is the complex ri-

gidity, which decomposes as follows:

D(0.0,)=D'(0.0,)+iD"(.6,) (15)

D'(w,6,) a)JD (1,6, )sin(wr)dt

(16)
D"(w,6,) ij (1,6,)cos(er)dt

In the expressions (16) D'(w,6,) and D"(w,6,) are stor-

age and loss rigidities respectively, which denotes the elastic
energy component and viscous energy component with respect
to the Maxwell model of viscoelasticity.

The strain of laminate, while taking into consideration the
investigated cases of boundary conditions (1)-(4) and harmonic
loading (6), can be expressed as:

&, (uv,1) = &, w(u,v)sinwr (17)

max

where maximal deflection and deflection functions for investi-
gated cases can be presented by (18)-(21) following to [17] and
[15] respectively:

PP’ . U
SS-F-SS-F: E .= w\u,v)=sm—— 18
max 48D ( ) 1 ( )
PP 2ru
C-F-C-F: = w(u,v)=cos——1 19
gmax ]92D ( ) 1 ( )
PP U
C-F-F-F: =" w(u,v)=cos——1 20
gmax 3D ( ) 21 ( )
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C-F-SS-F: ¢

3
_P w(u,v)zcos3ﬂfcosﬂ 1)
max 768D 21 21

Tutaj F, C i SS oznaczajg odpowiednio warunki brzegowe
dla swobodnej, utwierdzonej i podpartej krawedzi.

4. Réwnanie przewodzenia ciepta i rozwigzanie
zagadnienia samorozgrzania

Rozpatrzmy dwuwymiarowe zagadnienie samorozgrzania
laminatu w stanie ustalonym. Zaktadajac jednorodno$¢ ma-
terialu w sensie mechanicznym i termicznym i niezalezno$é¢
temperaturowa statych termomechanicznych mozna wyrazié
przewodzenie ciepta rownaniem Poissona:

_/1[6“9“ (u,v) N 00, (u,v)] _o, 22)

ou’ o’
gdzie A — wspotczynnik przewodzenia ciepta, O , — energia dys-
sypowana w jednostce czasu i w jednostce objetosci osrodka.
Na podstawie powierzchni petli histerezy dyssypowana
energia moze by¢ wyrazona jako:
Z

27 .
O ="=[ 0,4, dt 23)
@ 0
gdzie kazdy punkt ptyty jest zrédlem ciepta o statej wydajno-
$ci.
Podstawiajac (14) do (22) i biorac pod uwage (10) i (17)
mozna zapisa¢ rOwnanie energii dyssypowanej w postaci:

~

0,= %a)é‘fmxwz (u,v) D" (@,6,) (24)

Nastepnie zatozono termiczne warunki brzegowe w celu
uwzglednienia wymiany ciepta z otoczeniem:

00, 06, ~
ﬂg(u,v) L AE(“”’) T -aA0, (u,v), ve(0,b)
25
l%(u,v) — 3; (u.v) - A0, (u,v), ue(0,1)

gdzie a — konwekcyjny wspolczynnik przenikania ciepta,
46 (u,v) — temperatura rozgrzania.

Zgodnie z twierdzeniem Fouriera poszukiwana funkcja
40 (u,v) moze by¢ wyrazona przez podwdjny nieskonczony
szereg trygonometryczny:

AHu(u,v) = ZZAM cosM, ucosN,v (26)
m=1 n=1
Uwzgledniajac symetrie termicznych warunkow brzego-
wych, poszukiwana funkcja jest jednakowa ze wzgleduna u i v;
dlatego szeregi trygonometryczne moga by¢ rozwinigte tylko
przy pomocy cosinusow.
Z termicznych warunkéw brzegowych (25) otrzymano
[12]:
Mm = ﬁ N = &
l n b
gdzie u iy, sa kolejnymi pierwiastkami rownan (28), ktore sta-
belaryzowano w [5].

/um’}/n > 0 (27)

3
_P w(u,v)zcos3ﬂfcosﬂ 1
"™ 768D 21 21
Here F, C and SS denotes boundary conditions: free,

clamped and simply supported edges respectively.

C-F-SS-F: ¢

4. Heat transfer equation and solution of self-
heating problem

Let us consider a two-dimensional problem of self-heating
in the laminate in a steady state. Under the assumptions of ma-
terial homogeneity in mechanical and thermal means and tem-
perature independence of thermomechanical properties we can
express the heat transfer by Poisson’s equation:

—A[M" (Zf’v) 2 (fl’v)J =0, (22)
ou” ov”

where / is thermal conductivity and Q, is energy dissipated per
unit time and unit volume of the medium.

Based on hysteresis loop area the dissipated energy can be
expressed as:

r

2 R
s I 23)

0
where each point of the plate is the heat source with constant
productivity.

Substituting (14) to (22) and taking into account (10) and (17)
one can construct the dissipated energy equation in the form:

0, = %a)é‘fmxwz (u,v)D"(,6,) (24)

Now, one applies thermal boundary conditions for describ-
ing heat conduction with surroundings:

00, 06, ~
ﬂg(u,v) L AE(“”’) T -aA0, (u,v), ve(0,b)
25
l%(u,v) — 3; (u.v) - A0, (u,v), ue(0,0)

where a is the convective heat transfer coefficient and 46 (u,v)
is the heating up temperature.

The investigated function 46 (u,v) according to Fourier’s
theorem can be expressed as an infinite double trigonometric
series:

AHu(u,v) = ZZAM cosM, ucosN,v (26)
m=1 n=1
Considering the symmetry of thermal boundary conditions,
the investigated function is even regarding u and v; therefore,
the trigonometric series can be expanded only by cosines.

From thermal boundary conditions (25) one obtain [12]:

M :ﬁ N :& /um’771>0 (27)

m l n b

where ¢ and y, are subsequent roots of equations (28), whose
values were tabulated in [5].
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putanpu=coal ytany =ab (28)

Biorac pod uwagg (27) zalezno$¢ (26) przybiera postac:

0D

46, (u,v) = Z A COSMCOS% 29)

mn /
m=1n=1

Wspdlezynniki 4 powinny by¢ dopasowane do (29), aby
spetnia¢ rownanie (22). Na tej podstawie drugie pochodne row-
nania (29) moga by¢ wyznaczone i podstawione do (22). Po
pewnych przeksztatceniach wspotczynniki 4 mogg by¢ otrzy-
mane z ponizszej zaleznosci:

L 40, sin 4, sin,

o i i Doyl (30
p7,] 14 SN2 | Sin27, A 7, ) GO)
2t 27, N2 B

Rozwigzanie dla rozktadu temperatury podczas samorozgrza-
nia moze by¢ wyprowadzone biorac pod uwage rownanie (24):

6, (u,v) = 604w (u,v)s; D”(a),@u)i

max

m=1 n=

gdzie 0, jest temperaturg otoczenia.

Stosujac powyzsza zalezno$¢ dwuwymiarowy rozktad tem-
peratury moze by¢ wyznaczony dla wszystkich przypadkow
warunkow brzegowych (1)-(4) przy prostym zginaniu podsta-
wiajac do (31) odpowiednie funkcje ugigcia i warto$ci maksy-
malnego ugigcia.

5. Przyktady numeryczne

Rozpatrzono 24-warstwowy laminat epoksydowy wzmoc-
niony wldknem szklanym z orientacjg wildkna przedstawiong
wzorem strukturalnym: [0/60/-60/-60/60/0], (rys.2), wykona-
nym w Institut fiir Leichtbau und Kunststofftechnik, TU Dres-
den z Epo GmbH BD-Prepreg.

Przyj¢to nastgpujace geometryczne, mechaniczne i termo-
mechaniczne wlasciwos$ci (otrzymane w wyniku eksperymen-
tow lub z raportow Epo GmbH):

ptanu=al ytany=ab (28)

Taking into consideration (27) the dependence (26) takes
the form:

A6, (u,v) = ZZAW cos%cos% (29)
m=1n=1
The 4, coefficients must be matched to (29) so as to satisfy
the equation (22). Referring to this, second derivatives of (29)
were calculated and substituted to (22). After several transfor-
mations the 4 = coefficients can be obtained by means of the
following formula:

_40, sin 4, siny,

4 =
== _ ‘ —
gy, 14 502 [y S22, | 7, ) GO)

2t 27, N2 B

The solution of temperature distribution during self-heating
can be constructed while taking into account equation (24):
Hilt s VnY

b

sin z

m

siny, cos

DM

sin2 sin2 2 2
ST G v

/

+90 (31)
‘)

2u, 2y,

where 6, is the ambient temperature.

Using this dependence the two-dimensional temperature di-
stribution can be calculated for all cases of boundary conditions
(1)-(4) of simple bending by substituting to (31) the appropriate
deflection functions and maximal deflection values.

5. Numerical exaples

Considering a  24-layered epoxy FRP lamina-
te with fiber orientation given by the structural formula:
[0/60/-60/-60/60/0],; (fig.2), produced in Institut fiir Leichtbau
und Kunststofftechnik of Technical University of Dresden from
Epo GmbH BD-Prepreg.

The following geometrical, mechanical and thermomecha-
nical properties (measured in several experiments or given by
Epo GmbH reports) were used:

[=0.4 [m], b=0.05 [m], 2 =0.00528 [m], /2, =0.00022 [m],
E, =38.283-10° [Pa], E,=10.141-10° [Pa], G,, =3.533-10° [Pa], v,, = 0.366 [-], (32)
2 =029 [W/ mK], & =10.3 [W/ m°K], 6, =293 [K].

[0 60 60 B0 60 0] X4

Rys. 2. Orientacja warstw w laminacie (wartosci w stopniach)

Fig. 2. Layers orientation in the laminate (values in degrees)

MAINTENANCE AND RELIABILITY NR 4/2010 97




NAUKA | TECHNIKA

Poréwnano dominacj¢ oporu przewodzenia R, i oporu
konwekeji R . Jest to mozliwe stosujac bezwymiarowg licz-
be¢ Biota. Termiczne warunki brzegowe trzeciego rodzaju (25)
moga by¢ przedstawione w postaci bezwymiarowe;j jako:

- 6% = BiA®, 33)

gdzie O — temperatura bezwymiarowa, L — unormowana dhu-
g0s¢ plyty oraz Bi — liczba Biota w nastepujacej postaci:

% =% , Bi= Rt b i - %1 (34)

0 conv

a

Uwzgledniajac (32) i zatozenia ustalonego przewodzenia
ciepta i pominigcie zaleznosci od temperatury statych termo-
mechanicznych w zwigzku z malymi zmianami temperatury,
liczba Biota wynosi 14.2, co oznacza, ze opor zewnetrzny ma
maly wplyw na proces samorozgrzania.

Do obliczen przyktadow rozktadu temperatury przyjeto
parametry (32) oraz warto$¢ poczatkowej sztywnosci stratnej
D” rownej 6-10° [Pa]. Przyktadowy rozktad temperatury samo-
rozgrzania dla ré6znych przypadkéw mechanicznych warunkow
brzegowych (patrz rys. 1) przedstawiono na rys. 3. W danym
przypadku sifa statyczna P, wynosi 10 [N] oraz czgstotliwos¢
o wynosi 0.1592 [Hz]. Zalezno$¢ pomiedzy sila obcigzenia
i czestotliwoscig a temperaturg samorozgrzania takze zostala
zbadana. Otrzymane wyniki dla kazdego przypadku warun-
kow brzegowych przedstawiono na rys. 4 i rys. 5. W przypad-
ku zmiany amplitudy obcigzenia warto$¢ w jest rowna 0.1592
[Hz], w przypadku zmiany czestotliwosci warto$¢ P, jest rowna
10 [N]. Narys. 4irys. 56,  oznacza maksymalng tempera-
ture samorozgrzania. Zakres wartosci sity obciazajacej wybra-
no na podstawie mozliwosci urzadzen pomiarowych, a zakres
czestotliwosci wybrano ze wzgledu na zakresy wystepujace
w praktyce [21].

) 293,006

The domination of conduction R, and convection R
resistances were compared. It can be possible using dimension-
less Biot number approach. The third kind thermal boundary
conditions (25) can be presented in dimensionless form as:

- 6% = BiA®, 33)

where @ is the dimensionless temperature, L is the normalized
length of plate and Bi is the Biot number, which were given by:

%=b | =%, Bi =R o0 :%1 (34)

0 conv

@L/ =

Considering (32) and assumptions of steady-state heat
transfer and the negligence of thermal properties temperature-
variability due to small changes of temperature the Biot number
is equaled to 14.2, which denotes that external resistance has
little influence on the self-heating process.

For calculations of examples of temperature distribution
properties (32) and the initial loss rigidity D~ with value 6-10°
[Pa] were assumed. The exemplary self-heating temperature
distribution for different types of mechanical boundary condi-
tions (according to fig. 1.) was presented in fig. 3. In these cases
the force amplitude P, is equal to 10 [N] and the frequency w —
to 0.1592 [Hz]. The dependence of loading force and frequency
on self-heating was also investigated. Obtained results for each
case of boundary conditions were presented in fig. 4 and fig. 5.
In case of variable amplitude of loading the value of w is 0.1592
[Hz] and in case of variable frequency the value P, is 10 [N].
In fig. 4 and fig. 5 6, denotes maximal temperature of self-
heating. The range of force amplitudes was chosen according
to measurement hardware capabilities and the range of loading
frequencies chosen according to common industrial loads [21].

N e b)#42 T, K] Vi
293,005 7 >, 294
293,004 p A 3 2938 /
293,003 Y i A} 29386
293,002 /,.----\ & 2934
293001 — / /"’ SENY 293,2 /'/
207 = 293 =]
0 0,2 04 0.6 0.8 1 o 0,2 04 0.6 0.8 1
L[] L[]
— —S55F58SF —  CFCF ——CFS5F | | —CF-F-F |
Rys. 3. Przyktadowy rozkiad temperatury samorozgrzania plyty przy rozpatrywanych warunkach brzegowych
Fig. 3. Exemplary self-heating temperature distribution of plates for the investigated boundary conditions
6. Whnioski 6. Conclusions

W niniejszej pracy zbadano efekt samorozgrzania w stanie
ustalonym prostokatnych pltyt wykonanych z laminatu poli-
merowego poddanych prostemu zginaniu. W celu otrzymania
wartosci energii dyssypacji postuzono si¢ metoda superpozycji.
Roéwnanie przewodzenia ciepla dla zjawiska samorozgrzania
kompozytow polimerowych zostalo rozwigzane przy uzyciu

The self-heating effect for rectangular polymer-based lami-
nate plates subjected to simple bending in two dimensions in
steady state was investigated in this paper. The superposition
method was used for obtaining the dissipation energy value.
The heat equation of the self-heating phenomenon of polymeric
laminates was solved using a Fourier series, where boundary
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Rys. 4. Wplyw sily obcigzajgcej na wartos¢ maksymalng temperatury samorozgrzania przy rozpatrywanych warunkach brzegowych

Fig. 4. Influence of the loading amplitude on the self-heating maximal temperature for the investigated boundary conditions
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Rys. 5. Wplyw czestotliwosci obcigzenia na wartos¢ maksymalng temperatury samorozgrzania przy rozpatrywanych warunkach brzegowych

Fig. 5. Influence of the loading frequency on the self-heating maximal temperature for the investigated boundary conditions

szeregow Fouriera, gdzie zagadnienie brzegowe zostalo zredu-
kowane do dwoch rownan trygonometrycznych uwzgledniajac
symetri¢ warunkow brzegowych. Dla przedstawionego zagad-
nienia wyznaczono réwniez liczb¢ Biota. Obliczenia wykazaty,
ze warto$¢ oporu wewnetrznego w rozwazanym zagadnieniu
jest znacznie wigksza od wartoéci oporu zewnetrznego, co po-
twierdza charakterystyczne zachowanie termiczne laminatow
polimerowych. Wyznaczono rozktad usrednionej temperatury
samorozgrzania dla czterech rozpatrywanych przypadkow pro-
stego zginania z zadanymi parametrami. Analizujac otrzymane
zalezno$ci wykazano, ze sila obcigzajaca i czgstotliwos§¢ drgan
wywieraja wptyw réznego charakteru na termiczne zachowanie
laminatu. Sita obcigzajaca wywiera nieliniowy (funkcja kwa-
dratowa) wplyw na temperatur¢ samorozgrzania, a czg¢stotli-
wos¢ wywiera liniowy wplyw na tg temperature zgodnie z (31).
Temperatura samorozgrzania podczas obcigzen cyklicznych ce-
chuje si¢ wyzszymi warto$ciami dla ptyt wspornikowych (patrz
rys. 4b i rys. 5b) niz w innych rozpatrywanych przypadkach
warunkow brzegowych z identycznymi obciazeniami, co wyni-
ka z odpowiednich zaleznosci maksymalnych ugiec.
Otrzymane réwnanie rozktadu temperatury moze by¢ uzy-
teczne przy konstruowaniu kompozytowych elementéw ma-
szyn poddawanych intensywnym obcigzeniom. Na podstawie
otrzymanych przedzialow wzrostu temperatury jest mozliwy
monitoring struktur kompozytowych. Temperatura samoroz-
grzania moze by¢ dodatkowym kryterium przy aktywnym thu-

value problem was reduced to two trigonometric equations con-
sidering symmetry of boundary conditions. The Biot number
value was calculated for the presented issue. The calculations
show that the internal resistance in the investigated phenome-
non is much greater than the external resistance, which con-
firms the characteristic thermal behaviour of polymeric lamina-
tes and must be taken into consideration during non-steady state
self-heating modelling. The averaged self-heating temperature
distributions were calculated for four investigated cases of sim-
ple bending with given parameters. Analysing obtained depen-
dencies, changes in loading amplitude and vibration frequency
values each have different influences on the thermal behaviour
of the laminate. The loading amplitude influences self-heating
temperature nonlinearly (by quadratic dependence) and the lo-
ading frequency influences the self-heating temperature by li-
near dependence according to (31). The self-heating temperatu-
re during cyclic loading has higher values for single cantilever
plates (see fig. 4b and fig. 5b) than in other cases of investigated
boundary conditions with same loading parameters, which is
explained by adequate maximal deflection dependencies.

The obtained temperature distribution equation could be
helpful during design of composite machine elements subjected
to the intensive loading. Basing on the obtained ranges of tem-
perature increase there is a possibility of composite structures
monitoring. The self-heating temperature could be an additio-
nal criterion in active damping in integrated structures, which
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mieniu w strukturach zintegrowanych, ktére sg uzywane w in-
zynierii aecrokosmicznej. Ponadto, zjawisko moze wystepowac
podczas niskocyklowych proceséw zmgczeniowych, co moze
wzmagac propagacje uszkodzen i redukowaé trwato$¢ zmecze-
niowa struktury. Znajac parametry graniczne obcigzen robo-
czych mozna zapobiega¢ nagltym uszkodzeniom.

Prezentowane badania sg jednym z poczatkowych etapow
aktualnie realizowanego grantu badawczego. W przysztych
badaniach model teoretyczny bedzie rozszerzony o badania
zjawiska samorozgrzania w stanie nieustalonym. Zagadnienie
nie moze by¢ rozwigzane w pelni analityczne ze wzgledu na
zmiany wlasciwosci mechanicznych i termomechanicznych,
a zatem sztywnosci stratnej, ktora wykazuje gwaltowne zmia-
ny podczas procesu samorozgrzania. Zmiany te, zalezne od
zmiennej temperatury i czestotliwosci obcigzenia, mogg by¢
zmierzone przy pomocy Dynamicznej Analizy Termomecha-
nicznej. Nastgpnie otrzymane modele beda zweryfikowane
eksperymentalnie. W ostatniej fazie model bgdzie zastosowany
do oceny procesoOw zmeczeniowych laminatéw i ich trwatosci
zmeczeniowej, a takze wplywu samorozgrzania na propagacije
uszkodzen (np. pgknigcia i delaminacje).

were used in aerospace engineering. Moreover, the phenome-
non may appear during the low-cycle fatigue processes, which
may improve damage propagation and reduce the residual life
of the structure. Knowing limits of safety workload one can
prevent the spontaneous damage.

Presented research is one of the initial phases of actually
realized research grant. In further steps the theoretical model
will be improved for the self-heating phenomenon in non-ste-
ady state. The problem cannot be solved fully analytically be-
cause values of mechanical and thermomechanical properties
change during loading and the loss rigidity rapidly changes
too. These changes, which depend on variable temperature and
loading frequency, could be measured using DMA (Dynamic
Mechanical Analysis). Then, obtained models will validated in
several experiments. In the final phase the model will be used
to evaluate fatigue processes in laminates and their residual life
and the influence of the self-heating on the damage (e.g. cracks
and delaminations) propagation.
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