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KRYTERIUM INFORMACYJNEGO AKAIKE
THE ESTIMATION OF SMOOTH OPERATION TIME UNTIL FAILURE

Artykut przedstawia zastosowanie kryterium informacyjnego Akaike do testowania hipotez dotyczgcych srednich. Zapre-
zentowana metoda stanowi alternatywe wobec tradycyjnych metod testowania hipotez o Sredniej, wymagajgcych usta-
lenia poziomu istotnosci. W pracy wykorzystano dane eksperymentalne z rozprawy habilitacyjnej W. Piekarskiego [12],
dotyczgce czasu pracy ciggnikow C355-360 do pierwszego uszkodzenia. Przedstawione rezultaty stanowiq skuteczne na-
rzedzie umozliwiajgce wybor odpowiedniego modelu statystycznego wsrod modeli dotyczgcych eksploatacji i niezawod-
nosci maszyn.

Stowa kluczowe: kryterium informacyjne Akaike, testowanie hipotez statystycznych, ciggniki C355-360.

The article presents the application of the Akaike Information Criterion (AIC) to test hypothesis concerning mean values.
The presented method offers an alternative to traditional hypothesis testing methods requiring the establishment of the
significance level. In the article, we used the experimental data from a postdoctoral thesis by W. Piekarski [12] concerning
the operation time of C355-360 tractors until the first failure. The obtained results provide a useful tool enabling the cho-
ice of a more suitable statistical model from the models relating to the operation and reliability of machines.

Keywords: the Akaike Information Criterion (A1C), Statistical hypothesis testing, C355-360 tractors.

WITH THE APPLICATION OF THE AKAIKE INFORMATION CRITERION (AIC)

1. Wprowadzenie

Waznym zagadnieniem teorii niezawodnosci jest odkrycie
praw rzadzacych réznymi zjawiskami, tak aby mozliwe byto
przewidywanie ich przyszlego zachowania. Przez niezawod-
nos¢, zwang rowniez nieuszkadzalnoscia, rozumie si¢ zdolno$é
maszyn do wypetniania odpowiednich funkcji w danych warun-
kach i w okreslonym przedziale czasu [15]. Liczbowej oceny
sprawnosci urzadzen dokonuje si¢ w oparciu o warto$ci, ktore
pochodza z obserwacji urzadzenia podczas eksploatacji. Maja
one charakter losowy. Przyktadowo, mozemy ocenia¢ wskaznik
zawodnosci lub wskaznik niezawodnosci, intensywno$¢ uszko-
dzen, sredni czas pracy do uszkodzenia badz $redni czas pracy
miedzy uszkodzeniami. Problem losowos$ci zjawisk mozemy
rozwigza¢ przez budowanie odpowiednich modeli statystycz-
nych. Aby odnalez¢ odpowiedni model opisujacy dane zjawisko
nalezy wykona¢ przynajmniej dwie czynnosci. Po pierwsze, na-
lezy zbudowac model, ktory przybliza rzeczywisto§¢ w mozliwie
dobry sposob. Po drugie, musimy skonstruowa¢ odpowiednie
kryterium oceniajace dopasowanie tego modelu do rzeczywi-
stosci. Jednym z takich kryteriow jest Kryterium Informacyjne
Akaike (AIC). W niniejszej pracy wskazujemy kryterium wy-
boru migdzy modelami dotyczacymi $redniego czasu pracy do
pierwszego uszkodzenia urzadzenia na przyktadzie ciagnikow
C355-360.

Pojgcie AIC ma swoje zrodlo na gruncie teorii informacji [3-
11]. Wywodzi si¢ ono od pojecia informacji Kullback-Leibler’a.
Rozwazmy ciagle rozklady prawdopodobienstwa. Niech g(x) be-
dzie funkcja gestosci prawdziwego rozktadu prawdopodobienstwa
oraz f{x) bedzie funkcja gestosci rozktadu teoretycznego. Wtedy
informacja Kullback-Leibler’a (K-L) jest dana wzorem [1]

1. Introduction

An important problem of science is to find laws influencing
different kinds of phenomena which help to forecast their feature
behavior. By reliability we understand the ability of machines to
function in given conditions and in a given period of time [6].
The numerical estimation of machines reliability is based on
random values which are obtained during the observation of a
machine in operation. For instance, we can estimate the index of
unreliability or the index of reliability, the intensity of failures,
the mean operation time until failure or the mean time between
successive failures. The problem of randomness can be solved
by building suitable statistical models. Two appropriate steps
should be taken to find a suitable model of a given phenomenon.
First of all, we should build a model which approximates reality
in the best possible way. In the second place, a good criterion of
comparing two models ought to be found. One of such criterions
can be the Akaike Information Criterion (AIC). In the present
paper, we indicate the criterion for choosing between the models
concerning the mean operation time until the first failure using
the example of C355-360 tractors.

The concept of AIC has its source in the theory of informa-
tion.[3-11] This notion is based on the concept of Kullback-
Leibler (K-L) information. Let us consider a continuous prob-
ability distributions. Let g(x) be the true density function and f{x)
be a model density function. Then the Kullback-Leibler informa-
tion is given by [1]
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(2. /)= j tog £ g(x)ds (L.D)

f ()
gdzie log oznacza logarytm naturalny. /(g,f) opisuje odlegltos¢
dwoch rozktadow prawdopodobienstwa i posiada nastgpujace
wiasnosci [9]

- 1(g,/)20,

- I(g, f)=0< f(x)=g(x) prawie wszedzie.

Oczywiscie, im mniejsza wartos¢ 1(g,f), tym lepsze dopasowanie
modelu do rzeczywistosci. Zauwazmy, ze wielko$¢ I(g,f) zale-
zy od rozktadu g(x), ktérego zazwyczaj nie znamy. W zwiazku
z tym do oceny dopasowania modelu potrzebny jest estymator
1(g,f). Z definicji informacji K-L mamy

I(g./)= j ¢(log g(¥)dx - | g(x)log f(¥)dx
Poniewaz pierwsza wielko$¢ w powyzszej rownosci nie zalezy
od teoretycznego rozktadu f{x), to minimalizacja wielko$ci infor-
macji K-L jest rOwnowazna maksymalizacji wielkosci

| e@log f(x)ds (1.2)

ktora nazywamy oczekiwanym logarytmem wiarygodnosci. Jesli

posiadamy n niezaleznych obserwacji {X ,....X }, to warto$¢

3 log /(x) (13)

nazywamy logarytmem wiarygodnos$ci modelu. Mozna pokazac,
ze oczekiwany logarytm wiarygodno$ci mozna w tym przypadku
aproksymowac przez wielko$¢ (1.3) pomnozong przez 1/n [14].
Zatem im wigksza warto$¢ (1.3) tym lepsze dopasowanie modelu
do rzeczywistego rozkladu.

Zatozmy, ze f(x ,...,x, | 0) jest taczng funkcja gestosci wektora
(X,,..,X ), gdzie 0 jest parametrem rozkladu. Jesli posiadamy 7
obserwacji {x,,...,x }, to funkcj¢ L(0) = f(x,,....x, | 6) nazywamy
funkcja wiarygodnos$ci. Zauwazmy, ze jesli zmienne losowe
{X,....X } sa niezalezne, to L(0) = fix | 0)-... - fix | 0), gdzie
Six,| 0) jest funkcja gestosci zmiennej losowe;j {(, Mozemy zdefi-
niowac logarytm wiarygodnosci jako /(6) = Z log f(x;]6).

i=l

Funkcja wiarygodnosci jest wykorzystywana do estymacji
parametréw za pomoca metody najwigkszej wiarygodnosci. Es-
tymator otrzymany tg metoda nazywamy estymatorem najwigk-
szej wiarygodnosci. Model, ktory uzywa tego estymatora nazy-
wamy modelem najwickszej wiarygodnosci. Wartos¢ logarytmu
wiarygodnosci w modelu najwigkszej wiarygodnosci nazywamy
logarytmem najwickszej wiarygodnosci.

Niech g(x) = f{x| 6*), gdzie f jest rozktadem o k parametrach
oraz 0% jest wektorem prawdziwych parametrow. Zdefiniujmy
oczekiwany logarytm wiarygodno$ci rozktadu f{-| 6) jako [14]

E, {log f(Z|0)} = [ £(z]0")log £ (z|6)d=

gdzie Z jest zmienng losowa o takim samym rozkladzie jak X
oraz niezalezng od X. Niech [*(0) = E [logf(Z | 0)]. Z poprzednlch
rozwazan wynika, ze warto$¢ ta jest miarg dopasowania modelu.
Im wigksza wartos¢ /*(0), tym lepsze dopasowanie modelu.
Niech € bedzie estymatorem maksymalizujagcym funkcje wiary-
godnosci /(6). Jakos¢ dopasowania modelu najwigkszej wiary-
godnoéci mozemy wyrazi¢ w terminach 7 (6) . Jednak wartosé ta

(2. /)= j tog £ g(x)ds (L.D)

f (x)
where log denotes the natural logarithm. /(g,f) describes the di-
stance between two probability distributions and has the follo-
wing properties [2]

- 1(g,/)20,

- I(g,f)=0< f(x)=g(x) almost everywhere.

Obviously, the lower the value of /(g,f), the better the goodness
of fit of the model. Notice that the value of /(g,f) depends on the
distribution of g(x) which is usually unknown. So we need an
estimator of /(g,f). From the definition of K-L information we
have

I(g./)= j ¢(logg(¥)dx— | g(x)log f(¥)dx
The first term in the last equality does not depend on the model
distribution f(x), so finding the minimum of K-L information is
equivalent to finding the maximum of the value

Tg(x)logf(x)dx (1.2)

which is called an expected log likelihood. If we have n indepen-

dent realizations {X,...,X }, then the value

3 log /(x) (13)

is called the log likelihood of the model. It is easy to prove that
an expected log likelihood can be approximated by (1.3) times
1/n [5]. So, the higher the value of (1.3), the better the goodness
of fit of the model.

Assume that f{x ,...,x | 0) is a joint distribution function of the
vector (X,...,.X ), where 6 is a parameter of the distribution. If we
have n observations {x,,...,x } then the function L(6) = f{x ,....x, |
0) is called the likelihood function. When we consider the inde-
pendent random variables {X ,...,.X }, then L(0) = fix, | 0)-... - fix,
| ), where f(x,| 0) is a density fun”ction of X.. We can define the
log likelihood function as /() = Z log f(x;]0).

i=l

The log likelihood function is used to estimate the distribution
parameters by the maximum likelihood method. The estimator
obtained from this method is called the maximum log likelihood
estimator. The model with this estimator is called the maximum
likelihood model. The value of the log likelihood in the maxi-
mum likelihood model is called the maximum log likelihood.

Let us identify g(x) = f{x| %), where f'is a model with £ para-
meters and 6* is a vector of true parameters. Then the expected
log likelihood of the distribution f{+| 0) is given by [14]

E, {log f(Z|0)} = [ £(z]0")log £ (z|6)d=

where Z is a random variable with the same distribution as X, and
independent of X. Let [*(6) = E [logf(Z | §)]. As we said, this va-
lue is a criterion of fitting of the distribution. The higher the value
of *(0), the better the goodness of fit of the model.

Let & be the maximum likelihood estimator of the parameters of
the model maximizing the log likelihood function /(6). So the
goodness of fit of the model can be expressed in terms of /' (0) .
Observe that this value is dependent on the realization of the ran-
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jest zalezna od realizacji zmiennej losowej X. W zwigzku z tym
zdefiniujmy $redni oczekiwany logarytm wiarygodnosci jako

1 0= BT @)1= [1'O)] T atx)ds

Tak jak poprzednio, im wigksza warto$¢ /,"(k) tym lepsze dopa-
sowanie modelu. Wydaje sig, 7e najlepszym estymatorem /," (k)
jest logarytm najwickszej wiarygodnosci. Jest to jednak estyma-
tor obciazony, a jego obciazenie jest rowne liczbie parametrow
modelu. Akaike pokazal, Ze nieobcigzonym estymatorem $red-
niego oczekiwanego logarytmu wiarygodnosci jest [14]

AIC(k) = logarytm najwigkszej wiarygodnosci — liczba parame-
trow modelu.

Ze wzgledow historycznych [13] przyjeto sie , ze:
AIC (k) =-21(0) + 2k

Podsumowujac, im mniejsza warto$¢ AIC(k) tym lepsze do-
pasowanie modelu do prawdziwego rozktadu.

2. Estymacja parametréw rozktadu normalnego za
pomoca metody najwiekszej wiarygodnosci

Niech X,,X,.....X bedzie probg pobrang z rozkladu normalne-

20 N(u,0°), gdzie ueR, 6*>0. Rozwazmy funkcje gestodci zmien-
2 1 X — 2

nej losowej X: /(x| 4,07) = —ﬁexp{—ﬂ}

1o 20°
Funkcja wiarygodnosci dana jest wzorem

B 1 J )
L(u,0°) = ,,exp{ e hNEY yr}
\/27[(72) o

Stad L
lu,0%)=— 5o > —p) —glogZH—glogo—:
i=1
Zatem
ol 1 < ol 1 & 5 n
=—SN'(x—u) oraz — = X, = 4)’ ———
o P ICE Py ) NC Ry

Zatézmy, ze parametry rozkladu nie sa znane. Szukamy
maksimum funkcji /(-,") oraz odpowiadajacego mu argumentu
funkcji. Warunek konieczny istnienia ekstremum mozemy zapi-

a =0 oraz o 0 . Rozwiazujac uktad rownan

o oo’

i(x,. —1)=0
i=1

sac¢ jako

n

Z(x,. — 1) —no* =0

i=1

. 1 n 7 1 n R
otrzymujemy /! =72x[ oraz o~ = —Z(x, — L) .
n ns

i=l

Mozemy zapisa¢ rozwigzanie uktadu rownan jako

o 1Y o2

o :—Z(x, — 1) 2.1)
iz

Nalezy jeszcze sprawdzi¢, czy funkcja /(-,") osigga maksimum
w punkcie (£,67).W tym celu sprawdzimy czy spetniona jest

nierownos¢ [(1,67)—1(11,6°) >0 . Rozwazmy roznice

dom variable X. Therefore, in order to lose this dependence, de-
fine the mean expected log likelihood by

1 0= BT @)1= [1'O)] T atx)ds

As before, the higher the value of /,"(k), the better the fitting of
the model. At first sight, it would seem that the maximum log li-
kelihood is a good estimator of the mean expected log likelihood.
However, as Akaike has shown, it is a biased estimator of this va-
lue and its bias is equal to the number of the parameters. Akaike
has also shown that the asymptotically unbiased estimator of the
mean expected log likelihood is [14]

AIC(k) = the maximum log likelihood — number of estimated
parameters.
By historical reasons [13] we take:
AIC(k) = -21(0) ~ 2k

Summarizing, the model which has the minimal value of
AIC(k) is considered to be the most appropriate model.

2. Estimation of parameters of normal distribution
by the maximum likelihood method.
Let X ,X,.....X be the independent n observations of the nor-

mal distribution N(u,0%), where ueR, ¢®>0. Let us consider the
normal density function of the random variable X;:

S5l = le :exp{—(x"z‘o_é‘ )'}.
o

The likelihood function is given by

B 1 J )
L(u,0°) = ,,exp{ e hNEY yr}
\/27[(72) o

Thus

l(,mo—:):—zl > - p) —glogZH—glogo—:

i=1

We also have

o1 ol RS ., n
=—)) (x,—u) and —= X, =) ——
P Z( = ) P Z( W' =5

Assume that the parameters of the distribution are unknown.
We will find the maximum value of the function /(-,") and the
corresponding maximum argument. The necessary condition for

. . . ..ol
the existence of the maximum of this function is —=0 and
ol . ot
f == 0. Solving the system

oo

n

Z(x,. —1)=0

i=1

Z(x,. — 1) —no* =0

i=1

1 n 5 1 n 5
we get 1L =72x[. and o~ :—Z(x, - U .
i i
We can write the solution of the above system as
o 1L 2
o :—Z(x, — i) (2.1)
i

Now, we should check if the function /(-,-) has the maximum in
(f1,6%) . We will check if /(2,67)~1(1,6°)>0 . Let us con-

sider the difference

MAINTENANCE AND RELIABILITY NR 1/2010 71




NAUKA | TECHNIKA

[(4,6°)~1(u,07) ==~

- 2 5’ i=1 '

n, 6’ [ 1
= ~+

2 o 20"

Poniewaz ostatni wyraz w otrzymanym wyrazeniu nie zalezy
od G7ani fr, to mozemy bada¢ funkcje f(x)=logx-x. Funk-
cja f posiada maksimum w punkcie x = 1 oraz f{1)=1. Zatem
logx—x<-1 dla x>0.

Stad mamy [(f1,67)— (i, 0° )> 0,co lmphkuje ze funkcja
I(u, 0'2) 0s1qga maksimum dla =/l i o” =367 . Podsumowujac,
[l i 67 s estymatorami najwickszej wiarygodnosci parametréw
11 0% Dodatkowo

1\ .
-—— X, —[)°
2(_}_];( )

A A2

I(i,0° )7——log27ra —g

Zatozmy, ze X, ma rozktad normalny N(u,6°), gdzie warto$¢
parametru z jest znana oraz u = u,. Wtedy funkcja wiarygodnosci
ma postaé

Z(M,,Gz): — )’ ——loglﬂ—gloga

1

oo~ 20

. Powtarzajac rozumowa-

Z( 1) -

o I 2
nie, jakiego uzyto poprzednio otrzymujemy o,” = ;Z (x; = 14)”
i=l

jako estymator najwigkszej wiarygodnosci nieznanego parame-
tru. Dodatkowo

= _Z(\ ,U“) = z X —,U +( - ﬂ) =5’ +(Uy - /u) (2.2)
i=l
Niech X, posiada rozktad normalny N(u,0%), ale warto$¢ pa-
rametru o jest znana oraz o> = o,’. Wtedy funkcje wiarygodnosci
mozemy zapisa¢ jako

l(;z,o-oz):— Elog(f“

0:1

al_

~

Stad

1) . Zatem, podobnie jak w pierwszym
O—o i=1

przypadku, estymatorem najwigkszej wiarygodnosci parametru
L jest

.1 N
1, :—Zx[ =/ 2.3)
i

3. Weryfikacja hipotezy H : u=u, za pomocaKryte-
rium Informacyjnego Akaike

Zatbzmy, ze warto$¢ parametru ¢® nie jest znana. Weryfikacja
hipotezy H,: = 1, bedzie polegata na poréwnaniu wielkosci AIC
dla dwoch modeli. Pierwszy z nich bedzie zaktadat, ze cecha ma
rozktad normalny N(u,6*). W drugim modelu cecha posiada roz-
ktad normalny N(u,0%), gdzie warto$¢ u jest rozng od u, wartoscia
parametru sredniej.

n(u
2

1 o AN2 RN
O_{;w—m n(it- ) }

+§U)“n[o-:—1—10g62]+
o 2\ o” o

n(ft—p)’

207

The last term in the equation does not depend on &~ or £
, so we can observe the function f{x)=logx-x. The function f has
a maximum in x = | and f{1)=1. Thus logx—x<-1 for x>0.

Sowe have /(f1,6%)~I(u,0°) >0, which 1mp11es that func-
tion /(u, 0'2) has the maximum at 4=/ and o =67 . To sum-
marize, /2 and & are the maximum likelihood estimators of the
parameters u and ¢°. Also the maximum log likelihood is given
by

A A2

I(i,0° )7——log27ra —g

Assume now that X, has the normal distribution N(u,0%) but
we know the value of 2 and i = . Then the maximum log likeli-
hood function is given by

{(py,07) =~ 1—ﬂo)z—glogbr—glogtf2

. - . ol
Differentiation over ¢* gives —
do”

l n
= o Zl:(x[ _

1) ~557

. L, 1Y s
Using the same method as before we get 0,” = —Z(x,- — )" as
n-

the maximum log likelihood estimator. We have also

- —Z(x t) = Z X (= 1) =67+ (1~ £ (2.2)
i=l
Let X, have a normal distribution N(x,0%), but now we assume
that the parameter ¢° is known and ¢* = 5,2 Then the maximum
log likelihood function is given by

l(;z,o-oz):— logojJ

0:1

Differentiation over u gives f}—l = £0) . So the maxi-

O'(, i=l

mum log likelihood estimator of x is given by

n

:[l] :—ZX[ = [

i

2.3)

and is the same as in the first case.

3. Verification of the hypothesis H: y =, with the
Akaike Information Criterion

Let us consider that the value of the parameter ¢ is unknown.
The verification of the hypothesis H: i = u, is equivalent to the
comparison of AIC of two models. The first of them assumes
that fitted distribution of the feature in population is N(u,0%). The
second assumes that it is the normal distribution N(u,0?) with
another mean y different from g .

72
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Niech f(x | u,0%) bedzie funkcjg gestosci rozktadu normalne-
go:

) 1 x—u)
f(XIﬂ,G“):\/2 = eXp{—(YZU‘f) }
o

Wtedy

1
2

(p,07) ===y (x,— u)’ —glo_g27r—gloga2 =
i=1

e -] 15150

Zatem logarytm wiarygodno$ci moze by¢ zapisany ogolnie jako

l(y,az):—gloglﬂ'—glogaz— " {(,u—[t)j-v—a”z} 3.1

207

Rozwazmy pierwszy ze wspomnianych modeli

Model (1): f(XI/to,az):\/z] zeXp{—(x;Ofi“)-} (3.2)
o

Z rozwazan w czeSci 2 wynika, ze estymatorem najwigkszej wia-
rygodnosci parametru ¢ jest

o, = G+ (44 = iy’
Wstawiajgc do wzoru (3.1) dla u rownego 1 6° rownego G’
otrzymujemy logarytm najwiekszej wiarygodnosci dla Model(1)

) n n A n
l(;ul)val_) :_EIOgZE—EIOgO',' —F{(l[l()

Zatem, zgodnie z rozwazaniami w cze$ci 1, warto$¢ AIC dla tego
modelu wynosi

AIC(1) = n(log27z +log 67 +1)+2-1 (3.3)
Rozwazmy drugi model
2 ! (x— )’
Model(2): f(x|p,o7)= . exp{— ! } 14
@ NE s 20" G4

Funkcja wiarygodnosci dla tego modelu zostata przedstawiona
w czeéci 2. Estymatorami najwickszej wiarygodnoscisg £ 1 67
. Stosujac (3.1) ponownie otrzymujemy logarytm najwickszej
wiarygodnosci dla tego modelu

A a2 n n o 7
I(jt,07)=——log2r ——logo™ —— 3.5
(4,67) == log2z ——logo™ —2 (3.5

Zatem AIC dla Model(2) wynosi
AIC(2) = n(log 27 +log &> +1)+2-2 (3.6)

Model (1) i Model (2) opisuja sytuacje, kiedy wartos¢ o>
nie jest znana. W tym przypadku nalezy poréwna¢ AIC(1) oraz
AIC(2). Jesli pierwsza z tych wartosci jest nizsza niz druga, to
powinni$my przyja¢ hipotezg¢ H Twierdzimy wtedy, Ze wartos¢
srednia prawdziwego rozkladu wynosi . Jesli wartos¢ AIC(2)
jest nizsza niz AIC(1), to nie mozemy twierdzi¢, ze warto$¢ $red-
nia prawdziwego rozkladu wynosi 4.

Rozwazmy teraz przypadek, w ktorym warto$¢ o2 jest znana
i0®=c,’. Chcemy zweryfikowa¢ hipotezg H : 1 =, z tym dodat-
kowym zatozeniem. Zdefiniujmy model Model(3):

_[,)3

Let f{x| 1t,0°) be the normal density function :

o] (x— )
S(xlpo™)= = eXp{— 5 }
\/27[0" 20"
Then

1
2

e -] 15150

(p,07) ===y (x,— u)’ —glo_g27r—gloga2 =
i=1

So, we can write log likelihood function in the following form:

n

l(y,az):—glogZﬂ'—glong—z {(,u—[t)z-v—a”z} (3.1

Let us consider the first of the above mentioned models

2
o

Model (1): f(XI/to,az):\/z] zeXp{—(x;Ofi“)-} (3.2)
o

From the section 2 we know that the maximum likelihood esti-
mator of 62 is

o, = G+ (44 = iy’

By the equation (3.1) for # equals x4, and ¢* equals 6,” we get the
maximum log likelihood for the Model(1)

+02}*—I—710 27-Llogs -2
2% 2 8% T,

So, using the method described in section 1, the value of AIC for
this model is equal

AIC(1) = n(log27 +log 67 +1)+2-1 (3.3)
Let us consider the second model.
o] (x— )
Model(2): f(x|u,07)= = eXp{— 5 } 3.4
@) N 5 (3:4)

The log likelihood function for this model was described in section
2. The maximum likelihood estimators are /2 and &°. Using (3.1)
again we get the maximum log likelihood for this model

RS n n > N
I(jt,07)=——log2r ——logo™ —— 3.5
(4,07) 5108 508 5 (3.5)

So, the AIC for this model equals
AIC(2) = n(log27 +log > +1)+2-2 (3.6)

Model (1) and Model (2) describe the situation when the val-
ue ¢*>was unknown. In this case, we should compare the values of
AIC(1) and AIC(2). When the first is lower than the second, we
should take the hypothesis H, so we claim that the mean value of
the true distribution is equal z. If AIC(2) is lower than AIC(1),
we cannot say that the mean value of the true distribution is 4.

Let us consider two different models. Suppose that the value
o® is known and ¢> = 6’ In this case, we can also verify the
hypothesis H: 4 =z, but with this extra assumption. Define the
model
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. ) 1 x— 1)
f(x‘ :U()aa()-): S exp{_( /3) }
\/271'0’0' 20—0

gdzie y, 0raz 6* s3 znanymi warto$ciami parametrow . i o°. Mo-
del ten charakteryzuje sytuacje, w ktorej twierdzimy, ze warto$é
$rednia prawdziwego rozktadu wynosi z,. Podobnie jak poprzed-
nio mozemy wyznaczy¢ logarytm najwigkszej wiarygodnosci ze
wzoru (3.1) :

R n n 5 n A2 A
/(/4,,6”')=—510g27r—510g01.'—ﬁ{(ﬂ(.—ﬂ) +0‘}

0

Zatem
AIC(3) = n[logZﬂ +logo,’ + Lﬁ((y0 — )y +6° )J +2.0
Oy
Rozwazmy ostatni z mozliwych modeli, w ktorym zakta-

damy, ze u przyjmuje inng warto$¢ niz u .Mozemy zapisa¢ ten
model jako

, ) 1 x— )’
Model(4): f(x|u,007)= = exp e /? .
\/27TO'U' 20—0

Poniewaz estymatorem najwigkszej wiarygodnosci parametru u
jest w tym przypadku £, oraz i, = fi (z czg$ci 2), to

A2
noc

3

A~ n n 5
I(it,0,")=——log2wr ——logo,” ———
(4,047) 5108 5 loga, 20,0

Ponownie obliczamy warto$¢ AIC

AIC(4) = I’l[log2ﬂ+ logo,’ +U_]+2,1

0

Jesli zatem cheemy sprawdzi¢ hipotezg H to powinnismy w tym
przypadku poréwnac wartosci AIC(3) i AIC(4). Jesli ostatnia jest
wigksza niz pierwsza to mozemy twierdzi¢, ze warto$¢ Srednia
prawdziwego rozktadu jest rowna u,. W przeciwnym razie brak
jest podstaw do przyjecia hipotezy H;

Rozwazajac powyzsze modele powinnismy pamigtaé
o dwoch zasadach. Po pierwsze, liczba estymowanych parame-
tréw nie moze by¢ wigksza niz 2Jn , gdzie n oznacza liczebnos¢
proby. Jest to istotne dla pewnych wlasnosci estymatora, jakim
jest AIC. Poza tym powinni$my upewnic si¢ czy rdznica wartosci
AIC dla porownywanych modeli nie jest mniejsza niz 1. Jesli
rdznica jest zbyt mata, to nie mozemy powiedzie¢, ktory z mode-
li jest lepszy. Moze si¢ zdarzy¢, ze dopasowanie obu modeli do
rzeczywisto$ci jest rownie zte.

4. Przyktad zastosowania Kryterium Informacyjne-
go Akaike

Niezawodno$¢ urzadzen rolniczych stanowi wazne zagad-
nienie w procesie ich eksploatacji ze wzgledu na koszty spowo-
dowane brakiem ich sprawnosci w okresach agrotechnicznych.
Do kosztow tych zaliczamy koszty napraw oraz koszty w przy-
padku niedotrzymania termindw agrotechnicznych czy strat
plonéw. Potrzeba oceny stanu technicznego maszyn rolniczych
jest spowodowana koniecznoscia ich wysokiej dyspozycyjnosci
w trakcie uzytkowania. Jednym w kryteriow takiej oceny moze
by¢ $redni czas do pierwszego uszkodzenia, ktory szacujemy
na podstawie danych eksperymentalnych. Przestawione ponizej
dane zostaty zaczerpnigte z pracy W. Piekarskiego ,,Analiza Od-
dzialywania agregatow ciagnikowych na $rodowisko przyrod-

Model (3): (x| ty,0,”) = ———exp{ ——#4)
\/27r0'0 20,

where y and > are well known values of the parameters u
and ¢. This model characterizes the situation when we claim that
the mean value of the true distribution is equal 4, We can write
the maximum log likelihood as

2 n n , N N2 a2
/(ﬂ“’o.“_):_EIOgZH_ElOgG“__F{(M’_ﬂ) +a‘}

0

Thus

, 1 A2 a2
AIC(3) = n[logZﬂ +logo,” +—ﬁ((;10 -4y +o° )J +2-0
Oy
Consider the last possible model where we assume that 4 has
any different value than x . We can write

, ) 1 x— 1)’
Model(4): f(x|u,0,7)= \/2 s exp{—(\z(ﬂ) }
o~ 0

Because the maximum likelihood estimator of . in this case is /,
and fi, = ft (from the part 2), we obtain

N2 n n , né’
I(fy,047) = —510g27r —Elogau- _F
0

As before, we can calculate the value of AIC

AIC(4) = n[log2ﬁ+ loga,” +0—2]+2-1
0()
Now, if we want to verify the hypothesis H, we should compare
the value of AIC(3) and AIC(4). If the former is lower than the
latter, we can claim that the mean of true distribution is 4. Other-
wise we cannot claim that it equals .

We should remember about two rules when considering the
above models. First of all, numbers of the estimated parameters
must be lower than 2+/n because it is important for some prop-
erties of AIC. We should also make sure that the difference of
AIC for the considered models is not less than 1. Then the dif-
ference is too small, we cannot say which of the models is better.
The fits of both models are much the same. In such a case, it is
possible that neither of the models is good.

4. The example of application of the Akaike Infor-
mation Criterion

Reliability of agricultural machines constitutes an important
issue in their use because of the costs incurred due to their una-
vailability during agro-technical periods. These costs includes
repair costs, fines for not meeting the agro-technical deadlines
or crop losses. The necessity of ready availability of agricultu-
ral machines during their operation creates the need of technical
condition assessment. One of the criterions of such assessment
can be the mean operation time until the first failure which is
estimated on the basis of experimental data. The data which is
presented below was taken from a thesis by W. Piekarski ‘An
analysis of the environmental impact of farm tractors. Postdocto-
ral thesis.” [12]. From the study presented in the thesis we choose
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nicze. Rozprawa habilitacyjna.” [12]. Z badan przedstawionych
w rozprawie wybieramy badanie ciggnikow C355 i1 360 dotycza-
ce czasu ich pracy do pierwszego uszkodzenia. Probka obejmuje
30 ciggnikow znajdujacych si¢ w procesie uzytkowania. Dane
pochodza z dokumentacji eksploatacyjnej. Zebrano je z kart dro-
gowych (liczba godzin pracy pojazdow) oraz ksiazek pojazdow
(przeglady techniczne, naprawy).

Tab. 1. Zestawienie liczbowe dotyczqce czasu pracy ciggnikéw C355-360

the research on C355 and 360 tractors concerning their time of
operation until the first failure. The sample contains 30 tractors in
use. The data comes from operation documentation and was col-
lected from log books (the number of hours of work of a vehicle)
and vehicle maintenance record books (MOT tests, repairs).

Tab. 1. Numerical data concerning the operation time of C355-360 tractors

Kolejny ciagnik Czas prafy d(? pierws.zego t{szkoqzenia Kolejny ciagnik Czas praf:y dcr pierws'zego qszkoc?zenia
Operation time until the first failure Operation time until the first failure
Tractor ) Tractor (mth)
1 648 16 549
2 473 17 466
3 512 18 491
4 694 19 417
5 421 20 527
6 536 21 593
7 461 22 439
8 414 23 486
9 575 24 521
10 613 25 444
11 523 26 491
12 487 27 583
13 516 28 453
14 676 29 691
15 443 30 533

Na podstawie danych empirycznych chcemy testowac hipo-
tezg zerowa H: u = 525 przeciwko hipotezie alternatywnej H :
u # 525. Zaktadamy, ze czas pracy do pierwszego uszkodzenia
ciggnikow C355-360 ma rozktad normalny z nieznanym parame-
trem ¢°. Zastosowanie tradycyjnego testu dla $redniej wymaga
ustalenia a priori poziomu istotnosci a, czyli prawdopodobien-
stwa odrzucenia hipotezy prawdziwej. Wartos¢ ta jest w duzej
mierze ustalana w sposob subiektywny. Aby unikngé tych ogra-
niczen proponujemy zastosowanie Kryterium Informacyjnego
Akaike.

Rozwazmy Model(1). W modelu tym zaktadamy, ze warto$¢
sredniego czasu pracy do pierwszego uszkodzenia wynosi 525
(mth). Poniewaz warto$¢ parametru ¢® nie jest znana, to stosuje-
my estymator tego parametru dany wzorem (2.2). Stad
67 =6317,93.

Nastepnie obliczamy AIC(1) ze wzoru (3.3):

AIC(1)=169,96

Wezmy teraz pod uwage Model(2). W modelu tym zaktada-
my, ze warto$¢ sredniego czasu pracy do pierwszego uszkodze-
nia jest inna niz 525 (mth). Poniewaz nie znane sg wartosci obu
parametréw rozktadu, to stosujemy estymatory tych parametréw
dane wzorem (2.1):

[1=522,53 oraz 6° =6311,85
Nastepnie obliczamy warto$¢ AIC(2) ze wzoru (3.6):
AIC(2)=171,95

Porownujac wartosci AIC(1) i AIC(2) stwierdzamy, ze Mo-
del(1) lepiej opisuje rzeczywisty rozktad. Zatem brak jest pod-

On the basis of empirical data we would like to test zero
hypothesis HO: x = 525 against the alternative hypothesis H1:
1 #525. We assume that the operation time of C355-360 tractors
until the first failure has a normal distribution with an unspeci-
fied parameter o°. The application of a traditional test for a mean
requires that the significance level a, that is the probability of re-
jection the true hypothesis, should be defined a priori. That value
is established to a great extent in a subjective manner. In order
avoid these limitations, we suggest the application of the Akaike
Information Criterion.

Let us consider Model (1). In this model we assume that the
value of the mean operation time until the first failure equals 525
(mth). Since the value of the parameter > is unknown, we use the
estimator of that parameter defined by the formula (2.2). There-
fore 6, =6317,93.

Next, we calculate AIC(1) applying the formula (3.3):

AIC(1)=169,96

Let us consider Model (2) now. In this model we assume
that the value of the mean operation time until the first failure is
different than 525 (mth). Since both values of factorization para-
meters are unknown, we use the estimators of these parameters
defined by the formula (2.1):

[=522,53 and 6° =6311,85
Then we calculate the value of AIC(2) applying the formula (3.6):
AIC(2)=171,95

Comparing the values AIC(1) and AIC(2), we conclude that
Model(1) describes the normal factorization more accurately.
Therefore, there are no grounds for rejection the zero hypothesis
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staw do odrzucenia hipotezy zerowej i mozemy twierdzi¢, ze
$redni czas pracy do pierwszego uszkodzenia wynosi 525 (mth).

Testy okreslajace Sredni czas pracy maszyny do pierwsze-
go uszkodzenia umozliwiaja ustalenie strategii eksploatacyjne;j.
Powinna ona by¢ modyfikowana w zaleznosci od ilosci godzin
przepracowanych przez maszyng. W badaniach eksploatacyj-
nych interesuje nas zatem czas eksploatacji maszyn, jak i ob-
serwowanych zdarzen eksploatacyjnych, w tym $redni czas do
uszkodzenia.
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and we can claim that the mean operation time until the first fail-
ure equals 525 (mth).

Tests defining the mean operation time until the first failure
enable the development of operation strategy. It should be modi-
fied depending on the number of hours the machine was used. In
operation research we are interested then in the operation time
as well as in the observed operation events including the mean
operation time until failure.
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