
���

����������	
����	
������	���	������������	�������������������	���
�����


���������	�
����
����
�����������������
�������
��������
��	�����
�����
��


���������	
��
��� �����������������
��
����
����

��������	
��
�����
��������������������
	��	�������	
���
���������	�����

Summary: This work deals with the flow of the electromagnetic energy through an idealized
single-phase transformer supplied with nonsinusoidal voltage and supplying a nonlinear load.
The electromagnetic flux components of the energy that flows from primary to secondary as well
as the flux of energy stored in and ejected from the dielectric space surrounding the windings
are identified and quantified. The electromagnetic flux components are correlated to well known
instantaneous powers. These powers are not clever mathematic expedients but correct
expressions that mirror the actual physical phenomena and lead to a more realistic interpretation
of apparent power and its resolution.

���������	������

��������	
�����
���
�����������������������
����
������������

�
�����
�����
����������������
���
��
��	���
��������������

����������������������
���
�����	���
���

�������
�����
�
����

���������������
��������	���������������

���� ��
��
��	��� ��� 
���������
�� ��������
��������� ��� ���

��
����
���	����������
��

�����
��������������
�����
���������

�������
��	�����
�����
���������������������

�������������
��������	
����������������
��
���
��	����

���	
����������������
�����������
�����������
���
������


������������������	��
�����
����
�����
�����
��������
����

�	���	���������	�
����
���������������������� !"��#���


����
���  $�� %�� &"� ��
����� ��'�������������
�������
� ���

������
����
�
������������
���

�������������
�������	
����

��
������
���
�������������������
�
��
�����������

�������
����
������������
����
��	
�����
�����������
��

�
�������
�������
����
���	
����������������������
�
��
����

������ ������������ ��
�� 
��� �
���� ��� �����	
���	
���
�

���������
������  ("� ��
�� ����� ��� ���������� ���� 
���
�

�������	
������������	��
�

�������������	

��������������
��
��	����
����������������
��
	���������

��� )������ !
�� ���� ���	
��� �������� ��� ��������� ��� 


�����������
������
��*

���+���!�,��� ��������������������������������!�

�����*

( )1 1 1p p pV̂ sin t� � �= + �����������������������$�

( )
1

pH pv pv
v

V̂ sin v t� � �
≠

= +∑ �������������������%�

����������
�������
�����*

���+���!�,��� ��������������������������������&�

�����*

( )1 1 1s s sV̂ sin t� � �= + �����������������������(�

( )
1

sH sv sv
v

V̂ sin v t� � �
≠

= +∑ ������������������-�

����������
����������������*

���+���!�,��� ���������������������������������.�

����*

( )1 1s s
ˆi I sin t�= ����������������������������/�

( )
1

sH sv sv sv
v

ˆi I sin v t� � �
≠

= + −∑ ����������
�0�

�� �!"��#$
��!	���	"���������
��!	��#�������
�������$� %	
����
���&���
�

)����!��#�����'��
��� ��
��
��	��� ����������
��������
�� ��
�*� �
�� �������1

���� ��
���� ��
��
	*� 
���
	���
�1� ���� ��
���� ��
��
	*� % ' �����

�
�	����

��������	
����
����������
��������������������	���������
	
�����
�����������������������
����
�
���
��������



��� ��������
�����
��� ����!
����"�#����
��$������%&&&"�'��("�)**+

�������	
������������
��������	�������*�����
�������
�����

�&�� ��� ����	
���������� �������� ��
�� ��������� ����	
������


�����
������������
��������#�������(���������������
������������

������� ����������
������������)����!���
����
�� ����	
2��

��	�������*

���+���!�,��� ��������������������������������!3�

����*

( )1 1p p
ˆi I sin t�= ����������������������������!!�

( )
1

pH pv pv pv
v

ˆi I sin v t� � �
≠

= + −∑ �������������!$�

4
����
�	�������
�����
� ��� ��� ��'��
�������!/3
�������


��
���������������������������������
������������
�	����

��
����� )������ !��� 5�� ����� ������ ����
�� 
���	��� ��
�� ���


���
	���
��������
�����
��	������������������
����
�������

��
���
���� ��� ���� 
��������� 
������ ������ �
�
���� 
��� ���


���
	���
�������*

(�!���! 
�� ���!��+�(�!���! 
�� ���!��������������!%�

5���
��
����
���	��� ��
�� �����������
�� ��
�����������


�	
����
����
�����
���
	���
��
����������������
�	�����
�����

�����*�����������
�	�����������
�����
��	�������
��������

����
�������������
��*

�(������ 
�� ���%��+�(������ 
�� ���%���������������!&�

%����

�����	�
	���&��
�

�������	������
������������������	�����������������)�����

$
��6������
�����������
�������������
�������
��������������

	
��� �
� 
����	
�������	
����
������� 
� �������
��)7 

��
�
�����������)������$����������	
��������������	������

���������������
�
���8���
��������
���������������������
��������

��
����������������������
�����
���������������
�����������

������
����������� ���
����	�������������
������ ����� 
���

�������
���������������������������
��������*�
���������������

����	
��������������������	����������
��������������������

�
�����
���������
�������
�������������
�������������'���9�

������
������������������
������������
��
�����
��	
���������

��
�
�����������)�+�: ���������������9��
���	
����
�
�����
�

	
����
���������
������	
����������	�
�������

����
����������������
���������������!��)����$
�������������

����	
��������������������*

( ) ( )1

1

pv
p pv

v

V̂
dt cos v t

v
� � � �

�=
= = − +∑∫ ���������!(�

�����
�������
��������������
��������	
�������
���%��
��

���������������������������*

;�<������$* ��=���=�* �$�+����*$�>��$�

;�<������%* *�=���=�� �%�+�����$�>�*$�

6���8���
�����������
�����
�������
�����
����
���������*

2
0 2

1 h
A�

=� ������������������������������������!-�

3 3
3

3 3 3 3

1
' ''

' ''
h
A�

= =
+

� �

�

� �
������������������������!.�

�����*

( ) ( )

3 0 3
3 3 3

0 3 3 3

2 2 2 2
3 3

'' '
' ''

' ''

' ''

A Ah h
A A A

A c b , A d c

� �
�

� �

� �

+
= = =

= − = −

� �

)���� $�� ���� �������� ��
��
��	��*� �
�� ���	����1� ����?7@� ��
�
���������


�� �����
�� ����

)���� %��4�������� �8���
������ �
�	
������� ��������*� �
�� ��'��
�� ���������1

���� ��
���� ��
��
��	��1� ���� ��
���� ��
��
��	��� ��8���
����� ��� �������

���������� ����
��� �������� 
��� ����
���� ��� �8���
����� �������� ��������



���

���� �8���
����� ��������� ��������� 
��� ��� ��
�� 
��� ��
�

�����������
������������)������%��6�������
���)������%
�����

�������������
������*

2 3
23

2 3
= +

� �

�
� �

������������������������������!/�


�������	
�����	������
��������������������������������

+�
�������*


+��+��&�>�� $%��
�!������������������������!0�

)���������
������
��
��	��������
	���'���������
������
��

�����������
�����������)������%���#���������
������!���
�����

�
	���
����
����������	�
����'��
��
�����
�����������������

������������ ��� ����
��� ������
�����+)������
���8���
����

�����������������!�1�
�����������������������������
���������
���

6A?������
������������������7,%�����
�
��������,%��)����%���

)��	��������������*

( )1
23

3

s
AB

i
M

R
�

 = + 
 

� ���������������������$3�


����
��	�)������%�*


�)�+����,��&�>�
+������������������������$!�

#�������������
��!0��
����$3������$!�������*

23 2

3 2 3
p s si i i= = +

� �

� � �
����������������������$$�

���� �
��� ����������� ���
��	�� ���� ��������� ��
�	� ��
�

�
�	��������
����� pvI �
��� svI �
��������
������!/3�������


��
����)��	�)�������%��
���%������������*

( ) ( )32 1

2 3 3

si� �
 

= +  +  

�

� � �
��������������������$%�

( ) ( )23 1

2 3 2

si� �
 

= +  +  

�

� � �
��������������������$&�

����������
�������
������
�����
��������)
�
�
�B���
�*

( ) ( )( ) ( ) ( )31 2 1 1

2 3 3

s
s

id d
dt dt

� � � � �
  

= − = − +   +   

�

� � �

9����������	������
�����+����!�7�����������*

2

2 3 2 3

1 s
s p

di
dt

� �= −
+ +
�

� � � �
������������������$(�

'���

�(��)��(�*�)
��

5�� ����� �������� �������
��������������������
� ���� ��������


���	
�������
�������������������
��
��	���
��������	�����

�������
��	
����������������	���������
����
������
����������

����������7&$��
������������������
�����
����

����
���������	��
���������
��
����������������
�����������


��������������������������
�����������
�����
�*� E H℘= ×
� �

�

 (��7&$"���������������
�����������
�����
��	*

zE B B Bu
t
∂∇× = − =
∂

� � �

�

������ zu
�

� �������������������-'���������������)����$
���5��


���������
���������
��������	*

1

0 0

r z

z

u ru u

Bu
r r z t

rE

�

�
∂ ∂ ∂ ∂= −
∂ ∂ ∂ ∂

� � �

�


��*

( ) 2
1 1BrE
r t t tr

�

�

∂∂ ∂= − = −
∂ ∂ ∂

��*

( ) 1
2

d
E r u

r dt �

�

�
= −

�

�

�������������������������$-�

6����+������7���+����
��*

( ) ( ) ( )1 2

2
p

a a aE E E u
a �

�

�
= = = −

� � �

�

�����������������$.�

6����+�**

( ) ( ) ( )2 3

2
s

b b bE E E u
b �

�

�
= = = −

� � �

�

�����������������$/�

������ �������� ����� ��
�� ���� ��������� 
����� ������� �
�

���������������
	������
������
��������9����������������������

�������������
������	����������������������������	
����������

��������
������	
�������������������&�
����������������9�����

)������$
��

����	
�������
������
�����
�����
������5���������$*

( )
( )

( ) ( ) ( )
2

2 232 2 1

0 2 3

s
z z z

i
H u u u

A h h
�

� �
�

 
= − = − = + −   

�

� � �
� �

�

�$0�

5���������%*

( ) ( ) ( ) ( )3 233 3 1

2

s
z z

i
H u u

h h
� �

 
= − = + −   

�

� �
� �

�
��������%3�

����
���������������
����������������(�������������)�����

&
��)�������
���
	���
����	��������������	
������������	���

�����������	
��������
�����
���	��������������������������	�

�
����
��������������
��������� ( )1℘
�

��
������
��
�������
������

�������
�����������(������
��������
����
����
��������������������

�������
�������
���
����
��������������
��������
�����
�9�
��

��������	
����
����������
��������������������	���������
	
�����
�����������������������
����
�
���
��������



��� ��������
�����
��� ����!
����"�#����
��$������%&&&"�'��("�)**+


�������������������
��
��	���
�����������
�����������������

��	
�������(�
���������������$�����
�������������
�����������


����
����������
������
����������'
�����������������������

������������
����
��
�������
���������'
����������������������

���������
��������������
���������������
����2������
��	��������

$�
���%��5���������%������(���
��	�������������
�������������5�

)������&�����������������������������
����������
�������������
�����

5��)������&�������������������	
�������
������������������!��

�����������������
��(�
���
��
������*

�������
����+�����������������$���*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
a a a zE H E H u u�℘ = × = − × −

� �
�

� �

����������%!�

#�������������
��$.��
����$0�����	��������$$�*

( ) ( )( )2 1
23

1
2a p p p ri u

ah
� � �

�
℘ = +
�

�

� ���������������%$�

���������������� ����������� �������������
��������	
������

��������������
��	��������	
�����������
���
������������������

$���������
��
������
�����������������������������������

��

$������*

( ) ( )2 1
23a p p pp i� � �= +� ������������������%%�

����
��������	*

( ) ( )
( )1

1 1
23 23p

d
dt
�

� � �=� � ������������������%&�

��������������
������������ ( )
( )1

1

0

1 0
T d

T dt
�

� =∫ �

)��	��!��
����!3������������
����������������	��
��%%���
�

������	�������*

���� + ��!��! . ��!�� . �� ��! . �� �� �%(�

4
����
���������	���������
��
����������������������


�������	���������*

��!��!/ (�!��!
�����!� ! ' 
���$���"����������
�%-�

. (�!��!������!� ! ' ����$���"

5���%-������������������������
��
������
���
	���
�������

����������������������	*

��!��!/ ��! ! ' 
���$���" . 0�!����$�����������%.�

�����*

��! + (�!��!
�����!�������������������������%/�

0�! + (�!��!������!�������������������������%0�


��� ���� 
���
	���
�� 
������ ������ 
��� ���� 
���
	���
�

��
�������������������������

6
����������������������
��$��
����!$�������������������	��


�%(�������������������*

( ){
( ) }

1 1
1

1

1

1

p pH Ipv pv pv p
v

pv pv p

i D cos v t

cos v t

� � � � �

� � � �

≠
 = − + − − 

 − + + − − 

∑
�&3�

��
�������������������������������������	������!	���
����
�����

��������
���
��������
�������	�����������������
	��������*

�1��� + �(�!��%������������������������������&!�

�������������	��
��%(����������������
���������������#�����������

�
��%��
����!!�������*

( ){
( ) }

1
1

1

1

pH p Vpv pv
v

pv

i D cos v t

cos v t

� � �

� �

≠
 = − + 

 − + + 

∑
���������&$�

��
�� ��� ���� ���������	���� 
���	��� ����������� ������� 


���
��������������
���
��������
�������	������������� ���


	�������*

)���� &�� ��������� ������� �
���
	���
��*� �
�� ��� ���������1� ���� ��������


����� ������������1� ����	
������� 
����

!�����������������
����9������������
�
����������9�����
�������	
�������
�������
���������
��	��������!����$�
���
��	�$����%�
����������5
����

���������
�����������������������������$.��
����$/��
�������
�����������������	
�������
������
�������������	����������(�������������

�����������������������
�������
���(����
��������������������
������������2�����
�����������������������
���
������������������
�����

�������������������������	
�������
����������������������������A��������	�������
�������������	�����������������������������
����



���

1(�%�+�(�% ��!�������������������������������&%�

�����
������	��
��%(������������������	����%����$	�����������

�������#�������������
��%��
����!$�������*

( ) ( )

( ){

( ) }

1 1

1

1 2 2 2 2pH pH pv pv pv pv
v v

Hpvm pv pm pm
vm v

pv pm pm

i P cos v t Q sin v t

D cos v m t

cos v m t

� � � � �

� � � �

� � � �

≠ ≠

≠≠

 = − + + + 

 + − + − + 

 − + + + − 

∑ ∑

∑

�����*

��%�+�(�% ��%
�����%������������������������&(�

���
���
��%	����&���
���!	���
�������%*

0�%�+�(�% ��%������%������������������������&-�

���
��	�
��%	���!	���
�������%��
��*

1 �%&�+�(�% ��&���������&�	�%�������������������&.�

��� ���� 
	�������� �
� 
����&���
� ���������	���� ����������

��!	�����������������������
������
������
��8��������%�C�&�

%�	�!��&�	�%�

�����������	
�������
�����
���������
��
�������
����+�*

��������������������������*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
b b zb E H E H u u�℘ = × = − × −
� �

�
� �

���������&/�

#�������������
��$/��
����$0������&/�������*

( ) ( )232 1

32
s

s rb
i

u
bh

� �
�

 
℘ = +   

�
�

�

�
���������������&0�

#�������������
��$$��
����$(������&0����
������
����������	�

�����������
�������
�����
� ( )2
b℘

�

����������������

���$�*��
��
�������������
��
�����������*

( ) ( ) ( )23 2 32 1 1

2 3 2 3

p
p s s s sb

di
p i i

dt
� � � � �

 
= + +  + +  

� � �

� � � �
��(3�

����
��������	��
��(3�����
��������
������
��%&��������
�������
�

������

������*

( ) ( ) ( )23 2 23 31 1 1
23

2 3 2 3
p p p� � � � � �− =+ +

� � � �

�
� � � �

���
�����
����������������������
����2�����������
��������$�

��������������	��
��(3�������������
��
���������������������

��������������
����
�����������	��
����	��
����	�������������

������������������%(�������*

���� + ��!��!. ��!�� . �� ��!. �� �� � � � � �(!�

�����*

��!��!�+���!  !�>�
���$���"�,�0�! ����$������������($�

����*

���!�+�(�! ��! 
�����!����������0�!�+�(�! ��! ������!�������(%�


��*

( ){

( ) }

1 1
1

1

1

1

s sH Isv sv sv s
v

sv sv s

i D cos v t

cos v t

� � � � �

� � � �

≠
 = − + − − 

 − + + − + 

∑
����(&�

����*

�1��%�+�(�! ��%�������������������������������((�


��*

( ){

( ) }

1
1

1

1

sH s Vsv sv
v

sv

i D cos v t

cos v t

� � �

� �

≠
 = − + 

 − + + 

∑
����������(-�

����*

1(�%�+�(�% ��!


��*

( )

( )

( ){

( ) }

1

1

1

1 2 2

2 2

sH sH sv sv
v

sv sv
v

Hsvm sv sm sm
vm v

sv sm sm

i P cos v t

Q sin v t

D cos v m t

cos v m t

� � �

� �

� � � �

� � � �

≠

≠

≠≠

 = − + 

+ +

+ − + − +

− + + + −

∑

∑

∑ �����������(.�

�����*

���%�+�(�% ��% 
�����%���������0�%�+�(�% ��% ������%�

1 �%&�+�(�% ��&������&�	�%

�����
������	��
��(3��������
�����������6��������6�!��
��


�����������
���������������%�

5���������%�
����+�*����
���*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3
b b zb E H E H u u�℘ = × = − × −
� �

�
� �

�����������(/�

#�������������
��$/��
����$0������(/�������*

( ) ( )233 1

22
s

s rb

i
u

bh
� �

�

 
℘ = +   

�
�

�

�
������������������(0�

#�������������
��$$��
����$(������(0������������
�����
� ( )3
rb℘

�

���������������

���$�*����
����������������%*

�&&�

��������	
����
����������
��������������������	���������
	
�����
�����������������������
����
�
���
��������



��� ��������
�����
��� ����!
����"�#����
��$������%&&&"�'��("�)**+

( ) ( ) ( )23 2 33 1 1

2 3 2 3

p
p s sb

di
p i

dt
� � � �

 
= − +  + +  

� � �

� � � �
������-3�

D�������������������	�*������
����������
���������
�����
��

���������	��
��(3�����������������E������������������
�� ���

����
��
������ ������ ( )3
bp � ��� ���� 
������ �6��������6�!��

F����������������
��������������7�2��������7
��	�
����	���

�
�	
��������������������
�������
������ 
���
�
��������*

( )
( )1

1
i i

d
p

dt
�

�=� ����������������������������-!�

5��6��������6�$����������������
�*

( ) ( )
( )3

3 3
3b

d
p

dt
�

�=� ��������������������������-$�

�����	�
�����
����������
��
���������
������������
����/�*

��������
����
�
�����
����������
��������7�������������%��5�����

�
	��6������������
������������
��������������*

( )
( )

( )
( )

( )
2 3

2 3 1
2 3 23 p p p s s

d d
i i

dt dt
� �

� � � � � �+ = + +� � � ��-%�

����� 9��� ����������� ������ ���
���� ��
�� �����(� �
������ ��

��������$�
���%�
���������������������
������
����
������
��
���
��������������5��
�������������
�����������
�����������

�$% �
�!� ��� ��� 
��������
� ����	
���������� �������� �&��6�

��/�*�������(������������������
��
����������������1�
����+���
( )3
dp �+�3*������	�
�����
���
���������
������������
����*�=���=���

�����(���
��
���������
����

+����

��������
�����
����

A�����������������
�������������!��������	���������������

�
����
�������������)����������
���������
����
��������������)��

�����
9���
���
��������������������
������
���	�������
������

����������*

( ) ( ) ( )1 3 53 5p
ˆ ˆ ˆV sin t V sin t V sin t� � � �= + + ��������-&�

���������
����
�����
�	
�������
���*

( ) ( ) ( ) ( )1 3 51 3 5
3 5

ˆ ˆˆ V VV
cos t cos t cos t� � � �

� � �
= − − − ��-(�

�����
���
����������	�������
9��
���*

3 5
1

1
3 5s

ˆ ˆV V
V̂


�

 
= + +   

�����������������������������--�

6��������� ��� )������ $�� ����	
������� 
����� �!�� �
�� ���


��������� �����������*� 
��� ���� 
��������� ��
���� �����

��7���G�3�������3�=����=���*

( )
( )1

1 0
0 0 1

S s

H
H H B H

B
�




 
 ↑= + = +  

)������������������
�������=����=�$��*

( )
( )1

1 0
0 0 1

S s

H
H H B H

B
�




 
 ↓= + = − +  

����*

( ) ( ) ( )1 10 0

1 3 5

4

sv , , ...

sin v tH H
H

v

�
�

� 


∞

=
= +∑ �����������-.�

����	
�����������������������)����%
���
���������	�*�����
����

��������������FF)�����������!���������������������������FF)

�����������$�
���%*

��&�+� �!�������,��$% �
�!�����������������������-/�

#�������������
��-(��
����-.������-/�������*

( ) ( )
5

0 0
23

1 3 5 1 3

4 v
m

sv , , ... v ,

ˆsin v tH h H V
i cos v t

v v

�
�

� 


∞

= =

 = − + 
 

∑ ∑� ���-0�

H������������
����*

0 0
1 1

1 1 1 0

s

s s

H h H h Bh
A B A H

�

 �

= = = =�


��*

��	�+��!�,��$%

���������������������������8���-0��
�*

( ) ( )
5

0

1 3 5 1 3

4 e v
m

v , , ... v ,

ˆsin v tH h R V
i cos v t

v v

�
�

� �

∞

= =
= −∑ ∑

�������
��������
�	��������������������������
��� �!����������


��	��-/�*

( ) ( )( )
( ) ( )

1 1
23

5
0 0

1 3 5 1 3

1

4

m

v

sv , , ... v ,

H i
h

ˆsin v tH H V
cos v t

v v

�

�
�

� 
 �

∞

= =

= −

= −∑ ∑

�

������
�.3�

�������������������������
��������
����������������*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

5
0 0

1 3 5 1 3

4
2

a a a z

p v
r

sv , , ... v ,

E H E H u u

ˆsin v tH H V
cos v t u

a v v

�

� �
�

� � 
 �

∞

= =

℘ = × = − ×

 
= − − 

  
∑ ∑

� �
�

� �

�

�.!�



���

��� ��� �
��
������������� ���
��� ����
�����
���		������6��
�


�����
�������
������2���������(���*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21 1 1
2 2

1
2 2

r r p r
dr rH u H u

r dta a

�
�

� �
℘ = − = −
�

� �

���.$�

�����������
����������������!���� ( )1
r℘

�

��*

( ) ( ) ( ) ( )
5 5

1 0 0

1 3 5 1 3 1 3

4 v
a v

sv , , ... v , v ,

ˆsin v tH H V ˆp cos v t V sin v t
v v

�
� �

� 
 �

∞

= = =

 
= − 
  

∑ ∑ ∑ �.%�

E�������� ������� ��
�� ����� ����
��
�������������
�� 
��� ���

��	����������
�������������
�����������������������������5�

�
�� 
������ ����
��
������������������������ ���� ��'��
��

�
�	�����*

( ) ( ) ( )
5 5

1 20 0

1 3 1 3

4 4
1 2v v

aA
v , v ,

ˆ ˆH h V H h V
p sin v t cos v t

v v
� �

� �= =
 = = − ∑ ∑ �.&�

5�� �
�� ��
������ ����
��
������ ������� ��������� ��� ���

�
�	���������8�
��
����*

( ) ( )
5

1 1

1 3

2v
aQ

v ,

V̂R
p sin v t

v
�

� =
= − ∑ ��������������������.(�


��� ���� ���� ����
��
������ ����������� �������� ���� ��� ���

�
�	�������
���������
�������
���������������*

( ) ( )

( ) ( )

1
1

5

0
1 3 5 1 3

4 1

aDI

v

sv , , ... v ,

ˆp V sin t

ˆsin v t V
cos t H h

v v

�

�
�

� 
 �

∞

= =

= ⋅

 
⋅ − 
  

∑ ∑ �����.-�

( ) ( )

( ) ( )

5
1

1 3

1 0
1 3 5

4 1 1

vaDV
v ,

s sv , , ...

ˆp V sin v t

ˆsin t V cos t H h

�

� �
� 
 � 
 �

=

∞

=

= ⋅

 
⋅ − − 
  

∑

∑
����..�

������
��������������
����������������
���������*

( ) 5
1 0 0

0
1 3

4 21 1
2

T

v saA
v .

H h H h
P p dt V

T
�� 


� � �=
= = =∑∫

�

�����./�

�������������������������������������������)����$��*

( )( )( )

( )( ) 0 0
0 1 1

2

2 2
4

2

Hyst B H

s s s

P Area CoreVolume

H h H h
B H A h A B

�
�

� �� 

� � �

= ⋅ =

= = =
���.0�

)������(�����������
�����
��(���	�����������
����������

����
��
����������������������&�������
!��

)���� (�� ���� 
�����
� ��� ��	�������

!����5��)������(����������������
��������������������
�
����������9������
��
������8����������
������������������
�����������2�����
�������

���������������
�����
����������������
��������������
��������������������������
���������

��������	
����
����������
��������������������	���������
	
�����
�����������������������
����
�
���
��������



��� ��������
�����
��� ����!
����"�#����
��$������%&&&"�'��("�)**+

+�����,��-"!���.�"!

#�
������
��	�����������
�������
����������
��
������������


����
���������
����������(�
�����������������

��������	�������

�
� ���� ����
��
������������ 
�����
����������	
���������

�������� �&���������� ����
������!�� ��
��������������������

������
��
��	�����
����������������&�����
�������������
����

������������
�������
�������
�������������	
�������
������
����

���������	
����������������5�����������������
�����	
������

�����������������
��
�������������-!���������
�����*�����
����

	�
���
����
��������������
��
��������������
��	����������

��
�� ��� ��������
�� #���� 
� ������ ������
���� �������� ���

	
���������������
�����������
����������������������H��
���

����������
�������
9����
��������
��8��������$%���%�+�!��%��(����


����%�C�&����%�+�!��%��(1�&�+�!��%��(1�&�	�%���5������
��

����
������%�
���&������������������������	����������������
�

	���
���	�������������������
������������������
�
��������


������
����� 
��� �
�
���
����� ��� ������ �������	
������

������������������
�������
�������������
�����
�
�����������


��������������������
�����
��
������������*

!� )���
	���
����
������������ �
�"*

�0!�+�(!�! �����!� ����$����
$� @
�	�������
������������ �
�"*

�0��+�(% �% �����%� ����$%���,�$�%��
%� I������������������������ �
�"*

�1�%�+�(! �% J
�� �%�>�!����,��%"�>�
�� �%�,�!����,��%"K�
&� ����
�������������������� �
�"��%�	�!�*

�1(%�+�(% �!J
�� �%�>�!����,�
%"�>�
�� �%�,�!����,��%"K�
(� @
�	���������������������� �
�"��&�	�%��&�	�!�*

� %�+�(% �& J
�� �%�>�&����,��%&"�>�
�� �%�,�&����,��%&"K�

����	������������������������
���)����!
���������������

����
������
������
������������8�
�������*

!� )���
	���
��
������������ D"*

��!�+�(�! ��! 
�����!��
$� ���
���
�	�����
������������ D"*

����+�(�% ��% 
�����%��
%� )���
	���
����
������������ �
�"*

0�!�+�(�! ��! ������!��
&� I������������������������ �
�"*

2
1 11sI s sv s sHv

D V I V I
≠

= =∑ �

(� ����
�������������������� �
�"*

2
1 11sV s sv s sHv

D I V I V
≠

= =∑ �

-� @
�	�����
��
����������� �
�"*

2 2
1 1sH sv sv sH sHv v

S V I V I
≠ ≠

= =∑ ∑ �

����������������
�����
��������������������������������
��

�����������
������������������������������*

( )( )

22 2 2 2

2

2 2 2 22 2
1 1

2 2

p p s s p s s e s
S

s h s hs s
e e

s s

P r I r I r r I r I

V V I IV I
r r

V V

�
 

= + = + = =  + 

+ +
= =

�

� �

��*

( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 12 2

e e
s s sI sV sH s

s s

r r
P P Q D D S S

V V
� = + + + + =

����*

2 2 2
sH sH sHS P D= +

)��
������������
��
��������������2����������������	
����������

�����������	��	
��������������������������������������������

��
�����������
����
����������
�����*

�� + ��! , �� , �� , ����� , �	


H��
������� ���3��I���������	����������������
�	����������

������ ��� �����	���� �
� ���� ��
�� �����
���� ��� 
������

�
�	������

6����
��� ��	������� ��� �������3"����&	����� �����	��

��!	�*

2 2 2
sN sI sV sHS D D S= + +

5��8�
���
������������
������������������
��
�	��������������

�������������������
����������������	
�������������9�6���
����

�8���	����������������	����
��������
�	���������������

/�������������

���������	���
�������
�����������
�9�����
�
������������

�
�����
��
����������������������������
��������������
�����	�

�
��
������6��
���������
���������������
�
�����������
����������

��� �����������
�� 
��� ���� ��	�������� ��
�� ������� ��

	���������
�������8�
���
��
������
���	
����
��������������

�����	����������
�	�����������������
���������
�9�������

�����������
�������
�������������
����
������������
������

���������	�
�����������������������
�������������������
�

��
���������������4����������

��������������
��������������


��
�������������������
����������������
��������
��
��
���

�������
���������	���
��
������
��������
�������
��	��������

�����
����
	������
���
������������
���

�**
�	�0�����

#�������������
��!��&��!3����������
������	��
��(3��
����-3�

�����*

( ) ( )

( ) ( )

p
s s

sv sv sv sv sv
v v

sv
pv p pv pv

v v

di
i

dt

ˆ ˆV sin v t I sin v t

V̂ ˆcos v t v I cos v t
v

� �

� � � � �

� � � � � �
�

+ =

= + + −

− + + −

∑ ∑

∑ ∑

��������� ���	����
��	
����������
��������������� 
��	����

����������
����	������������
	��
��8�����������*

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2

sv sv sv sv svv

pv pv pv pv pvv

sv sv sv sv svv

sv sv pv pv pvv

ˆ ˆV I sin v t sin v t

ˆ ˆV I cos v t cos v t

V I cos cos v t

V I cos cos v t

� � � � �

� � � � �

� � � �

� � � �

+ − +

− + + −

 = − + − 
 − − + − 

∑
∑
∑
∑



��	

#����*

( ) ( )sv sv sv sv sv pvV I cos V I cos� �=

����������
�����������������	�
( )1 p

s s

di
i

dt
� �+ ����
����
�����

����
��
�������������������
�������	�
���
����

�**
�	�0�����

6�5�������������
���������
�������
������ 
���
����������

�
����������
��
�����������*

2di N dip Li i
dt dt

= =
�

#����� ����	
������� 
���� ����� +�5���� �� �-!�� ��� ���
�����

#�������������
��$&������-!���
����������%*

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )

23
23 1

3 3
2 3 2 2

23 2 2 3 2 31 1
2 2

2 3
2 3 2 3

3

2

2 3

1s s
p

s
p p s

s
s

i did
dt dt

di
i

dt

di
i

dt

�
� � �

� � � �

     
= − ⋅ − =          +     

= − − +
+ + +

+
+

�

� �
� � � �

� � � � � �

� �
� � � �

�

� �

�6�!�

H������$(��
����$$�����
������
���6�!���8�
����-3��
����-$����

��������6�������������
	�������������$����
���*

( )
( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

22
22 1

2 2
2 3 3 3

23 3 2 3 2 31 1
2 2

2 3
2 3 2 3

2

2

2 3

1s s
p

s
p p s

s
s

i did
R

dt dt

di
i

dt

di
i

dt

�
� � �

� � � �

     
= + ⋅ + =          +     

= + + +
+ + +

+
+

�

�
� � � �

� � � � � �

� �
� � � �

�

� �

�������
������
��
������������������7�2��������7
��	��������

$�
���%���*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3

2 3 1
2 3 23

2 3

s s
p

i did d
dt dt dt
� �

� � � �+ = +
+

� � �
� �

�6�$�

)��	��$(�*

2

2 3 2 3

1 s
p s s s

di
i i

dt
� �− =

+ +
�

� � � �

��*

2 3

1 s
p p s s

di
i i

dt
� �− =

+� �

�����
������������������������������6�$������
����
�����
�

����
��
������������������7�2��������7
��	���������$�
���%

�����������������8���-%��

�
(
�
��
�

!��) � � � 	 
 � � < � �� * ���	�6	��&����	
���	����������
���6������'
D������L���M��9�� !0-&������ 55��I�
��� $.�� ��� !>!!�

$��) � � � � � � � 6 � � � N � � 
 � # � � � F � � 
 � � � � 6 � �� *����������
�
��� ��	� ���3�
��%	� ��!	�� 
��
	��� ��� �	�&�� �"� ��	� �������$3���4
%	
����� )�
��� 5�����
����
��D��9����� ��� ������A�
��������� 
��
F�
����	�����������L����������
��I����������F��
����E���� $333�
���� %(>&!�

%�� I 
 9 
 � � � 9 � � O � � � 4 	 
 � � � � � 6 � 4 � *��������$� (	
���� ���
��	�0������� �"� 7�	
���
� 7�	�$��� )�
��� 5�����
����
��D��9����� ��
������ A�
��������� 
��� F�
����	����� ������ L��'#�������
�
I�����������F��
����E���� $333�� ���� $.>%%�

&�� 4 	 
 � � � � � 6 � 4 � *��������$�(	
���� ���� ��	������
���
	����$
�"� 5���
��%	� ��!	���� 5444� ��
���� ��� 5�����	���
������ 
��
F�
����	���������� (&�� ���� &�� ���� !&(.>-$��6���� $33(�

(�� I � 
 � � � � 9 � � N � # �*�+����� ��!	�� ����	���	�� �"� ���		3����	
����	&�� *	�1	�
��*	�� ��� �	�&�� �"��������$�(	
���8� 5444���
���
��� ������A�������������� $!�� ���� !�� ���� %%0>&&�� P
��� $33-�

��������"��#1,���
�������������?�#���
���F�#�����������
��	�B�����������

���F��
��B� ��� $33%� 
���$33(� ��������������#��� ��� ���

���9���� ���
��� ���� ����A�� ���4�������
��4����������


�� ���� 4�������
�� 4����������� A��
��	���� �
� ���

B������������ �
�F��
��B��@��� �������� ����
���� ���������


��� ���������� ����� ���� 	�
����	����� ��� ��������

������ �����	�� ������ �����������
�� �����������

6������*

������������ ���F��
����A��
���	����� ��� 4������������
�

��
��
�N���
���� �
������� %$�

$3!%%�F��
���� 5�
���

�	
��*��
��
�����������Q����	�����

�����*� ,%0'3$'$%00%.($

����������
�
2��3���4��5�6789�(56'9��(58+�
�
����������?����������<�	
��
��@���
�����?�#���F�#�


���A�#��� ��� !0-%�� -(� 
��� -0�� 
��� 
��	� ���������

5��
��� 5��������� �
� ������������ )��	� !0-0� ����� !0.&

����
�� �	������� ���@��������
���4���������������

��� ������� ������� 
��� ����� #)-� �����
���� �
����� 
��

������ ��
��
������ 5�� !0.&� ��� 2������ D��������

������������ 5�������������� ���������� ��� 
� ���
������ �


4�������
�� 
���I�	������ 4������������@��� ����
���

��������� ��� 8�
����� �
� ��������� �������� ������ ������������ 
��� ������� �


������ �8���	����

6������*

D��������� ������������ 5���������� 4I4�A��
��	����

!33� 5���������<�
���D����������F6�3!-30��H#6�

�	
��*� 
�	
����Q������������

�����*� ,!'(3/'/%!'($%0

��������	
����
����������
��������������������	���������
	
�����
�����������������������
����
�
���
��������


