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Summary: The paper summarizes the present state of discussions on power phenomena, power
definitions and compensation in single-phase linear circuits. The main concepts developed over
several decades on how various non-active powers in circuits with nonsinusoidal voltages and
currents should be defined and compensated are presented along with a detailed discussion of
these concepts. The paper presents also the concept of the single-phase load current decomposition
into Currents’ Physical Components (CPC) and its application for power definitions and
compensation in such circuits. The paper is not addressed to scientists and experts on powers,
but rather to common electrical engineers that sometimes face power related problems in
nonsinusoidal systems.
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1 ( ) ( ) cos
T

0
T

P = u t i t dt = U I ϕ∫ ������������������92:
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Q = u t i t dt = U I ϕ−∫ ���������������95:
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S = u t dt i t dt U I=∫ ∫ ���������������9>:
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x = X + a n t b n tω ω
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��	�������� �(;��98(;�:����������	����	��������������
�

�������������	����	������
��
�&���	
	
���#$�%������9�%���

	�����������
���!�
�����
������)

0

1( ) = ( ) ( )
T

x, y x t y t dt
T ∫ �����������������������9,C:

8�����	
������	��������������	��
	����������9,C:�
�������


�	����	
������	��������	����	
������	
�����	���������	�
�

�����������
�
��������������	�
��������&��������4���
�	
��

���&���	
	��#9�:�
��	��������
	��������
�8(;�����������

�� ��������� 	�� ��� 
	�� ������	�	
��� 
�� �� ���'�����&

&��������'��������������	�
��	�
������
��
���&����	�)

0

*( ) = Re n n
n N

x, y X Y
∈
∑ �������������������������9,,:

#
��� ,�� �
����!������ ������
	����	���



�

�������D�
��������� ���<���	����������.	��������
�	����	
��


��	���	
��!����
��
������������������	
���
��	������&����!

����
��

'���(;��������������
��
�&���	
	���9�:�
�����
������)

0

2 2

0

1|| || = ( )  = ( )
T

n
n N

x x,x x t dt X
T ∈

= ∑∫ ���������9,2:

���������������	��� 
�� 	��� 	
��!���� 
�� 	��� ���&����!

����
���'���(;��������������������&���	
	
����$�%������9�%�
�

�&����	�)

2 2|| || = || || + 2 ( ) + || ||x+y x x, y y �������������9,5:

'�
��(;��������
������	���	�������EE�EE�����EE�EE�������)

2 2|| || = || || + || ||x+y x y �����������������������9,>:

�����
��9���:�?�C��F���	
	
���	��	�����
���	�
�����
	
���������������

	����������	�
�����
������(�'���(;����������� 	��
�� ���

�����������	�������
���	��9,>:��
������
	���	������	
��

	��
�������������	�

F���	
	
����$�%������9�%� ���� ��	�������� 
�� 	����� �����

�������
�)

9
: ����������������� ( ) ( )  0x t y t ≡ ����������������������������9,A:


�����
���������	����
�����!$�����	�������������	�������$���

������

9
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u = U + U e ω

∈
∑ �����������������

9,/:

	�����
	�������	�
���&����	�)

1 1
0 0 02 Re 2 Rejn t jn t

n n n
n N n N

i I + I e = G U + Y U eω ω

∈ ∈
= ∑ ∑

92C:

=��������	��	�	������
�
	
������	����	
�����������
������

�&���92:�
��
���	
���	��	������
�
	
������	��������������	�9,C:

	�����	����	
������������	������
��
���&����	�)

0 0 0

* 2 2( ) Re n n n n n n
n N n N n N

P = u,i U I G U R I
∈ ∈ ∈

= = =∑ ∑ ∑ ���92,:

'����������	�������������������
��
�����
������)

0 0

2 2 = || || || || = n n
n N n N

S u i U I
∈ ∈

⋅ ⋅∑ ∑ ������������������922:

4��
�
	
��������	��������������� 	����������&��	
�����

�
����!���������	�����
�������
�������
���� 	���	
����

�&���	&��&�����	#���	�����
�#�����	��

4
����
����������
�
	
������ ������� ���� ����
����
���

���	�����	��	��� 
��,0/2������
	�������������� 	��	������

�&��	
���9A:�
���������	�����������	������	
��
����*������

����#��$�� ����� ��	�
��	��� 	�� 	������	� �����"����� ���

�
�������������������	�����������
�
	
�����������	�����
	�

����
����
���� ���	����� ���� �����	�� ���� ����� 	����

�����������
����������	�������	��
���������
�������
������


��	�
��������

���	
���
�	�������
��,/21�	���������
������
�
	
�����

	��� ���	
��� ������� ������	��� ��� 	��� .333� �	������

4
	
������+5-�

Bsinn n n n
n N n N

Q = U I Q Qϕ
∈ ∈

= =∑ ∑ �����������925:


�	�����	�����
"��	������	
���������
���
����!���������	���

�
	���
����
�������	��������������	�������������������	��

�������	�������
�����������	�����������
���	
������	����

	��������������	���������6��
�	�������������������������


����������
������)

�
2 2 2D = S - P -Q ���������������������������92>:

#
��� 2��'��� 	���
���� ���
�

#
��� 5��8
��
	��
	�� $����*������%�� ���	
������������ ��	��
	�� ������

���������	
��������

�����������	����������������������
������������������	������	����	�����

����



� ����
� �	����	���!���	���"�#��
�	��$����%�&'"����("�())*

�����������	������(����+5-�����
�	�����	������������������

�������	� ������ 
����������� 	�� 	�������������
�	��	
���

G����	���	�����	�����	���
�	�����	�	
�������������������.	�
�

�������
��������	���������
���������
���

'������	
������������	���
	��������������
�����,�����
�
� ���
��
������	�������
	�������	�����
���	
����������	

���	���
��	��	��������������6��������	���������
	��������

�
������	�������
������������� 	��������
	���
������� 	��	

	����������������	�������8����&���	�������������
���	
���

��	�����	��������������������	�������������� 
�	�������	

$����*������%�����	
�����������

�����
��������H�	�������
����	���
��
	�������
��#
�����5�

'��� ����� ���� ���
		���� ���� 	��� ��������	��� ������


�,�?�!-,I>�����������	���	�
���������������
��5�?�->����.��	��

����������	����
�)

1 1( ) = 2(100sin 25sin3 ) Vu t t tω ω+ �����,�?�,���I�������

	����	�������������	�
���&����	�)

0 0
1 1( ) = 2 [25 sin ( 90 ) 100 sin (3 90 )] Ai t t tω ω− + + ���

'��� ���	
��� ������ �����	��� ����
��� 	��*������%�

���
�
	
���
�)

��?��,�@��5�?�2ACC�J�2ACC�?�C

�6��������
����
	�����$�������	
������������	�����
��������

��
���	
���
��	�
��
��
	���������
��	��	��������������9�:�

������ 
��#
�����>�� ������� 
	�� �
����K���� 
	� 
�� ���
	
���

�������������	��	��������������
	�
������	
���
	���������"�	�

	����������������

4��
�
	
���92>:�����
�	��	
����������������������������	�

	�������)

2 2 2 2 2 21
2 r s r s

r N s N

D = S - P -Q = U U | - |
∈ ∈
∑ ∑ Y Y ����92A:

'���� �����
���������	������	�
�����������	�����	��	������&���

	��$����������,�	��.��������
������
������	��������	������		�����

������	�
��	�������������	�����
	�������(;���������������

�	�������	��&����	��$�������	�	�����������
		����������
������	�


���������	�� ���� 	����� ������
��� 	���� 	����� 	����� ����� �

���
	
��� ������� ���� 	����� ����	� �������	������ 	���

�
�	��	
���������
���&����	��$���������
����������������
)

���,��	���������������������������������������������92B:


�����
��	�����������
		��������������	��������
	��������


�������G����	���	�����	�
�����
	
����
�����������	������
	
��

���� 	��� ��"���� 	������	���� ���� �����	���	���� �
�	��	
���

.�������	�������������	�
����	��
�	��	����
	�������	�	��	��

����������	�������	��������
�	����
�)


9�:�?����9����:��������������������������������������921:

.��	�������������	����
�����
��
��	����	���8(;�����������

	������	�������������	�������
�������	����	
��������	
��)

- jn
n n n n= a e τ =I U Y U �������������������������920:

.	����������������������	�����������	��
�	��	
��������
��	��

��������
		���)

njjn
n = ae ae ϕτ −− =Y ����������������������92/:

���� �� ���	��	�����
	����� ��	� 	��� ���������?����� 	��	� 
�
������	
�����	��	���������
�����������'��������
	
������

$�����
�	��	
���������� 92B:�� �������
	
��� ���� 	��� ��"���

�
�	��	
����92/:��������������
������	�	��������	
��������
�����

������������
�	
���������=	����
����	��������
	
������	���
	

�����	�����.	�������	��	��
�	��	
���������.�������	�
���
�

�������
	��	�������������
�	��	
���

�����
��������'��������������
��#
�����A�
�����!��
��

�
	��	�����������!	�������
��.����	��	
���,�'�����������
		���

���	���,�	�����	���5���������������
�����)

2
1

1 3 1 S
4 4 2

j
j j e

π−
= − =Y �

#
��� >�� .��	��	������� ������ ��� 	��� ����� ������ 
��#
��� 5

#
��� A�� 8
��
	� �
	�� �����	� �
�	��	
�����	� �
	�� ���!$���� �
�	��	
�� #
��� B��7��	���� ���� �����	� 
�� �� 
��
	��
	�����!$�����
�	��	
���������



�

3
2 2

3
3 1 1 1 S
4 4 2 2

j j
j j e e

π π−
= − = =Y �

'�����	�����������
		������	
��
���	������
	
�������	�����"

���	������	�������������	���	�����
�	��	
���92/:�����
������

	�������������	�����	�����������)

�

1 1

1 14 4 4

3( ) = 2[50sin( ) 15sin(3 )
2 2

1= 2[50sin ( ) 15sin3 ( ) ( ),
2

T T T

i t t t

t t u t

π πω ω

ω ω

− + − =

− + − = −
���

������
��#
�����B��	�����
	�
����
�	������	���	��
�	��	����
	�

�����	�	��	������	��������������4
�	��	
���������.�
����	

�&����	��$��������������.	��������������	���������&���92>:

���92A:��3&��	
���92A:����������	������	����������
���
���
�
��

	������	��������	����
�	��	
���������
���&����	�)

2 2
1 3 1 3

1 1100 25 2 5 kVA
2 2

j j
D U U | | | e e | .

π π−
= − = ⋅ ⋅ − =Y Y

'�����	���
����	��	
����������	��	��	��	�*������%�������

	������ ����
���� ��� ���������� 
�	�����	�	
��� ��� �����

������	
�������
����!������
��
	���(��	
��������
�	��	
��

������� ���� ��	� ����
�	��� ��� ������	��� �
	�� ������

��
���	
������������	��
�	��	
���

'���*������%��������	������
����������������������	
��

����
�	
�����
�����	
����������	�����������	���
���������	�

'������	
�����������
�����	�����
	���
����
�������	����

���� �����	�� 
�� �� ���
� &���	
	�� ������� ���� ������ ��	��

�����	
������������������	������
����'������	
��������

�����
�������*�����������	��������������������������

������ �����	������� �������	
������*�����%�� �
�	��	��

������.���������������

�����
��������=�������	��	�*������%�����	
����������

���	��������������
��#
�����5�
���&����	��$������
���	�������

�����	�(;��������
�)

�
2 2 2 2
1 3|| || = 100 25 103 1 Ai I I .+ = + = �

6��������
����
	�����$����*������%�����	
������������	���������

�����	����������������	�����	
��������������	��������	��

������
��#
�����1��.	�����
		��������	���,�	�����	���5��������

������
��
���,�?�-,I>��������5�?�J->����8����&���	����	�������

�
	�� 	��� �������	��� ���� $���� ���
		���� ���� 	����� 	��

������
�������������������������
��
	�

����	�
�	�������+>-����
�
	
������	������	
��������������

���	�������������	��������
	
���
�	��	����	
����������	
��

�����	��
����	
��!����
����
	���	��������������������


����	�


9�:�?�
�9�:�@�
�#9�:��������������������������������������95C:

�
	��	����	
��������	����
��������������	��������	�	��	


��������	
�����	��	�������������	���)

a e e 2
( ) = ( ),         

|| ||
Pi t G u t G
u

= ������������������95,:

��������
�
����(;���������������	������
���	����	
��

��������

'����	
����������	
��������	��������	����������	������

	�����	��
��(;�����������	
����	�������	
��)

�
2 2 2

a rF|| ||  = || || + || ||i i i ��������������������������952:

��
����	������	
��
�	
������	����&��������	������	����(;�

�����������	��
��	����������&��	
��)

�2�,��2�/��#
2�������������������������������955:

�
	��#��$�%�����
�
	
������	������	
��������)

�#�?�EE�EE�EE
�EE���������������������������������������95>:

.	�
����������
��������
�
	
�������������
��	�����	�	
����������

������	
���	������������	������������������	����	����������	

�������G����	���	�����
	������������<������

��
����'�����
�

��� � ��

	� ����	
������ 	�
�� �����	� 	�� �����������	
��� ���

������	������������&���	����
	�
����	����������	��������	��

�����������	
���	��������	�
���������.	�
������������������

����������
��	����������	����	������������	����������!

����
������	�
��	��	���	����	��	�
���������'�����
	�������

���
	
������
	��

'��� #��$�%�� ������ 	������ ����� ����� ��	� ����
��

��������	��������
�����
�����������	�������������&���
	��

'���"������������	���#��$�%�����	
����������#��������	

����������	�����
������������	�����������
���	�
��������

;���������
	�
�����������������	�����������	
������	�
�

������
������
���������	�����
����	��	����������	�
�������
��

����
��������	���
�����������

�����
��������H�	�������
����	���������������
��#
�����0

�����
����
	��	���������
�	��	������	���)

� 1 1 1( ) 100 2 (sin sin 3 ) V     1 rd/s.u t t t ,ω ω ω= + = ��

#
��� 1��3 ��������� �������	
������ �� ������
	�� $����*������� ���	
��

�������

#
��� 0�� '��� ������ 	��	� ����	� ��� �
�	
���
����� 
�� 	����� ��� #��$�%�

�	
��� ���� ���	
��� ������

���������	
��������

�����������	����������������������
������������������	������	����	�����

����



� ����
� �	����	���!���	���"�#��
�	��$����%�&'"����("�())*

'��������
��#
�����0���������
		��������	���,�	�����	���5��

������
���&����	�)

045
1 0 5 0 5 0 5 2 Sj. j . . e= + =Y �

045
3 0 5 0 5 0 5 2 Sj. j . . e−= − =Y �

'���)

1 1 1 70 1AI Y U .= = ������� 3 3 3 70 1AI Y U .= = �

����	�������������	�(;��������
�)

2 2 2 2
1 3|| || 70 1 70 1 100 Ai I I . .= + = + = �

�
��)

2 2 2 2
1 3|| || 100 100 140 2 Vu U U .= + = + = �

'������������	�������
���&����	�)

|| || || || 140 2 100 14 0 kVAS u i . .= = × = �

��
���	����	
��������)

2 2 2

1,3

0 5 100 0 5 100 10 kW,n n
n

P G U . .
=

= = × + × =∑

����	���#��$�%�����	
���������
���&����	�)

2 2 2 2
F 14 0 10 10 kVArQ S P .= − = − = ��

��������	������	��������
����,�0��?�C�1,���
�
���������	
���

����	��������������
��#
�����0�������	�
�)

072
1 0 1 0 3 0 316 Sj. j . . e= + =Y �

018 4
3 0 9 0 3 0 95 Sj .. j . . e−= − =Y �

1 1 1 31 6 AI Y U .= = ���
3 3 3 95 AI Y U= = �

2 2
1 3|| || 100 Ai I I= + = �

���� ����&���	��)

2 2 2

1,3

0.1×100 + 0.9×100 =10 kW,n n
n

P G U
=

= =∑

��?�,>�C�"7��������������#�?�,C�"7���������������?�C�1,�

.	� ������ 	��	� ������ 
�� #
������ 0�� ���� 0�� ����	� ��

�
�	
���
�����
��	��������#��$�%�������������	�����������	���

���
		���������	�����������������!$����
���
��������	�

	����
	��������������	������������	����	
����������	���

'��������
��#
�����0���������������	�������	���,�	�����	��

5���������������
���
��	����������	����������
		�����,�?

!-C�A��������5�?�-C�A�����������������	����������	��	���

����������	����������
��#
�����/���.	��������	������
		���

�������������	����������������	����������������&����	���,%�?

�5%�?�C�A����'�����
	��������	���(;�����������	���������

�����	�������
��	�)

1 1 1 50 A' 'I Y U= = ������ 3 3 3 50 A' 'I Y U= = �

����	���������������	�(;��������	�)

2 2 2 2
1 3|| || ( ) ( ) 50 50 70 1 A' 'i I I .′ = + = + = �

8����&���	����	����������	�������
���������	�)

|| || || || 140 2 70 1 10 kVA' 'S u i . .= = × = �

'�����	���#��$�%�����	
�����������	����������	
����#�?�C

������������	���
��
��������	����?�,�
�����	�������	��������
��#
�����0���������������	��

��	
������ 
�� 	����������	����������
		��������������
�

�,� ?� !-C�5� �� �����5� ?� -C�5� ��� ������	���� ��� ���� �

�������	�������������
��#
���/���.	�����������
		�������

������
��	���,%�?�C�,��������5%�?�C�/�������	���(;����������

	��������	�������
��	�)

1 1 1 10 A' 'I Y U= = �� 3 3 3 90 A' 'I Y U= = ��6���� || || 90 5 A.'i .=

�'�������	����������	
��)

12 7 kVA'S .= ����
2 2 2 2

F 12 7 10 8 kVAr.Q S P .= − = − =

#
��� /��H����� ������ 
��#
��� 0�� �������
	�� �������	���� ��� ���	
��� �����



�

.	� ������� 	��	� 	��� ���	
��� �������#� ����	� ��

�������	��� ��	
�������� ���� �� �������	����'��������

��	���
��
�������������	��C�10�

.	�
��
�	����	
���	����������	��	����
		��������������
�

���	����������	����������%��
��#
�����/��
����������������

	����	�����
�������������
�	���	�����	������	�������������	

������
���.����
	�����	�
���	�����
���	
��������!$����#��$�%�

���	
���������������������	���������	������
	���'��������


��#
�����0�������������	��
�����
��	��������#��$������������	

������������	�������������������	���	����
	����������	���

;��������� �������	���� ������ 
�� #
����� /� ����	� ��

���
�������������� 	���#��$�%�������� 	������������� 
	� 
�

�������	���
��	���	
��!����
�����
������&����!����
��
�

����������������	
����������	������
���

.����	��	
���>�������	��	���	��	�	���#��$�%��������������

��	�����
�����������	����������������	���
���������	��
	�

���	
��� �������	����� ���� ��� 	����� ������ 
��#
�����/�

6�������� 	����� ���� ��
�
���� 	��	� 	�
�� 	������ ����
���

��������	���� ���� 
�����
��������� ��	����
	�� ��
	�
��

�������	�����"����������������������������	
����
�	����

'����� �������	���� ���� ������ ���	���
�� ���
���

����	������������
��#
�����,C��������	�������
�������

����	��	�����������	��	���#��$�%�����	
��������	�� 
�#�

	���������
��������	������������	
��������	�
���
��	���������

�����	���������-8�
��#
�����,C�����	�����	������������	

������	��	�
�<�	��	������	
��������	�
�	��	������	���

��	������	�����������
�
����	��	�����	
������	���������

�����	� 	�� 
	�� �	
��� �������	� 
�� 	��� �	���	� ����� ��

�������	
����	������������������	���H�	������������	��	

	�������������	����
���
�	��	����������(H������
������
������

�
������.���������������������
���������
	�����&������	���

	�������������	�
��������
�	��	���	����	�������������	�����'��

������� �����	� ������ ��� ����� �
�	��	��� ��	��� ���

�������	
������������	
��������	�
��������	
�����	��	��

����������	�����.	��������	�������	����������	�����
�	���

�
������������&���
	��
���������	��;��������	����������

	��� ����� 
������
����� ����������	��������	�������
��� ��

������
��	���������
���.����	��	
���

�����
��������H�	�������
������
��
	�������
��#
�����,,�

�
	���
����
��������������	���)

1100 2 sin   V,e tω=

��������
����� ������� 	��	� ������	��� 	��� 5��� ������ �����	

������
)

� 150 2 sin3   Aj tω=

'������	����������	�����	����	
����������	�	��������	���
����

���)

� 1 180 2 sin - 40 2 sin3    V,u t tω ω=

1 120 2 sin + 40 2 sin 3    A.i t tω ω=

1 30

1 cos 1600 1600 0
T

n n n
n ,

P u i dt U I
T

ϕ
=

= = = − =∑∫

��������&���	����	����	
��������	)

a 2
0

|| ||
Pi u
u

= ≡

.	��������	��	������	���#��$�%�����	
��������	)

� rF 1 1 1 320 2 sin  + 40 2 sin 3i i t t i i ,ω ω= = = +


��������	�
��	�������������	��6��������
	�����������������

�����
��� 	��	� <��	� 	�
�� �����	� ������� ��� �������	���

��������	���
��	�
��
��
	����
�����������	���5��������

�����	�������
�������	���
��	��������-���������	
��������

����������������
������	��	���������'�
��������
������

���
�������������������������������������	����������"�	�

	��� ������� ������� '��� �������	��� ������� 
�<�	� 	��

������	��� �����	� -� 
�	�� 	��� ���	���� ��	� ��	� 	��� #��$�%�

���	
��� �����	� 
�#�� 	�� ��
�
��	�� 	�
�� ��������������� 	�


���������������	���

'�������������������������������������������"�	��	��

��������	�������
����&���
���
����	����������������
�
���


����������	�������
��	���
��
	�������
��#
�����,,��������	���


��	�
��
��
	��������������������	���	����	�
��$�����	
��

������������������
	�������	�
��������������L���	�������

�����	�������
��������	���
��	������������	��
	�����!�
����
	�

��	�
��	����������	������	
������	����	
����������	�����

	���
�����

'���#��$�%����������	��
���	
�
�	
������������������	
��

��������������
$���������������'����	
��������	��
���
����

	����
�
���������	� 	��	����� 	�����������	� 
�� 	���������

�����	� �	� �� ���
�
��� �	
��� ����������� 	��� ������ 
�� ��


����	��	� ����������� ����	��6��������#��$�%�� ���	
��

�����	��
�#���������	
�����������#������	����
�	�����	���
�

	�����������������������
��	���������;��������������
�����

���	
��� �������	���� 
����	�����
�����
	�� 	�
�� ��������

��
����	
����������	
�������������
�<�	
������	���#��$�%�

���	
��������	������
����	�����	���	������
���

#
��� ,C��8
��
	��
	�� ���	
��� �����	� �������	��

#
��� ,,��8
��
	��
	�� ������
� ������	
��� ����

���������	
��������

�����������	����������������������
������������������	������	����	�����

����



	
 ����
� �	����	���!���	���"�#��
�	��$����%�&'"����("�())*

&����������'����!��������	 �	�����

'���8�����	�%�����
���8�������	��98�8:������������

	������� ���
���������������	
�������
����!�����	����!�����

���	�����
	���
������	
��!
����
��	��������
�����������	��	���

��	� ������	�� �����	� ������
��� ���� �
	�� ������
�

������	
��� ������ 96MH:��G����	���	����� 	��������� 	�����

����	����������	���
�����
�������������������
		���
��	��

���	��

'���8�8�	�������������������������������	�����
�
���

����	�������	���
��+A-���	�������	�����	��	
����
	��	�������


��
	��	��	������	�����
����<�	����	���*�����������#��$�%�

�		���	���
������
����!������
��
	���
	���
������	
��!
����
��	

��������������
����
��������������	��������������
��#
����

,2�������
�	
��� ��� �����	� �������	���
	�� ����
��

���������� 
�� 	��� ��������� 	�����
�� 
�����	
��� �	� 	��

����������	����	���8�8�������������	������

.	��	��	�������#��$�%��������	
������	����	
��������	����

	�
�������	�
������������
��	���8�8�	�������6�����������
"�

#��$�%��	�������	���8�8�	�����������
$���	���
����	������

������
���������&�����������	
��������
��
	����������

������	
���������	�
����������������������
�
	
�����'����

������ 	��� ������� ���	���� ���� 	��� ����� �����	� ������� ��

� ��������
��	��������������
�)

1
0( ) 2 Re jn t

n
n N

u t = U e ω

∈
+ ∑ U

������������������95A:

1
0 0( ) 2 Re jn t

n n
n N

i t = Y U e ω

∈
+ ∑ Y U

�������������95B:

6�����	����	
��������	��
�9�:��
�����	��������	���������
�	
��

�&�
�����	�������������
��#
�����,2���	��	��	�	�����������	���

�9�:�����	���������	
��������������	�����
�
���������������

� ����������)

1

0

a e e( ) = ( ) 2 Re jn t
n

n N

i t G u t G e ω

∈
= ∑ U

��������951:

'��� ����
�
��� �������	� ��� 	��� ����� �����	�� ��	��

���	��	
���	����	
��������	��
���&����	�)

�

1

1

a 0 e 0 e

0 e 0 e

( ) ( ) ( ) 2 Re ( )

    ( ) 2 Re ( )

jn t
n n

n N

jn t
n n n

n N

i t i t Y G U Y G e

Y G U G jB G e

ω

ω

∈

∈

− = − + − =

= − + + −

∑

∑

U

U

'����	
��������	�
�9�:�
�����
�
���������	�����������	��	

�	����	�����9�:������	
������������	����������	�
������
�
��

�����	��������	��������	���	�
��	��	����������	�������

	�����
��
���� .	� ��� ��� ���������� 
�	�� 	��� ������
��

�������	�)

1
0 e 0 e s( ) 2 Re ( )  = ( )jn t

n n
n N

G G U G G e i tω

∈
− + −∑ U

����95/:

1
r2 Re  = ( )jn t

n n
n N

jB e i tω

∈
∑ U

����������������9>C:

'����
��	��������	��
�9�:�������
��	�������������	�����


��	������������	����)����������
	��������
���������

.����������������	����)��
�������������������������
�

	�����&�
�����	�����	����)������
	�
���
����������	�����

.�����������	�
������	����
����		������������)��������

'���������������	�
�9�:�
�����������	�������	�����������������

���������������	�������	����
����	������ �	
��������	��

��	���������������	������
����������
����	
��!
����
��	�������

�����
��������H�	���������	������	����)�����������

������
�������������������+�������������
��#
�����,5�

�����
���	��	�	������������������	����+�?�,�������,��?�,��

'�������	����������������������������
����&���
���
�

�&����	�)

� 2 2
1 1

1 1= Im{ } = Im  = Im  = 
+( )

n n
n

RG
R + j n L R n Lω ω

Y
Z

'�
������	��������������	�����
����
��	���
����	��	
���
�

�&����	�)

)C�?�,������),�?�C�A������)2�?�C�2������)5�?�C�,�����)>�?�C�CB���

'����������	��
�9�:�����
�
����
	����������9>C:�������
�

	�������������	������
��	�������������	����*�������	�����	

����������
�
����	��&����	��$�����
�����
���	�����	����������	

������
� 
�� ��
�	����
	�� �����	� 	�� 	��� ������� ���	���

������
�������	
��������)

sin 2
n n n n n nQ =U I = B Uϕ − �����������������9>,:


������
�	����
	��������������
��'���������������	�
�9�:�
�

��������� 	�� ��� �� �����
������������'��� �������� 950:���
	�

���
�
	
����95/:�����9>C:����������
		���
��	�������)

a s r( ) ( ) + ( ) + ( )i t i t i t i t= ���������������������9>2:

#
��� ,2��H���� ���� 
	�� �&�
�����	��
	�� �����	� 	�� �	
��� ������� #
��� ,5����� ����



		

.	�������	��	�	�������������	�����������������
�	��	����

�������	�� ����
�	����
	�� 	����� �
�	
�	
��� ����
��

���������� 
�� 	��� ����)� 9�:���������	��������������
��N

9��:����������	������������	��������
	��������
������

�� ���� 9���:� ������ ��
�	� ��	����� 	��� ���	���� ���� �����	

������
���'���������� 	����� �����	�� ���� ������ ������	1


��
�������������	
��'��
��(;��������
���&����	�)

a a|| || = || || = 
|| ||
Pi G u
u �������������������������9>5:

0

2 2
s e|| || = ( )n n

n N

i G - G U
∈
∑ �������������������9>>:

2 2 2
r|| || =  = ( )n

n n
nn N n N

Q
i B U

U∈ ∈
∑ ∑ ������������9>A:

'�������
�
�
	����������	
���	�������������	�(;�������

���
���(;��������� ��� �����	�� ���� ��� ���� ��� �������� ��

��	�������
	�����	����������	�������
���	����������9>C:

������
����� 	��� ���	
��������	� ���� ��
�	������/C���
	�

�����	�	��������
�����	����	
�������	�����		����������	�

	����� ���� 	�� ������	�� 9,B:�� 	����� �����	�� ������	�����

��	���������
�����	��
�������������	)

9������:�?�C������9������:�?�C��������������������������9>B:

6����������	�������
	�����	�����		����������	
��������	�


����	����
�����H�	���������	���
	����������9,,:�	��
�������

�����	)

0 0

* 2
s a e e e e( , )  Re ( ) ( )n n n n n

n N n N

i i = G -G G G G -G U
∈ ∈

⋅ = =∑ ∑U U

0 0

2 2 2
e e e e( ) ( || || ) = 0n n n

n N n N

= G G U G U G P G u
∈ ∈

− = −∑ ∑ ��

9>1:

'����� ���� �����	%�� ����
��� �������	�� ������	�����

��	����������������&���	��)

� 2 2 2 2
a s r|| || || || || || || ||i i i i= + + �����������������������9>0:

'�
������	
����
�����������
����
$��������	�
������
	���

��	���������� �������
��#
�����,>��.��	�������	�����������
�

������	
����� 	�� (;�� ������� ��� �����	%�� ����
��

�������	��� 	���� 	����� ��
������� 
�� ������	
����� 	�� 	��

����������	�(;���������EE�EE�

;��	
���
����&���9>0:����	����&��������	������	����(;�

�������	����������&��	
���
����	�
���)

2 2 2 2
sS P D Q= + + ������������������������9>/:

�����)

� s s|| || || ||D u i= �������������������������� r|| || || ||Q u i= ����9AC:

������
��		���������������������	����������������	
�����

8�����	��������
	
���9>2:����������������
�����"����

��������������
����������	��������	�(;��������EE�EE����

�������	�������������	�������������	������������	���

����
	��������
�������

�����
��������H�	���������	��	���(;����������������	%�

����
����������	�����	��������������
��#
�����,A�
��	��

����������	����
�)

�

1 15

1

 = 50+ 2 Re{100 +20 }V

 =1rd/s,  || || = 113.58 V

j t j tu e e

u

ω ω

ω

'�����	�������	����������
��
���C�?�OC�,�AP�����	�������

���
		��������������
�������������	�
����	�
���&����	�)

2C�?�,��������,�?�C�A��������A�?�C�C>�@� 2�5,���

��������&���	����	�������������	�
�)

�
0

1 1589 = 50 + 2 Re{50 + 46.2 e }Aj t j tji e eω ω

����
	��(;��������
���&����	�)

2 2 2 2 2 2
0 1 5|| || = 50 50 46 2 84 47 Ai I I I . .+ + = + + =

'����������� 	��� �����	� 
�	�� ����
��� �������	�� ���

�����	��	��
��(;���������	����	
��������������&�
�����	

����	�������	�������������	����������	����'����	
��

������
�)

2

0 1 5

7 516 kWn n
n , ,

P G U .
∈

= =∑

���	��	��	����&�
�����	�����	�������	������������	��������)

#
���,>��(�	���������� ����(;�����������������	%������
����������	�

#
��� ,A��3 ������ ��� �� ����

���������	
��������

�����������	����������������������
������������������	������	����	�����

����



	� ����
� �	����	���!���	���"�#��
�	��$����%�&'"����("�())*

� e 2 2
7516=  = 0 5826 S

|| || 113 58
PG .
u .

=

'���(;�����������	�������������	�����
����������	��
�

�&����	�)

a a|| || = || || = 66 17 Ai G u .

2 2
s e

0 1 5

|| || = ( ) 24 93 An n
n , ,

i G -G U .
∈

=∑

2 2
r

1 5

|| || =  = 46 2 An n
n ,

i B U .
∈
∑

.	� 
�� ����� 	�� ���
��� 	��	� �����	���(;�� ������� ��	
���

����	
����
��9>0:�����
�����)

2 2 2 2 2 2
a s r|| || = || || || || || || 66 17 24 93 46 2 84 47Ai i i i . . . .+ + = + + =

'������������
	
���9>2:�
���	�
	�����	
��
����������������

�
����
�	��	
����'�
�������
��� 
�� 	�
�
��� 	��������������

������� �������
	
��� 9>2:� ���� ��	� �������� ��� ���

����� 
��	
����

'�����		������������	
�������������	��������������
�

#
�����,A������&����	�)

��������.��?�2�05�"7������������?�A�2A�"7��

'�����		�����������.���	����
�	��	
������������������
�	


	����	��	���������
��.����	��	
���1��
���������������������

	����	����	
����������6��������	����������&��	
�����������

�
	������
����
��������������	��������	��������
������
	�

��	�	�����		�����������

&�����	�����#���	���� ��	&� ���

8�������	
��� 
�� ���	�����
	�� �
����
�������	��������

�����	�����������������
����(���	
�������������������	�
	�

���
�����9
:�
��	�����<�����<�	
�����������������	
�����	

	��������	
����
	��������	������	�������������
����	���	

��	� ��� �&�
����	� ���� ������� ���
������'��� ��<�	
��� ��

�������	
���
�����	�����
	�����!�
����
�������	��������

�����	�����������
������	��.	���������	���������������
�����

9
:�� ��� 
	� �������� ����������������	
��� ��	����� 9

:� ��

�������	
�
	��9


:��&�
����	�������
�	����������������

������
��� ��� ����	
��� �������������
�	��	
���� '����

�
������	���<�	
����������&�
����
������	��������	
�����

�
�	��
����&�
����	������������	����	�����������	������
������	

�������	
����������=�<�	
���� 9

:�����9


:�������
�����

���<�	�����	��
������������&���
	����������������	������<�	

���	�
���������������������������	�����	����	������������

&���
	��
���������	�

������ ��	���� 
����� 	��� ��	
�� ��� 	��� �	
��� ���� �������	

��������������� ����������

�

a

2 2 2
a s r

|| ||

|| || || || || ||

iP
S i i i

λ = =
+ + ����������������9A,:

	�������	����		������������	
��������	����	�
��	��	�������

��	����������	
���������������
���������������	
�����

	����� �����	��

'���������	���"
��������������	�����'������	������

�������	
������
��������������
	������"������
�	�����H���

������������
	�
����������	�����"���������	
��������

�
�	��������������
�� �	��	����� ����������� ���	
��� ���

��
	�
��� �������	���� ���� ����
���� ��������� (��	
��

�������	��������������������	����
����
���������	�����

������
��#
�����,B�

��� 
������ ��������� ���	
��� �������	��� ���� $���

����	������������������
����&���
����;���������
��	��

�����
�������
����
	�����
 ������	�����	����	����	
��������

���� �&�
�����	� ����	����)�� ���� ��	� ����	��� ��� 	��

�������	����.	���������������������	���
����	����������

�������	
��� 	��� ��		����� �����	�� .	����
�
��� ����� 	��

���	
��������	�(;��	��	��������)

' 2 2
r|| || = ( )n xn n

n N

i B + B U
∈
∑ ������������������������9A2:

.�����	
������
����������������
����	����������������	���

*���,�3�*�������������������������������������������9A5:

	����	������	
��������	�
����	
������������	������������

��	��� ������� 
	���� 
����� ����
���� �	� ����	� ���	
��

�������	
��)

a
max

2 2
a s

|| ||

|| || || ||

i

i i
λ =

+ �����������������������������9A>:

3 ���������������������	
���������
����
��.����	��	
���

5�����>��8�������	����
��	������ ���������	
�������
	
��

9A5:��(���	
���9A>:������� ���
�������
	�������	�����
����	�

�������	��	��������
��#
�����0��	����
	����������	�����
��

	�
����������
��������	��������
��#
�����0���'��������
��#
����

0������	������������	��������	�����������	�����������	��

5���������������
��	�����
	�����$������		����������	��'�
�

����	���������������	��������
��#
�����0���	�����
	������

���!$������		����������	���
������	�����������	�����

��������	����	
����������	���

��		����������	
��������	�������������������	�����	��

���������	����	
����������	��������
���������������	��

�������	�������	�����������	�������	�	�
��
������
��������

#
��,B�� ����	� ���	
��� �������	��



	�

�����	���������������������
��
�
	���������=	����
���	���

�������
	��	������	����������
��(;������������������

����	�������	������������	����������������
���������'�
�

�����������������	
��������
���������������������	����

	����������	�������	���������������������
��	������	���

G������� 
	� 
�� 	��� ��������� ��	����� ���
	���� ��� 	��

�������	�������
���	�������	�����������������.	�����

����� 	�� �� �
���	����� 
������� ������������ �
�	��	
��� 
�

���	�����
	�����
	������"������
�����������	���������	
��

	��	����	��������������	�������
����
�������
���	���������

������
�	�
��	
������	����������
����I���������	�������
�

������	������	�����������	������	������
���	����������	��

���
���

.�������
	����������	���	������	
��������������	��

�������	
������
	�����
	��������	������&����	�)

2 2
1 1

tan
Q PC =
U U

ϕ
ω ω

=
���������������������9AA:

����	�
�����
	��������������	���
	��	����������
���	�������

'��� 
�����������(H� ������ 
���������
	�� ���&�����

	������������
��
	��
	������������������
�����������
���	
��

�����������������	�����������
	������������
��	��������

������&�������QQ�,�����	���
��
	�������
��#
�����,1��.��	��

�����������	���������
���	��������
��	�
���&�
�����	�
��
	

����������	��������-�

4������������	�����������	����������&�����
��	���
��
	

�
	�������	�������������������� �����������	���H���!	�!

4
�	�
��	
���7��	����9HI47:�	�����
		����

2 2
s r

( ) 1 1( ) = 
( ) 1 1 ( )

U j
A j

E j L C /

ωω
ω ω ω ω

= =
− − ��������9AB:

�����)

r s1 / L Cω = ������������������������������9A1:


�� 	��� �������	� ���&������ .���	������� �������� ��� 	��

����	�
��
	����������	�������������	������
	������"�
�


��	�������.��	�������������������	����
�������
�����	���

	��� ������ ���
�	����� 	���� 	��� ����	� 
��
	� ��������� 
�

����� 
��	�����&����	�)

2

sc
1 s

 ES
Lω

≈ ��������������������������������9A0:

6�����	����������	����&�������������� ����������)

sc sc
r 1 1 = 

tan tan
S SU

E P P
ω ω ωϕ ϕ≈ ��������������9A/:

	�����	����������	����&��������
����	���
������	
��������	��

����	�
��
	��������������	
�������������
	����������	���

��?�����
=������� 	��	� 	�������
	������� 	���HI47�	�����
		���

�9-�:�
���
�����	���������������&�����������9�I��:
2�R�2��.	

������	��	������
�	�
��	
������	����������
�����	������&����

������ 2 ��� ���� ����
�
��� ��� �� �������	���� '�
�

����
�
�	
���
��������	��
��
�
	���	��������	����&������.	�
�

�
�
	���
����������	����������
�	������� 	���������������

����	���������
�����	
����������������
�	
��������

�����
��������'������	���� 	�������
	������� 	���HI47

	�����
		���� ���� �� ���	����
	�� 	��� ��	
����I�� ?� AC�� 	��

���	����	�����
�	�������	������������I+��?�A�����������

��	�����?�C�1,�
��������
��#
�����,0�
����������
�����	����
�	�
��	
������	�������	��,C	�������

��������
�
���
���������
	��	
����'����
����	�����
�
�	
���

����� 
��	����	���	��	
�����
������	���1	��������������
�

'����� ���
	
��� �������	
��� 
�� ���	���� �
	�

����
����
�������	��������������	���������	�
��	��	����


������� ��� ���	���� ���� �����	� �
�	��	
��� ���� ����� ���

����	
��������=�� 	��� �	���� �
���������� �������	
�����

���	
��������	�
������������	��	����
	
���9A5:�
������
��������

�������	����������
������������&�
�����������	������
�	���

���
����������������	
����������	���.���������
	��	
���
	

�������������������	���
���������������������	
������	��

���	
��������	�����
	���
�
�
$�	
���������������	����
	�

����� 
	�� �
�
	��� 	�� 	��� ���	
��� �������	��� ���� �

�������	������������������	��	��������������	����	��	���"�

��������� ���� ������
� ���&����� 
�����
����� ���

��&�
�����	��������������
��������	���H8��������	��������


��#
�����,/�

.�����
���
���	������
������	�������	��	����&����������

�������
�
�	
���
��������	���2���������������
��
����

� 1
s

1 2
( + )L L C

ω<
������������������������9BC:

#
��� ,1��3&�
�����	� 
��
	� ��� �������	��� ����� ����� QQ �,

#
��� ,0�� ���	� ���HI47� 	�����
		���� ������� ����	
��� ���&��������,

���������	
��������

�����������	����������������������
������������������	������	����	�����

����



	� +����
�	������
� �	����	���!���	���"�#��
�	��$����%�&'"����("�())*

	����	����������	����������	�
�����������������
�	��	
��

����
	���������������	��	����	����������
��������	�����	��

��� 	��� �������	�����
��� 	���H8������� �����	���� 
�

�&����	�)

1
x x 2 2

1

= Im{ } = 
1

n n
n C

B
n LC

ω
ω−

Y ������������������9B,:

	��� �������	��� ������� 	���(;�������� ��� 	��� ���	
��

�����	������
���	����������9A2:��	�)

' 2 21
r 2 2

1

|| || = ( )
1

n n
n N

n C
i B + U

n LC

ω
ω∈ −∑ �������������9B2:

.	������
�
��������������
��	
������	�
��(;���������
	�

�����	�	�����
	����4�
���&����	��$�����
������EE��%EEI�4�?�C��.	

�����	��
���������)

2 2 2

1 2 2 3 2 2 2
1 1

C 0
(1 ) (1 )

n n n n

n N n N

n B U nB U

- n LC - n LC
ω

ω ω∈ ∈
+ =∑ ∑ ���9B5:

G����	���	��������
	����4�
����	�
������ ��

	������
��	�
�

��������� '���������� �����
�����	����� ���� ������� ���

���
	���������	
����.�����	
������
	�����������������
��


	���	
����������)

�

2

2 2 2
1

1 2 2

1 2 2 3
1

(1 )

(1 )

n n

n N k
k

n n

n N k

n B U

n LC
C C

n B U

n LC

ω

ω
ω

∈
+

∈

−
= − →

−

∑

∑ ����������
9B>:

'�
��
	���	
�������	��	������	������
	�����������
������

9AA:����
�������
���	����	��	���	
��
������
	
���9BC:�����

�������	������	������
	����4�
�������	�������
	
���9BC:

�������������
�
��� ���
��� .�� 
	� 
�� ��	� ��	
��
���� �� �
������	


���	������������������	���

&������	�����	��

'���������������	��	��� 	��	� 
	� 
�� ����
���� 	�� ����
�	�

����������	�������������
���
����!�������
����������������

����
����
�������
	
�����
	���
�	
�	
����������	�����	��

����������	��������
������!�	
��������������
�	����
	�

	����� �������	��� ���� ������� ����	��
$�� �����

������	
��� ��� 	��� �����������		��� 	���� 	��� ���	
��� ���

�
�	��	
����������
�	����������*�����������������	�����

	���.333��	�������4
	
���������3��	�
�������3��	���
�

'�����+5-��'��������
���
	��	������	
������������
�
	
��

������	������#��$���;�����������	��#��$�%�����	
���������

�������� ��� ������� ������	��� ��� +5-�� ��� ��	� ����
��� ���

��������	���������������	������
�����
���	���8�8������

���������
�
	
��������
�������������������	�����������	��


���������	� 
�� �
����!������ 
��
	���
	�� ����
����
���

����������	����

'���������������	��	���	��	�����������������
���
����!

������ �
����� �������
	������
����
���� ����������	���� ���

��	������ ��.	��������	��	�������
�����������	����������

���
�
	
������������������	��
��
�	�����	�	
��������	�����
�

���	��������������	���
���������������	
����������������

��#�������

,��* � � � � � � � 8 � . � )����

����
� ����	���
��	�  ��	���
�� ,/21�� .��	
	�	
(���
�� ��� �%3����
��

2��8 $ � � � �  " 
 � H � � � )�5��	� �
�����!���	�� 	���"������� ������	
� � ����	����������
	��	����������������� �	�
������#���#�������$
,/01%� .333�'������ ��� .��	���;������7���� .;!5B�� ���� 05>J051�

5��&������� '(((��	�������)��	������� �(���	����������(���	�����

&���
�� .333�� .����L���S��"�� 9,//1:�

>�� # � � $ � � � � ) �5��6*%�"����*%��������������
	��!� ���(��6	��
����
�	���6���
�����	� ����	*
���
�������� 7����� � ���� �	���� ���
�������!$� ,/52�� 3'T��L��� 2A�� ���� ,/5J2C2�

A��8$����"
�H���)�8�	��!����� ��������	
�� � ������� ����
� ������	�
9�������
�:$� ,/05�� �
��	
�
� H�		���� 3H3U'(SU�%� L��� 0B�
M�
�
��� �������� ���� AJ,1�

B��8$����"
� H���)�(���!�  ������������������������ ��� ����	���
������	
;� ����
���
����� �����	$� ,///�����
�� �V�� 3��"	��	���
"�
902:�� ���� >�� ���� ,CJ,A�

�����������(�)�*�+
��������;��H���$�4
�	
���
����� ����������� ���
���

	���;���� �������4�� �������� 
�� ���	�
��� ���
����
��

����6��
��� ���4�� ������� ����� 	����
���
���G�
����
	�

��� '���������� �������� 
�� ,/B5�� ,/B/� ���� ,/0>�

�����	
������������ ������� ��������� ��� ������
�	��	

�����������*��
��
��� 
��,/0>�������"��� ���� 	��������

�	� 	��� ������ 3��
����
��� ��	
���� 4
�
�
��� ��

3��	�
���3��
����
����L�	
�����(�������8���
�� ��

8������ ��� �� (������� =��
���� .�� ,/01� ��� <�
���� 	��� 3��	�
��

3��
����
���4��	�� �	�T
������M����G�
����
	�� ���'���������� .�� ,/0/

4���8$����"
� <�
���� 	���3��	�
��� ����8����	��� 3��
����
���4��	�

���H��
�
�����	�	��G�
����
	���*�	���(��������������� 
�� ��������������

3��	�
��� 3��
����
��� ����� #��� �������
��� �� ������ 	������ ��� 	����!

����������
����
���� ���������� ���	���� ������	�������� �������	
��

����������	��������������	���	��	������������#������.333��6���
����

	�����
�� �
���� ���(����$��
��U
�
���<���� ����;	��U����� 
�����
��

H��	��� 
��6
������� 	��05AC���8���
��
����6������
� 
��������� �
����

�����;U
����� 
������"�� ���� 	��������� ��� �"
� ��
	��������

�������)

383��H��
�
���� �	�	��G�
����
	�

*�	���(������H��1C0C5��G��

�����)� 22A� 1B1� BA20

������$���
����� ��$��W� ���	

#
��� ,/�� ���
���H8� �������	��


