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Interpolacja fraktalna jako stochastyczna odwrotnos¢ generalizacji
kartograficznej

Zarys tresci. W artykule pokazano mozliwo$¢
zastosowania interpolacji mono- i multifraktalnej jako
stochastycznej odwrotnosci procesu generalizacji kar-
tograficznej. W celu lepszego zrozumienia zagadnienia
omoéwiono podstawowe pojecia geometrii fraktalne;.

Wprowadzenie

W procesie opisu i poznania $srodowiska
przyrodniczego istotng role odgrywa kartografia.
Wspotczesna technologia pozwala na stosun-
kowo proste i efektywne pozyskiwanie danych
zrédtowych o charakterze przestrzennym. Za-
daniem kartografii staje sie¢ wiec poszukiwanie
nowych metod pozwalajgcych na optymalne
wykorzystanie informacji zgromadzonych m.
in. w numerycznych bazach danych. Duzg role
odgrywa tu kartograficzna metoda badan (A. M.
Berlant 1978). Polega ona na wykorzystywaniu
map w procedurach badawczych stuzgcych do
analizy zjawisk o charakterze przestrzennym,
a takze pozwala na stosowanie optymalnych
sposobow udostepniania wynikéw w formie kar-
tograficznej. Badania sposobdw wykorzystania
map i zastosowania wynikéw analizy kartogra-
ficznej w naukach przyrodniczych rozszerzyly
zakres pojeciowy kartografii. Pozwolito to na
uznanie kartografii za nauke interdyscyplinarna,
petnigca role ogniwa integracji naukowej tych
dziedzin, ktérych przedmiotem poznania sg roz-
mieszczone w przestrzeni geograficznej zjawiska
przestrzenno-czasowe (W. Grygorenko 1991).

Gtéwnym zadaniem kartografii w zakresie
kartograficznej metody badan jest opracowanie
nowych sposobdéw analizy danych przestrzen-
nych. W znacznej mierze polegajg one na
adaptacji procedur nalezacych do innych gatezi
nauki. Istotg kartograficznej metody badan nie
jest tworzenie ,specyficznie kartograficznych”

sposobow badania zaleznosci empirycznych,
lecz umiejetny dobor i zastosowanie tych technik
badawczych, ktére pozwalajg na przetwarzanie
danych przestrzennych oraz okreslanie prawidto-
wosci wystepowania i wspoizaleznosci zjawisk.

W artykule przedstawiono probe zastosowania
analizy fraktalnej w kartograficznym badaniu wy-
branych komponentow abiotycznych srodowiska
przyrodniczego. Opracowanie przez B. B. Man-
delbrota w latach siedemdziesigtych ubiegtego
wieku geometrii i analizy fraktalnej stanowito
przetom w matematyce eksperymentalnej. Dla
wielu dziedzin nauki, zwtaszcza nauk przyrod-
niczych opis fraktalny stat sie integrujgcym na-
rzedziem interdyscyplinarnym. Wykorzystywanie
procedur badawczych, wywodzgcych sie z tego
dziatu matematyki, moze przyczyni¢ sie takze do
rozwoju kartograficznej metody badan.

Mapa jako $rodek przekazu informacji cho-
rologicznej (informacji o rozmieszczeniu obiek-
téw i zjawisk w przestrzeni geograficznej oraz
o zwigzkach wynikajgcych z tego rozmieszcze-
nia) podlega ograniczeniom zwigzanym z pojem-
noscig kanatu informacyjnego (L. Ratajski 1989).
Pojemnos¢ informacyjna mapy wynika ze skali
opracowania, jej przeznaczenia, stosowanych
metod prezentaciji tresci oraz ograniczen natury
technicznej. W procesie przekazu kartograficz-
nego istnieje zatem koniecznosc¢ celowej redukgiji
informaciji zrédtowe;j.

Generalizacja polega na redukgiji liczby sygna-
tow informujgcych o potozeniu i cechach obiektow
i zjawisk w rzeczywisto$ci. Istotg generalizacji
kartograficznej jest ,wybor rzeczy najwazniej-
szych i istotnych oraz ich celowe uogdlnienie”
(K.A. Saliszczew 1998), majace na celu prezen-
tacje na mapie pewnych cech rzeczywisto$ci
z uwypukleniem zasadniczych, typowych cech
i charakterystycznych wtasciwosci. Generalizacja
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wigze sie z utratg czesci danych zrodiowych,
dlatego w procesie generalizacji kartograficznej
kluczowe jest zachowanie istoty tresci mapy (M.-
J. Kraak, F. Ormeling 1998). Analiza fraktalna
obiektéow geometrycznych umieszczonych na
mapie pozwala na okreslenie ich unikatowych
parametréw metrycznych, istotnych z punktu
widzenia generalizacji kartograficzne;j.

Geometria fraktalna

W 1967 B. B. Mandelbrot zadat trywialne z po-
zoru pytanie, ,jak dtugie jest wybrzeze Wielkiej
Brytanii?” Udzielona przez niego nietrywialna
odpowiedz stata sie impulsem do zastosowania
geometrii i analizy fraktalnej w badaniach przy-
rodniczych. Wprowadzone przez Mandelbrota
(1982) pojecie wymiaru fraktalnego (D;) na trwate
weszto do kanonu modelowania matematyczne-
go. Geometria fraktalna postuzyta licznym auto-
rom do opisu linii brzegowych, sieci rzecznych
oraz powierzchni topograficznych (P. Burrough
1993).

Wiele ksztattéw wystepujgcych w naturze, ta-
kich jak chmury, linie brzegowe, tancuchy gorskie
jest zbyt ztozonych, aby maéc je wyrazic jezykiem
klasycznej geometrii euklidesowej. Obserwacje
zjawisk naturalnych (np. sieci wodnej, rafy ko-
ralowej) wskazuja, iz wielkoskalowe struktury
ztozone sg z mniejszych komponentéw wykazu-
jacych podobienstwo formy i budowy. Struktury te,
jako nie poddajace sie opisowi w postaci formut
algebraicznych, uznawano za ,bezksztattne”.
Podobnie traktowano ztozone matematyczne
formy geometryczne, nieredukowalne do zbioru
prostych figur typu okrag lub kwadrat. Az do lat
siedemdziesigtych XX wieku opis konstrukciji
geometrycznej Cantora, Peano, Sierpinskiego
czy Kocha okreslano jako ,patologiczny” (B. B.
Mandelbrot 1982).

Opis geometryczny ztozonych ksztattow wyste-
pujgcych w naturze nie jest mozliwy w jezyku kla-
sycznej geometrii euklidesowej, ktérej przedmio-
tem badan sg figury regularne, takie jak kotfa lub
elipsy. Metody badawcze wspdétczesnej geometrii
rézniczkowej nie wymagaja wprawdzie, aby anali-
zowane obiekty byty regularne, narzucajg jednak
warunek ich rézniczkowalnosci (M. Tempczyk
1998). Klasyczna analiza matematyczna umoz-
liwia badanie funkcji majgcej skorniczong liczbe
nierézniczkowalnych ostrych wierzchotkéw, lecz
zawodzi w opisie catkowicie nierézniczkowalnych
struktur fraktalnych. Analiza fraktalna umozliwia
nie tylko opis tych struktur, lecz poz-wala takze
na ich modelowanie.

Termin fraktal wywodzi sie od tacinskiego przy-

miotnika fractus i czasownika frangere oznaczaja-
cego famac, tworzy¢ nieregularne czesci. Stowo
to wedtug B. B. Mandelbrota (1977) zwigzane
jest takze z angielskim fragmented, oznacza
wiec ksztalt zaréwno nieregularny jak i ztozony
z fragmentéw tworzacych skomplikowang struk-
ture. Nie istnieje jednoznaczna definicja fraktala.
B. B. Mandelbrot (1982) zaproponowat, aby za
fraktal uwaza¢ konstrukcje geometryczng, dla
ktorej wymiar Hausdorffa-Besicovitcha jest wiek-
szy od jej wymiaru topologicznego. Definicja ta,
jako nie obejmujgca jednak wszystkich struktur
geometrycznych uznawanych za fraktale, zostata
zastgpiona przez opisowe stwierdzenie — fraktal
jest ksztattem ztozonym z cze$ci podobnych
w pewien sposoéb do catosci” (B. B. Mandelbrot
1986, J. Feder 1988). D. Green (1995) uwaza,
ze fraktalem jest kazda krzywa lub powierzchnia
niezalezna od skali obserwacyjnej. Z. Adamczew-
ski (1992) proponuje, aby fraktal traktowac¢ jako
niedefiniowalne pojecie pierwotne. K. Falconer
(1997) uwaza za$, ze termin fraktal powinien by¢
traktowany podobnie jak pojecie zycia w naukach
biologicznych. Oznacza to zastgpienie $cistej
definicji zbiorem wtasciwosci charakteryzujgcych
strukture fraktalng:

« fraktal nie jest okreslony przez wzér matema-
tyczny w postaci formuty algebraicznej,

« fraktal posiada ceche samopodobienstwa
Scistg (jego czes¢ jest zmniejszong kopig catosci)
lub statystyczna,

« tzw. wymiar fraktalny obiektu — D, (definiowany
wieloma metodami), okres$lajgcy stopien ztozo-
nosci geometrycznej, jest zazwyczaj wiekszy niz
jego wymiar topologiczny — D,,

« fraktal jest niezalezny od skali obserwacyj-
nej (niezmienniczo$¢ skalowa). Dowolnie maty
fragment jest z doktadnos$cig do wspétczynnika
redukgji identyczny z catoscia.

R. Voss (1990) zauwaza takze, iz fraktale nie
posiadajg specyficznego ,rozmiaru” obserwacyj-
no-badawczego. Jest to jednak cecha pochodna
wzgledem samopodobienstwa i niezmienniczosci
skalowe;.

Przyktadem deterministycznej figury fraktalnej
jest krzywa Kocha (ryc. 1). Opis jej tworzenia
i niezwykte wtasciwosci podat w 1904 roku
szwedzki matematyk Helge von Koch. Krzywa
ta jest przyktadem ilustrujgcym odkrycie Karla
Weierstrassa z 1872 r. — krzywej nierdzniczko-
walnej. W sensie geometrycznym oznacza to,
iz krzywa ta nie posiada stycznej w zadnym
punkcie.

Opis konstrukcji krzywej Kocha ma charakter
procedury rekurencyjnej. Oznacza to, iz ksztalt
krzywej przyblizany jest w kolejnych krokach;
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w kazdym z nich stosowany jest ten sam al-
gorytm przeksztatcenia. Za obiekt poczatkowy,
zwany inicjatorem (ryc. 1a) przyjmijmy odci-
nek jednostkowy. Podzielmy go na trzy réwne
czesci, w miejsce srodkowej wstawmy trojkat
réwnoboczny pozbawiony podstawy. Uzyskana
figura, zwana generatorem (ryc. 1b) wystepuje
w zmniejszonych kopiach w kolejnych krokach.
W kazdym z nich stosujemy ten sam algorytm do
kazdego z powstatych odcinkéw (H.-O. Peitgen,
H. Jurgens, D. Saupe 1997). Rycina 1 pokazuje
pierwsze kroki konstrukgcji krzywej Kocha. Osta-
teczna krzywa (po wykonaniu nieskonczone;j
liczby krokéw iteracji) ztozona jest ,z zagigcia
w zagieciu”, tzn. nie zawiera zadnych prostych
odcinkow.

Podstawowg cechga, charakteryzujgcg kon-
strukcje tej krzywej, jest samopodobienstwo. Kaz-
da z czterech czes$ci w i-tym kroku jest trzykrotnie
pomniejszong kopig catej krzywej w (i-1) kroku.
W kazdym kroku iteracji dtugosé krzywej Kocha
wzrasta o czynnik %,. Niezaleznie od dtugosci
inicjatora, graniczna dtugos¢ krzywej Kocha jest
nieskonczona.

Fraktale losowe

B. B. Mandelbrot (1982) i J. Feder (1988)
twierdzg, iz ,geometria natury” jest geometrig
fraktali. W przyrodzie nie wystepujg jednak ma-
tematycznie ,czyste” fraktale deterministyczne
(K. Falconer 1997). Analogicznie w przyrodzie
nie wystepujg idealne okregi, elipsy lub proste.
Roéwnanie elipsy stanowi jednak dobre przyblize-
nie orbity planetarnej, podobnie jak tzw. losowa
krzywa Kocha (ryc. 2) pozwala na modelowanie
niektoérych linii brzegowych.

Fraktale losowe charakteryzuje samopodo-
bienstwo statystyczne (kazdy fragment obiektu
charakteryzuje ta sama funkcja rozktadu praw-
dopodobienstwa). Oznacza to, ze dowolny
fragment z doktadnoscig do skali obserwacyjne;j
(wspotczynnika redukcji wielkosci) jest wizualnie
podobny do cate;j figury.

Wymiarowanie fraktalne

Obok samopodobienstwa druga cechg charak-
teryzujgca fraktale jest ich wymiar. Zaréwno poje-
cie wymiaru obiektu, jak i sposéb jego obliczenia
nie sg definiowane w sposéb jednoznaczny.
Z punktu widzenia geometrii Euklidesa punkt jest
obiektem jednowymiarowym, linia — dwuwymiaro-
wym, powierzchnia za$ — trojwymiarowym.

Z punktu widzenia topologii punkt jest obiektem
zerowymiarowym, linia obiektem jednowymiaro-

(a)
'

(b)
|

(c)

(n)

Ryc. 1. Konstrukcja krzywej Kocha
Fig. 1. Koch’s curve construction

g

Ryc. 2. Losowa krzywa Kocha (w kazdym kroku itera-
cyjnym kierunek zastepowania srodkowego odcinka
trojkatem réwnobocznym okreslany jest za pomoca
generatora liczb losowych, program wtasny autora)
Fig. 2. Random Koch'’s curve (in every iteration the
direction of replacement of the middle section with
an equilateral triangle is set by a random numbers
generator; original software by the author)
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wym, figura za$, np. kwadrat — dwuwymiarowym.
Konsekwentnie bryta przestrzenna, np. szescian
ma wymiar 3. Przeksztatcenie homeo-morficzne

P \5;3
~ (U

Ryc. 3. Przeksztatcenia homeomorficzne nie zmieniajg
wiasciwosci topologicznych obiektow geometrycznych
(Di=2)

Fig. 3. Homeomorphic transformations do not alter the
value of topological geometric objects (D; = 2)

Ryc. 4. Okreslanie wymiaru pudetkowego wybrzeza
Wielkiej Brytanii
Fig. 4. Defining of the fractal box dimension of the
shoreline of Great Britain

(tzn. ciagte wzajemnie jednoznaczne przeksztat-
cenie majgce ciggte przeksztatcenie odwrotne),
dziatajgce na obiekt, nie zmienia jego wtadciwosci
topologicznych (R. Engelking 1977). Oznacza to,
iz np. kwadrat i ptatek Kocha sg topologicznie
rébwnowazne, charakteryzowane przez wymiar
topologiczny D; = 2. Rycina 3 przedstawia topo-
logiczng rownowaznos¢ ptaskich figur geome-
trycznych.

Konstrukcje krzywej Hilberta i Peano (krzywej
wypetniajgcej efektywnie przestrzen o D; = 2)
sktonity matematykéw na przetomie XIX i XX

wieku do zdefiniowania innych metod okreslania
wymiaru obiektéw, uwzgledniajgcych stopien ich
ztozonosci.

Pojecia wymiaréw: Hausdorffa, pokryciowego,
homologicznego, samopodobienstwa itp. pozwa-
lajg na zréznicowanie obiektéw o jednakowym
wymiarze topologicznym. Wymiar Hausdorffa
charakteryzuje wytgcznie geometryczne witasci-
wosci obiektu. Jest to pojecie najbardziej uniwer-
salne i zarazem najtrudniejsze do praktycznego
zastosowania.

W wielu przypadkach dobrymi przyblizeniami
wymiaru Hausdorffa (wymiaru fraktalnego) mogg
by¢ wymiar Kotmogorowa, pudetkowy, cyrklowy
lub samopodobienstwa. Nalezy jednak podkresilic,
iz niekiedy obliczanie wymiaru fraktalnego réznymi
metodami moze prowadzi¢ do uzyskania réznych
wynikow (K. Falconer 1997). Wymiar fraktalny (D)
obiektu charakteryzuje stopien jego nieregularno-
§ci — ztozono$¢ struktury (Z. Xia, K. Clarke 1997)
oraz okresla stopien wypetnienia dostepnej prze-
strzeni przez dany obiekt. Wymiar fraktalny jest
z reguty wyzszy niz wymiar topologiczny obiektu;
D;wyrazony jest najczesciej liczbg utamkowa.

Ponizej oméwiono dwie rézne metody wyzna-
czania wymiaru fraktalnego.

Wymiar samopodobieristwa

Obiekt geometryczny nazywamy $cisle sa-
mopodobnym, jezeli moze byé podzielony na
dowolnie mate czesci, z ktérych kazda jest wier-
nym zmniejszeniem catosci (H.-O. Peitgen, H.
Jurgens, D. Saupe 1997).

Samopodobienstwo obiektu nie oznacza, iz jest
on fraktalem (np. odcinek lub kwadrat moga by¢
rozbite na mniejsze czesci otrzymane w wyniku
przeksztatcenia zachowujgcego podobienstwo
catej figury). Dla figur fraktalnych wspétczynniki
redukcji przeksztatcen podobienstwa sg scisle
okreslone i zalezne od danej figury. Determinujg
one jej fraktalny wymiar samopodobienstwa.

Dla krzywej Kocha stosunek liczby czesci
figury podstawowej (generatora) do odwrotno-
$ci wspotczynnika redukcji wielkosci wynosi 4/,
w pierwszym kroku, '®/y w drugim kroku i ogdlnie
(4/3) w i-tym kroku.

Dla dowolnego obiektu samopodobnego ist-
nieje zwigzek miedzy wspoétczynnikiem redukciji
— s i liczbg czesci — a, na ktore obiekt ten jest
podzielony. Zwigzek ten ma postac:

a=" D - log(a)

s =
lub rownowazne IOg(l/S) (1
gdzie D, nazywamy fraktalnym wymiarem sa-
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mopodobienstwa. Dla krzywej Kocha wymiar ten
wynosi Ds = log4/log3 » 1,2619.
Wymiar pudetkowy

Wymiar pudetkowy (kostkowy) moze by¢
stosowany zaréwno dla obiektow $cisle sa-
mopodobnych, jak réwniez dowolnych figur
geometrycznych, zawartych w przestrzeni R’
Rozwazmy obiekt geometryczny umieszczony
na regularnej siatce o wielkosci oczka s (ryc. 4).
Zagadnienie to stanowi realizacje klasycznego
zadania Mandelbrota (1967) — wymiarowania
fraktalnego wybrzeza Wielkiej Brytanii. Liczbe
oczek siatki, ktore zawierajg (lub tylko dotykajg)
figury oznaczamy przez N. Liczba ta jest w oczy-
wisty sposob zalezna od wielkosci kwadratowego
pola podstawowego N(s). Powtdrzmy procedure
dla malejacej wielkosci pola s i umiesémy wyniki
na wykresie bilogarytmicznym.

Wspotczynnik kierunkowy (tangens kata na-
chylenia) prostej regresji, wyznaczony metodg
najmniejszych kwadratow, oznaczamy przez D,.
Liczba ta okresla wymiar fraktalny analizowanego
obiektu wyznaczony metodg pudetkowg. Dobor
kolejnych wielkosci pola podstawowego jest
catkowicie dowolny. Ze wzgledoéw praktycznych
stosowane sg czesto pola czterokrotnie mniejsze
(dwukrotna redukcja wymiaru liniowego s). Dla
wybrzeza Wielkiej Brytanii D, » 1,31. Tak wigc linia
brzegowa Wielkiej Brytanii ma bardziej ztozong
strukture niz nieskonczenie pozaginana krzywa
Kocha (D, » 1,26).

Roéwnie istotna jest konkluzja dotyczgca pomia-
ru dtugosci figur fraktalnych. Dtugo$¢ ta nie moze
by¢ wyznaczona w sposoéb Scisty (nie istnieje
jako warto$é absolutna). Otrzymana warto$¢
zalezna jest od przyjetej skali obserwacyjnej (B.
B. Mandelbrot 1967). Prawidtowos$¢ ta dotyczy
tylko obiektow fraktalnych, np. wymiar fraktalny
wiekszosci ,sztucznych” granic administracyj-
nych réwny jest wymiarowi topologicznemu tych
obiektéw (D= D, = 1).

Analiza fraktalna w naukach o Ziemi

Wymiar fraktalny obiektu geometrycznego
okresla w sposdb posredni jego ksztatt. Mozna
przyja¢, ze im wyzszy wymiar fraktalny, tym
bardziej ztozona forma (D. Quattrochi, N. Lam,
H.Qiu, W. Zhao 1997). Scisle deterministyczne
fraktale nie wystepujg w naturze, jednak koncep-
cja samopodobienstwa statystycznego pozwala
na uzycie jezyka geometrii fraktalnej jako meto-
dy opisu wybranych komponentéw srodowiska
przyrodniczego.

Wedtug P. Burrough’a (1993) idee fraktalne

majg w naukach o Ziemi trzy zastosowania:

1) teoretyczny opis zjawisk samopodobnych
o ztozonych ksztattach niezaleznych od skali
obserwacyjne;j,

2) ilosciowy opis nieregularnej powierzchni
terenu,

3) hipotetyczny model ksztattu rzeczywistych
form geomorfologicznych.

Geometria fraktalna umozliwia takze opis
i analize naturalnych systemow rzecznych, wy-
kazujgcych cechy samopodobienstwa. Wymiar
fraktalny jest istotnym parametrem morfome-
trycznym, tgczacym w sobie zalety jakosciowych
i ilos-ciowych klasyfikacji sieci rzecznych.

Analiza fraktalna moze takze stanowi¢ narze-
dzie parametryzacji Srodowiska przyrodniczego
w réznych skalach przestrzennych. Regiony fi-
zycznogeograficzne sg statystycznie odréznialne
pod wzgledem wartosci wymiaru fraktalnego (B.
Klinkenberg 1992).

Geometria fraktalna nie jest oczywiscie uniwer-
salnym narzedziem modelowania wszystkich pro-
cesow i zjawisk przyrodniczych. Catej ztozonos-ci
natury, bogactwa form, tworzgcych je procesow
i wzajemnych interakgji nie mozna sprowadzi¢ do
jednej liczby — wymiaru fraktalnego D;. Analiza
fraktalna moze natomiast stanowi¢ narzedzie
badawcze statystycznie samopodobnych zjawisk
przyrodniczych.

Interpolacja fraktalna

Istotng cechg $rodowiska przyrodniczego jest
jego ciggtosé. Wiekszos¢ technik pomiarowych
pozwala jedynie na uzyskanie danych o charak-
terze dyskretnym lub cze$ciowo ciggtym. Metody
interpolacji umozliwiajg konwersje tej informaciji
do postaci ciagtej. Umozliwia to badanie wtasci-
wosci pola geofizycznego, bedgcego modelem
ciggtego rozktadu ilosciowej cechy zjawiska.
Wiasciwie dobrane metody interpolacji pozwalajg
na opracowanie poprawnego modelu komponen-
téw srodowiska przyrodniczego na podstawie
ograniczonej liczby danych zrédtowych.

Pomiar stopnia ztozonos$ci komponentéw
abiotycznych srodowiska przyrodniczego metodg
wymiarowania fraktalnego pozwala wnioskowaé
o procesach geomorfologicznych tworzgcych
formy terenu. Petne poznanie proceséw rzezbo-
twérczych, zakresu przestrzennego ich dziatania
i wspotzaleznosci pozwolitoby na opracowanie
modelu funkcjonowania $rodowiska przyrodni-
czego. Potrafigc symulowaé dziatanie procesow
rzezbotwdrczych mozna, dysponujgc ograniczo-
nym zbiorem danych zrodtowych o matej rozdziel-
czosci przestrzennej, odtwarzaé z zadowalajgca
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MODEL
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pomiar symulacja

%

Ryc. 5. Relacja miedzy pomiarem a symulacjg cyfrowag
(w: N. Lam, L. De Cola 1993)
Fig. 5. Relation between the measurement and digital
simulation (in: Lam, De Cola 1993)
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Ryc. 6. Metoda losowego przesuniecia srodka RMD
(program wtasny autora); estymowany wymiar fraktalny
Ds=1,15
Fig. 6. The method of random middle displacement
RMD (original software by the author); estimated fractal
dimension D;= 1,15

dokfadnoscig rzeczywiste uksztattowanie terenu
(N. Lam, L. De Cola 1993).

Interpolacja fraktalna zgeneralizowanych, linio-
wych obiektéw geometrycznych (sieci rzecznych,
linii brzegowych) lub powierzchni topograficznych
o matej rozdzielczosci przestrzennej i porow-
nanie wyniku symulacji z modelowymi danymi
zrodtowymi o duzej doktadnosci geometrycznej
pozwolitoby na weryfikacje tej hipotezy (ryc. 5).

Istnieje wiele algorytmdw interpolaciji fraktalnej
(R. F. Voss 1988). W artykule omoéwiono tylko

jeden z nich, oparty na realizacji tzw. utamkowego
ruchu Browna (fBm).

Metoda losowego przesuniecia srodka od-
cinka — RMD (random midpoint displacement)
jest technikg realizacji ruchu Browna (Bm)
opracowang w latach dwudziestych XX wieku
przez R.Wienera. Metode te mozna trakowaé
jako stochastyczng modyfikacje rekurencyjnego
algorytmu konstrukcji krzywej Kocha. Podejscie
to ma dwie istotne zalety:

« algorytm ten jest tozsamy z interpolacjg frak-
talng o ustalonym wymiarze Dy,

* przypadek jednowymiarowy mozna tatwo
uogolni¢ do przestrzeni N wymiarowe;.

Rozwazajgc realizacje ruchu Browna w prze-
dziale czasowym (t;, t,) mozna wyznaczy¢ ksztatt
jego trajektorii metodg losowego przesuniecia
$rodka odcinka (ryc. 6). Znajac potozenie po-
czatku i konca odcinka wyznaczamy pofozenie
Srodka jako Srednig z wartosci brzegowych plus
poprawka D,. Poprawka ta jest gaussowska licz-
ba losowg, ktdrg nalezy pomnozy¢ przez wspot-
czynnik skali '/, (H. Peitgen 1997). W nastepnym
kroku iteracji wspotczynnik skali redukowany jest
o czynnik 2'/,, ktéry jest mnoznikiem poprawek
losowych D,,; i D,,. Dziatanie to jest fraktalng
realizacjg interpolacji matematyczne;.

Ruch Browna jest procesem stochastycznym
o przyrostach niezaleznych i stacjonarnej wa-
riancji:

2 2H

D (X(I2)_X(Il) a‘tl_tl‘ )

gdzie H nazywamy wyktadnikiem Hursta; dla Bm
parametr H="1/, .

Wyktadnik Hursta zwigzany jest w sposéb
liniowy z wymiarem fraktalnym trajektorii ruchu
Browna: D;=2 — H. Ze wzglgdu na $cisle okres-lo-
ny staty wymiar fraktalny trajektorii ruchu Browna
(Ds=1,5) czesto uzywany jest tzw. utamkowy ruch
Browa (fBm). Zakres parametru H zmienia sig
od wartosci 0 (D; = 2) odpowiadajgcej krzywym
bardzo nieregularnym, do wartosci 1 (D;=1) od-
powiadajgcej krzywym ,gtadkim” (ryc. 7).

Interpolacja fraktalna a generalizacja karto-
graficzna

Proces generalizacji kartograficznej wigze
sie z utratg czesci danych zrédlowych. Istotne
jest zatem zachowanie informacji o kluczowych
parametrach metrycznych upraszczanych
obiektow. Wymiar fraktalny generalizowanych
linii lub poligonéw nalezy uzna¢ za szczegdlnie
istotny, wymiar ten jest bowiem miara, ktéra ,taczy
w sobie informacje o strukturze i procesie” (W. E.
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Culling, M. Datko 1987). Znajomos$¢ parametru
Dy generalizowanych obiektow geometrycznych
pozwala na przyblizone odtworzenie ich ksztattu
w procesie interpolacji fraktalnej. Wymiar fraktal-
ny obiektéw liniowych i powierzchniowych wnosi
unikatowg informacje o parametrach metrycz-
nych tych obiektow. Wymiar fraktalny obiektu
wskazuje, w jaki sposéb zmienig sie parametry
metryczne tego obiektu w procesie generali-
zacji kartograficznej. Obiekty liniowe o niskim
wymiarze fraktalnym (D; © 1) (sztuczne granice
administracyjne, sieci drogowe) ,zachowujg”
swojg dlugos¢ przy zmianie skali mapy. Obiekty
liniowe o duzym wymiarze fraktalnym (D; ® 2)
(meandrujace rzeki, linie brzegowe) gwaltownie
Jracg” dtugos¢ w procesie generalizacji.
Interpolacja fraktalna RMD z parametrem D;=1
nie zmienia ksztattu obiektu zrédtowego (ryc. 8).
Interpolacja z parametrem D; = 2 prowadzi do
catkowitej utraty informacji o pierwotnym ksztatcie

M-

',_,r" Jmhl.-h_,"xw,, =150
g ; -H-Hj_r
., 0,=1.25
-\-\\L\F”\‘-’f.’ll"\.-"“\"_-

Ryc. 7. Wymiar fraktalny trajektorii utamkowych ruchéw
Browna (program wiasny autora)

Fig. 7. Fractal dimension of fractional Brownian motion
(original software by the author)

Ao '

D =1,75

Ryc. 8. Interpolacja fraktalna ze zmiennym parametrem D, (program wiasny autora, pigta iteracja)
Fig. 8. Fractal interpolation with a variable D; parameter (original software by the author, fifth iteration)

figury zrodtowej. Wygenerowane odcinki przeci-
najg sie wzajemnie tworzgc chaotyczny ksztatt
trajektorii zwyktego ruchu Browna. Interesujgce
z kartograficznego punktu widzenia jest zasto-
sowanie interpolacji fraktalnej z parametrem D;
z przedziatu (1,2). Metoda ta moze by¢ trakto-
wana jako stochastyczna odwrotnos¢ procesu
generalizacji kartograficzne;.

Dysponujac zgeneralizowanymi danymi zré-
dtowymi pozyskanymi z mapy w okreslonej skali
i znajgc wymiar fraktalny badanego obiektu (linii
brzegowej, wododziatu, sieci rzecznej) mozna
modyfikowac jego ksztait metodg interpolaciji frak-
talnej. Modyfikacja ta polega na wprowadzeniu

szczegotow topograficznych, tak aby uzyskany
ksztatt odpowiadat stopniem ztozonosci geo-
metrycznej obiektom umieszczonym na mapie
w wiekszej skali.

Metoda ta oparta jest na zastosowaniu zmody-
fikowanego algorytmu RMD. Niezmiernie istotne
jest wiasciwe okreslenie parametru Dy (ryc.9).
Badania Mandelbrota pozwolity na wyznaczenie
metodg pudetkowg wymiaru fraktalnego linii
brzegowej Wielkiej Brytanii (D;= 1,31). Traktujgc
jako dane zrodtowe uproszczony do 36 odcinkéw
zarys wybrzeza (linia przerywana) i stosujac
interpolacje fraktalng z ré6znymi parametrami
Dy otrzymujemy wyraznie zréznicowane wyniki.



346 Robert Olszewski

10

Ryc. 9. Interpolacja fraktalna ze zmiennym parametrem D, (program wiasny autora)
Fig. 9. Fractal interpolation with a variable D, parameter (original software by the author)

1: 25 000

Podktad zrodtowy:
mapa 1: 500 000

Podktad zrodtowy:
mapa 1: 200 000

dtugosé - 9950 m
|. zataman - 184

1: 200 000

diugos¢ - 8650 m
|. zataman - 32

1: 500 000

dtugosé - 8250 m
|. zataman - 13

Ryc. 10. Interpolacja fraktalna z ustalonym parametrem D; = 1,12 (program wtasny autora)
Fig. 10. Fractal interpolation with a fixed D;= 1,12 parameter (original software by the author)
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linia graniczna — 45601 punktow
i jej zarys — 23 punkty zatamania

interpolacja monofraktalna
10 iteracja, D = 1,11

interpolacja monofraktalna
10 iteracja, D = 1,26

D =1,10

interpolacja multifraktalna

10 iteracja, zmienne D

Ryc. 11. Interpolacja multifraktalna ze zmiennym parametrem D; (program wiasny autora)
Fig. 11. Multi-fractal interpolation with a variable D; parameter (original software by the author)

Dla wartosci D; = 1,1 wygenerowana linia
brzegowa tylko nieznacznie rozni sig¢ od danych
zréd-towych i bardzo wyraznie odbiega od rze-
czywis-tego ksztattu wybrzeza. Dla wartosci D, =
1,5 ksztatt fraktalnego wybrzeza jest zbyt ztozony
i nierzeczywisty. Wyraznie widoczne sg ,zape-
tlenia” linii brzegowej. Zastosowanie interpolacji
RMD z parametrem D; = 1,3 pozwala na uzyska-
nie linii brzegowej o zblizonym do rzeczywistej
stopniu ztozonosci.

Analizujgc zastosowanie interpolacji monofrak-
talnej z ustalonym parametrem D, dla zr6znicowa-

nych pod wzgledem dokfadnos$ci geometrycznej
danych zrédiowych, mozna stwierdzi¢, iz uzyska-
ne efekty istotnie zalezg od jakosci tych danych
(ryc. 10). W badaniu wykorzystano jako ,krok ze-
rowy” interpolacji ksztatt rzeki Turnicy pozyskany
z mapy 1:200 000 (32 odcinki) oraz mapy 1:500
000 (13 odcinkéw) — szara linia. Jako przyblize-
nie rzeczywistego ksztattu rzeki przyjeto dane
umieszczone na mapie w skali 1:25 000 - linia
przerywana. Algorytm interpolacyjny RMD po-
zwolit na uzyskanie szczegotow topograficznych
o stopniu ztozonosci odpowiadajgcym skali mapy
1:25 000. Ksztatt rzeki, bedgcej fraktalnym prze-
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ksztatceniem danych zrédtowych w skali 1:200
000, jest znacznie blizszy rzeczywisto$ci niz
zmodyfikowane fraktalnie dane w skali 1: 500 000.

Wymiar fraktalny wnosi catkowicie nowg i uni-
katowg informacje iloSciowg o parametrach me-
trycznych zjawisk liniowych i powierzchniowych.
Informacja ta powinna by¢ wykorzystana w pro-
cesie generalizacji kartograficznej (A. M. Berlant,
0. R. Musin, T. W. Sobczuk 1998). B. Klinkenberg
(1992) sgdzi, iz optymalizacja metodyki genera-
lizacji kartograficznej ztozonych obiektéw linio-
wych powinna prowadzi¢ do opracowania takich
algorytméw i procedur, ktére zmieniajg wymiar
fraktalny w najmniejszym stopniu. Zalecenie to
dotyczy zwlaszcza obiektéw hydrograficznych:
sieci rzecznych i linii brzegowych.

Interpolacja multifraktalna

Interpolacja fraktalna pozwala na wzbogacenie
szczegotami topograficznymi uproszczonych da-
nych zrédtowych o znanym wymiarze fraktalnym.
Metoda ta moze by¢ wiec rozumiana jako swego
rodzaju stochastyczna odwrotno$¢ procesu ge-
neralizacji kartograficznej (G. H. Dutton 1981, N.
Lam, L. De Cola 1993).

Poprawne dziatanie algorytmu RMD warun-
kowane jest znajomoscig parametru D;, doktad-
nos-cig geometryczng przetwarzanych obiektow
oraz przyjeciem zatozenia o ich monofraktalnosci.
W rzeczywistosci wiekszos$¢ naturalnych obiek-
tow i zjawisk przyrodniczych ma nature multi-
fraktalng. Parametr D; okres$la jedynie ,$Srednie”
wiasnosci analizowanych komponentéw $rodo-
wiska przyrodniczego. UmiejetnoS¢ okreslenia
multifraktalnych parametrow ztozonosci geo-
metrycznej obiektéw pozwolitaby na wierniejsze
modelowanie ich ksztattu.

Rozwazmy ksztatt granicy politycznej Polski
(ryc. 11). Dane geodezyjne Panstwowego Reje-
stru Granic zawierajg 45601 punktow zatamania
linii granicznej (linia przerywana). Sredni wymiar
fraktalny tej linii obliczony metodg pudetkowg
(program wiasny autora) wynosi 1,11 +/— 0,03.

Jako ,krok zerowy” interpolacji przyjeto uprosz-
czony rysunek granicy ztozony z 23 odcinkéw
(szara linia). Zastosowanie interpolacji RMD
z parametrem D; = 1,1 pozwolito na uzyskanie
w dziesiatej iteraciji fraktalnej linii granicznej zto-
zonej z 47104 odcinkow i ksztatcie zblizonym do
rzeczywistego. Zastosowanie tej samej metody
z parametrem D;= 1,26 (wymiar fraktalny krzywej
Kocha) prowadzi do uzyskania zdegenerowanej,

nadmiernie rozwinietej linii o dlugosci blisko
5000 km.

Niezalezne badanie czterech, subiektywnie
wyznaczonych fragmentéw granicy Polski umoz-
liwito obliczenie odpowiadajgcych im wartosci
wymiaru fraktalnego. Interpolacja multifraktalna
RMD z zastosowaniem zréznicowanych prze-
strzennie wspodtczynnikow D; pozwolita na uzy-
skanie multifraktalnej linii granicznej znacznie
blizszej danym zrédtowym niz linia monofraktalna.

Podsumowanie

Przeprowadzone badania wskazuja, iz inter-
polacja fraktalna moze byé wykorzystywana
jako stochastyczna odwrotnos$é generalizacji
kartograficznej. Dysponujgc danymi o niskiej
doktadnosci geometrycznej (np. mapami mato-
skalowymi) i znajomoscig wymiaru fraktalnego
danego zjawiska mozna modelowac szczegoty
topograficzne, odpowiadajgce stopniem ztozo-
nosci mapom srednio- i wielkoskalowym. W tym
sensie interpolacje fraktalng mozna uzna¢ za
metode stochastycznej dekompresji danych
przestrzennych o znanym parametrze D.

Obiekty geometryczne reprezentujgce na ma-
pie systemy rzeczne lub linie brzegowe sg frak-
talami losowymi. Obiekty samopodobne w sensie
statystycznym nie sg ztozone ze zmniejszonych
kopii catych siebie, lecz sktadajg sie ze zmniej-
szonych kopii czesci samego siebie. Oznacza
to, ze w procesie fraktalnego kodowania obrazu
musimy uwzgledni¢ pewien btgd wynikajgcy
z niejednorodnosci przeksztatcanych obiektéw.
Obraz zakodowany jako zbior przeksztatcen nie
bedzie wierng kopig obrazu oryginalnego, lecz
pewnym jego przyblizeniem. Technika interpo-
lacji fraktalnej pozwala na wierne odtworzenie
deterministycznej krzywej Kocha na podstawie
pros-tego odcinka i znajomosci wymiaru D; tej
krzywej. Ta sama technika zastosowana jako
stochas-tyczna odwrotno$¢ generalizacji karto-
graficznej umozliwia przyblizone odtworzenie
ksztattu linii brzegowej (fraktala losowego) na
podstawie matoskalowych danych zrédtowych.

Interpolacja fraktalna rozumiana jako ,uszcze-
gotowienie” danych zrodtowych moze by¢ zasto-
sowana takze w przestrzeni R® jako préba pod-
niesienia rozdzielczosci numerycznego modelu
terenu. Wymaga to prowadzenia dalszych badan.
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Fractal interpolation as a stochastic reversal of cartographic generalization

Summary

The article attempts to apply fractal analysis in car-
tographic research of selected components of natural
environment. Fractal description, which bases on fractal
geometry and analysis, invented by B.B.Mandelbrot in
the seventies, became an integrating interdisciplinary
tool for many scientific domains, particularly in natural
sciences. Application of procedures, which originate
from this division of mathematics, can also, according
to the author, add to the development of analytical
cartography.

Afractal is a shape, which consists of parts in a way
similar to the whole. Fractal geometry can therefore
become a tool in describing complex shapes of natural
phenomena, like clouds, shorelines, mountain ridges.
The parameter, which describes geometric complexity
of those shapes is called fractal dimension. Fractal
dimension (Dy) of a given object characterizes its de-
gree of complexity and the extent, to which it fills the
avail-able space.

In the result of the process of cartographic generali-

zation some of the source information is lost. Therefore
it is vital to preserve the key metric parameters of sim-
plified objects. Fractal dimension of an object shows,
how its metric parameters change in the process of
cartographic generalization.

Drparameter of generalized geometric objects makes
it possible to recreate their approximate shapes in the
process of fractal interpolation. This method can be
treated as the reversal of the process of cartographic
generalization. Basing on data of limited geometric
accuracy and the fractal dimension of a given pheno-
menon, one can model topographic details on a level
of complexity corresponding to the source materials. In
this case fractal interpolation can also be trea-ted as
a method of stochastic decompression of spatial data
with a known D; parameter.

Shape modeling of generalized objects through the
process of fractal interpolation introduces a certain error.
Geometric objects, which represent river systems or
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shorelines are stochastic fractals. Statistically, a self-
similar object does not consist of reduced copies of its
entire self, but rather of reduced copies of its parts. This
means, that in the process of fractal encoding we have
to allow for a certain error, caused by the lack of homo-

geneity of transformed objects. The encoded picture,
being a set of transformations, will not be a faithful copy
of the original, but rather its approximation.

Translated by M. Horodyski

®pakTanbHasg UHTEPNONALMA KaK cToXxacTUyeckas NPOTUBOMONOXHOCTb KapTorpa(quecxoﬁ
reHepanusauum

Pestome

B craTtbe npegnpuHsaTa nonbiTka d)pakTanbHOro aHa-
-nn3a B kapTorpacuyeckom nccnegoBaHnm n3bpaH-Hbix
KOMMOHEHTOB NPUPOAHOW cpeabl. [inst MHormx obnacTen
HayKkn, OCOOEHHO eCTEeCTBEHHbIX Hayk, bpakTanbHoe
onvcaHwue, onvpatoLleecs Ha paspaboTaHHyto b.6. Ma-
-HOEenbLOpPOTOM B CeMuaecHaTbIX rogax pakTanbHy
reoMeTpuio N opakTanbHbI aHanus, cTano UHTerpu-
-pYOLWUM MHTEPAUCUUNNUHAPHBIM OpyAnEeM.
Mcnonb-3oBaHue mccnegosaTenbckux npoueayp,
BbIBOAMBLUMXCS U3 3TOrO pasgena MaTeMaTuKu, MOXET,
COrMacHoO aBTopy, CNOCcOBCTBOBATb Takke pasBUTUIO
KapTorpadu4eckoro Metoga UccrneoBaHui.

dpakTan ABNsSeTCs CroXXHON (OopMOI, COCTaBNEHHOM
M3 YacTen MOXOXuX Kaknm-to obpasom Ha uenoe.
PpakTanbHas reoMeTpus MOXeT ObITb, TakuM 06pasom,
opyaveM ONMCaHNs CrOoXHbIX hopM, BbICTyMaoLWMX B
npvpoae, Takux Kak: obnaka, 6eperosble MMHWK, FOPHbIe
cucteMsbl. [TapaMmeTpom, xapakTepumayoLLMmM reoMeTpu-
-4eCKyl0 CNOXHOCTb 3TUX OOLEKTOB, SBMAETCH, Tak
HasblBaemoe, pakTanbHoe namepeHue. PpaxkransHoe
usmepeHve (D,) o6bekTa xapakTepusyeT CTeneHb ero
HeperynspHocTH, a Takke onpeaensiet cTeneHb 3anon-
-HEeHWs JOCTYMHOro NPOCTPaHCTBA.

Mpouecc kapTorpadmyeckon reHepanu3aumnm CBsi3aH
C noTepen HEKOTOPOW YacTu NEPBUYHON NHDOPMaLNN.
CyLLeCcTBEHHbIM SIBMSIETCSI TEM CaMblM COXpaHeHune
MHpOpPMaLIMK O KMOYEBbIX METPUYECKNX NapameTpax
YyNpOLWEHHbIX 06bekToB. PpakTanbHoe n3mepeHue
roKasbIBaeT, KaknM 06pasoM MEHSAITCA MeTpuyeckne
napameTpbl 3TOro o6bekTa B npoLecce Kaptorpadu-
-4ecKoW reHepanmaauuu.

3HaHve napameTpa D, reHepanmsmpyembix reomeTpu-

-4eCckUx OObEKTOB AaéT Takke BO3MOXHOCTb Npubnu-
-3UTENbHOro BOCCO3AaHusi nx opMbl B npoLiecce dpak-
-TanbHON MHTEPNONAUMW. TOT METOA MOXET CHUTaTbCS
CTOXaCTUYECKON MPOTUBOMNONOXHOCTBIO MpoLecca
KapTo-rpaduyeckon reHepanusauyuu. Pacnonaras
OaHHbIMK 06 OrpaHUYeHHOM reOMETPUYECKON TOYHOCTH
M 3HaHWeM dpakTanbHOro M3MepeHUs AaHHOoro
SIBNEHNsI, MOXXHO MOAENMpoBaThb Tonorpaduyeckue
noapoBHOCTU, COOT-BETCTBYIOLLIME CTEMEHBIO CIIOKHOCTH
NepBUYHbLIM AaH-HbIM. B 3TOM cMbicne dpakTanbHyo
WHTEPMONSALMIO MOXHO NPU3HAaTb Kak CTOXacTUYECKUI
MeToq AEKOM-NPECCUM NPOCTPAHCTBEHHbIX AaHHbIX 06
M3BECTHOM napametpe D,

MopgenupoBaHue opMbl reHepann3npoBaHHbIX
06beKTOB B npouecce paKTanbHON MHTepnonsaumnm
obpemMeHeHO, 0QHaKO, HEKOTOpPON OWnOKOW.
leomeTpu-yeckne obbekThl, n3obpaxawlwme Ha
KapTe peyHble cucTembl Unu GeperoBble NUHUY,
ABNATCA CTUXMIAHBIMU ppakTanamm. O6BbEKTHI
nogobHble cebe B CTAaTUCTU-YECKOM CMbICIie He
SABNSIOTCA COCTaBNEHHBIMA U3 YMEHbLUEHHbIX KOMWI
uenbix cebsi, a cknagblBaTCs U3 YMEHbLUEHHbIX
Konuin yacTten camoro cebs. 3To o3HavaeT, 4YToO B
npouecce dpakTanbHOro kogMpoeaHus nsobpa-
-KEHWUS1 Mbl JOMKHbl Y4YMTbIBATb HEKOTOPYIO OLLMOKY,
BbITEKAMLLYI U3 HEOOAHOPOAHOCTU Npeobpasyembix
ob6bekToB. KoamnpoBaHHoe n3obpaxeHue, kak Habop
npeobpasoBaHuii, He ByaeT BEpHOM KONWen opuru-
-HanbHOro n3obpaxeHusi, a NuLb HEKOTOPbIM ero
npmobnu-xeHnem.
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