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Od Merkatora do Space Oblique Mercator

Zarys tresci. Tematem artykufu jest historia te-
orii wiernokatnych odwzorowan walcowych. Zapre-
zentowano w nim znane odwzorowanie Merkatora oraz
jego liczne modyfikacje, ktorych autorami byli kolejno
J.H. Lambert, J.L. Lagrange, J.C.F. Gauss, J.H. Kriiger,
M. Hotine eraz J.P. Snyder. W podsumowaniu dano
tabelaryczne zestawienie nazw dotyczacych tego typu
odwzorowan spotykanych w polskiej i anglojezycznej
literaturze, bedace proba uporzadkowania tej mocno
zroznicowanej terminologii.

Stowa kluczowe: Gerard Kremer (Merkator),
odwzorowania walcowe wiernokatne, odwzorowanie
Merkatora, odwzorowanie Gaussa, odwzorowanie
Gaussa-Kriigera, UTM (Universal Transverse Mercator),
SOM (Space Oblique Mercator)

Od $mierci Gerarda Kremera (zwanego Merka-
torem) — jednego z najwybitniejszych kartografow
doby renesansu i tworcy nowozytnej kartografii
(W. Koszarski 1984), mineto ponad 400 lat.
Mimo uplywu czasu nazwisko Merkatora jest
wcigz obecne w kartografii, a o jego dorobku
uczg sie kolejne pokolenia nie tylko kartografow.
W dzisiejszych czasach uzytkownicy map coraz
czesciej spotykaja sie takze z zagadkowym
skrotem UTM i raczej niewielu taczy go z nazwi-
skiem wielkiego kartografa. Szukajac informacji
na temat UTM (uniwersalne odwzorowanie
poprzeczne Merkatora), chociazby w publika-
cjach dotgczanych do oprogramowania GIS
(M. Kennedy, S. Kopp 2000), czytelnik jest
odsytany do hasta: Transverse Mercator (odwzo-
rowanie poprzeczne Merkatora). To ostatnie za$
jest utozsamiane przez tych samych autorow
z odwzorowaniem Gaussa-Kriigera. Pojawiajg
sieg zatem pytania: skad taka mnogos¢ okre-
$len, czy istniejg miedzy nimi roznice i czy majg
cos wspolnego ze znanym odwzorowaniem
Merkatora? Podobne pytania rodzg sie rowniez
w odniesieniu do odwzorowania opracowanego
niecate 30 lat temu, tj. odwzorowania Space

Oblique Mercator. W niniejszym artykule posta-
ramy sie udzielic na nie odpowiedzi, Sledzac
losy odwzorowania Merkatora oraz modyfikaciji,
jakim ulegato z biegiem lat, a ktorych celem byto
zaadaptowanie go na rozne potrzeby.

Poruszany w artykule temat nie jest rozpatry-
wany od strony matematycznej, gdyz dokladne
formuty kolejno opisywanych odwzorowan wraz
z komentarzami mozna znalez¢ na stronach
przytoczonych publikacji. Cze$¢ matematyczna
ograniczona zostata do niezbednego minimum,
aby pokazac wzrastajacy stopien komplikaciji
obliczen wraz z kolejnymi modyfikacjami odwzo-
rowania Merkatora. Artykut jest raczej proba spoj-
rzenia na temat od strony historycznej i ma na
celu pokazanie zwigzkow miedzy powszechnie
znanymi odwzorowaniami kartograficznymi oraz
wkiadu roznych oséb — nie tylko kartografow
— do problematyki wiernokatnego odwzorowania
powierzchni Ziemi na powierzchnie walca. Autorzy
podieli takze probe uporzgdkowania terminologii
dotyczgcej omawianych odwzorowan.

Gerard Kremer (Merkator) (ryc.1) przyszed!
na swiat 5 marca 1512 r. w miejscowosci Ru-
pelmonde we Flandrii Wschodniej (dzisiejsza
Belgia). Byl siodmym dzieckiem w rodzinie
Huberta i Emerentii Kremeréw. Pierwsze nauki
pobierat w szkole w Rupelmonde, a nastepnie,
po $mierci ojca, w szkole prowadzonej przez
Braci Wspoélnego Zycia w s'Hertogenbosch — w
dzisiejszej Holandii, dokgd zostat wystany przez
swojego wuja. Podczas pobytu Kremera w s'Herto-
genbosch zmaria jego matka. Po tym wydarzeniu
zdecydowat sie zastgpi¢ swoje dotychczasowe
imig i nazwisko' ich tacinskimi odpowiednikami.
Z tego wzgledu od konca lat dwudziestych XVIw.

' W jgzyku niemieckim slowo _Kremer™ znaczy kupiec”, ale niekiedy
mozna lakze spotkac sig z holenderskim zapisem — Cremer”. Ich odpo-
wiednikiem facinskim jest natomiast slowo _Mercator”
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Ryc. 1. Gerard Kremer (Merkator) (1512-1594) (zrodto:
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Pictisplay/
Mercator Gerardus.html)

Gerarda Kremera nazywano Gerardus Mercator
de Rupelmonde i takim tez zapamietat go Swiat.
Solidne wyksztalcenie odebrat na uniwersytecie
w Leuven, gdzie studiowat poczatkowo filozofie
i teologie, a po dwdch latach matematyke i as-
tronomie (M. Monmonier 2004).

Dzietem zycia Merkatora byta wielka mapa
$wiata zlozona z 21 arkuszy (ryc. 2 3). Mapa ta
ukazata sie w 1569 r. i nosita tytut Nova et aucta
orbis terrae descriptio ad usum navigantium
emendate accommodata (Nowy | poszerzony
opis Ziemi z poprawkami do uZytku w nawigacji).
Jej oryginat o wymiarach 1,3x2,0 m znajduje
sie dzi$ w Paryzu (J. Szaflarski 1965, J. Sny-
der 1987). Pomijajac niezaprzeczalnie wysokg
wartosc artystyczng tego opracowania, bodaj
najwazniejszg cechg mapy bylo zastosowanie
po raz pierwszy odwzorowania, ktore dzis znamy
pod nazwg pochodzaca od nazwiska jej twor-
cy. Niektorzy (J. Snyder 1987, M. Sirko 1999)
wskazujg jednak, ze juz okoto 1511 r. odwzo-
rowania tego uzyt norymberski mierniczy i kar-
tograf Erhard Etzlaub? (1462-1532), a jeszcze
wczesniej Ch'ien Lo-Chih w 940 r. do opracowa-
nia mapy Tunhuangu (internet 1).

Tak zwane odwzorowanie Merkatora poczatko-
Wo nazywano projekcjg wzrastajgcych diugosci.

 Wiekszosc historykdw kartografu pisze o mm jako o autorze Mapy
drogowej Europy Srodkowej (1501). chot i to nie jest pewne (M. Sirko
1999)

Ryc. 2, Fragment mapy Merkatora z 1569 r. — czes¢
wschodnia (Zrodlo: http://data2.collectionscanada.
ca/nmec/n0017080-3.jpg)

Fig. 2. Eastern part of Mercator's map (1569)

Niestety, Merkator nie przedstawit nigdzie swoich
obliczen, a w legendzie mapy znalazla sie jedynie
ogolna zasada konstrukcji tej siatki (M. Sirko
1999). Dopiero w 1599 r. sposob jej obliczenia (w
formie szeregu nieskonczonego) podat matema-
tyk z Cambridge Edward Wright (1558?7-1615)
w pracy zatytutowanej The correction of certain
errors in navigation (internet 2). Z tego powodu
siatke te przez pewien czas tgczono z jego
nazwiskiem. Poniewaz rachunek catkowy nie byt
jeszcze wowczas znany, E. Wright obliczyt ulep-
szong tablice podajgca dlugosci fukow potudnika
przez kolejne dodawanie wartosci secg dla 1', 2,
3" itd. (F. Biernacki 1949). Pierwsza mapa wy-
konana w odwzorowaniu Merkatora z wyko-
rzystaniem poprawek E. Wrighta ukazata sige w
1600 r. pod tytutem A Chart of the World on
Mercator’s Projection i jest znana réwniez pod
nazwg Mapa Wrighta-Molyneuxa, gdyz w pracach
rytowniczych (1592) brat udziat angielski wyko-
nawca globuséw Emery Molyneux (internet 2).
Jak podaje J. Szaflarski (1965, s. 239), pod wzgle-
dem matematycznym odwzorowanie Merkatora
zostato doktadniej ujete przez Henry'ego Bonda
w 1645 r., ktory podat wzoér do obliczania
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Outline map of Gerard Mercator’s world chart of 1569 (from Crone)

Ryc. 3. Schemat mapy Merkatora z 1569 r. (zrodto: hitp://www.henry-davis.com/MAPS/Ren/Ren1/406C.htm)

przyrostow w stopniach szerokosci”, za$ w roku
1668 matematyk szkocki James Gregory (1638—
1675) podat skonczong forme tego odwzorowania
w postaci wzoru wykorzystujacego rachunek
catkowy. Rozwigzanie J. Gregory'ego byto
odpowiedzig na propozycje Nicolausa Mercatora
(przypadkowa zbieznos¢ nazwisk), ktory za
podanie formuly matematycznej odwzorowania
zaoferowat nagrode. Niestety, J. Gregory dowiodt
poprawnosci swojej formuty w bardzo skom-
plikowany sposaéb i dopiero Isaac Barrow (1630—
1677) w 1670 r. dokonat tego prostsza metodg
(internet 3).

Siatka Merkatora z zatozenia jest siatkg odwzo-
rowania wiernokatnego, gdyz celem Kremera
byto opracowanie takiej mapy dla zeglarzy, na
ktorej ,rozne kierunki wiatréw moglyby byc wsze-
dzie przedstawione za pomocg linii prostych
i ktore tworzylyby z sobg takie same katy, jak
odpowiednie kierunki na mapie" (J. Szaflarski
1965, s. 238). Istotne bylo takze, aby loksodro-
ma* odwzorowywata sie jako linia prosta, gdyz
znacznie utatwiatoby to nawigacje; mozliwe
bytoby woéwczas odczytywanie kursu z mapy
na wybrany punkt i plyniecie wcigz wedtug tego
samego azymutu — po loksodromie.

Zgodnie z owczesnym stanem wiedzy, brylg
aproksymujacq ksztalt Ziemi stosowang w od-

wzorowaniach jej powierzchni byta kula. Merkator
przyjat, ze mape swiata wykona odwzorowujgc
wiernokatnie powierzchnie kuli na pobocznice
walca, ktorego o$ bedzie sie pokrywac z osig
Ziemi (potozenie normalne walca) oraz ze wiernie
zostanie pokazany jedynie rownik. Tym samym
odwzorowanie Merkatora nalezy okresli¢c jako
wiernokatne styczne normalne odwzorowanie
walcowe kuli na ptaszczyzne. Obrazy poludnikow
i rownoleznikow sa w nim liniami prostymi wza-
jemnie prostopadlymi, przy czym wszystkie
obrazy réwnoleznikow sa jednakowej diugosci, a
bieguny nie odwzorowuja sie. Obrazy potudnikow
majg dtugos¢ dazaca do nieskoriczonosci, a
odstepy miedzy nimi sg state. Odstepy te mozemy
obliczy¢ na podstawie wzoru:

¥ = R-arcAA (1)

gdzie AA jest roznicg diugosci geograficznej
migdzy dwoma potudnikami, R jest promieniem
Ziemi, a arcAA wyraza miare tukowa kata AA.

Z warunku wiernokatnosci (skala w kierunku
rownoleznikow a musi by¢ rowna skali w kierun-
ku potudnikow b) mozemy wyprowadzi¢ wzor na
odlegtosc¢ dowolnego réwnoleznika od rownika:

' Loksodroma — skosnobiezna, linia przecinajaca wszystkie poludniki
pod tym samym katem.
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Ze wzoru (2) (ktory w tej formie prawdopo-
dobnie pochodzi od J. Gregory'ego) mozemy
wnioskowac, ze odstepy miedzy réwnoleznikami
gwaltownie rosng w miare zblizania sig ku bie-
gunom, a tym samym bardzo silnie wzrastajg
znieksztalcenia pol (Z. Churski, R. Galon 1996).
| tak na szerokosci geograficznej ¢ = +60° od-
leglosci powigekszone sg dwukrotnie, a pola
czterokrotnie (por. ryc. 4), a dla ¢ = +89° pola
sg powiekszone ponad 3000 razy (Ch.H. Deetz,
0.S. Adams 1921).

Opracowanie opisanego odwzorowania zbie-
glo sie w czasie z burzliwym rozwojem zeglugi
dalekomorskiej i znacznie jg utatwito ze wzgledu
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na prostoliniowo$¢ odwzorowywanych lokso-
drom. Do powszechnego uzytku w nawigacji
weszto ono okoto 1630 r. i jest stosowane do
dzis. Od 1910 r. w tym odwzorowaniu wyko-
nywane sa m.in. amerykanskie mapy morskie
opracowywane poczatkowo przez U.S. Coast
and Geodetic Survey, a obecnie National Ocean
Service (J. Snyder 1987).

Odwzorowanie Merkatora postuzyto takze do
sporzadzania map lotniczych. Umozliwialy one
nawigatorom doktadne orientowanie si¢ w kie-
runkach oraz dotarcie do celu. Z tego powodu
Reichsamt fur Landesaufnahme (Urzad ds.
Geodezji) dzialajacy w strukturach Ill Rzeszy
Niemieckiej sporzadzit w tym odwzorowaniu
mapy wszystkich atakowanych przez Niemcy
panstw, tak aby miodzi, niedo$wiadczeni piloci,
bombardujacy cele w atakowanych panstwach,
nie mieli problemu z dotarciem do celu i powrotem
do wiasnych baz (W. Koszarski 1984, J. Weresz-
czynski 1970).

Ze wzgledu na bardzo duze znieksztaicenia
powierzchni w wyzszych szerokosciach geogra-
ficznych odwzorowanie Merkatora nie nadaje

Ryc. 4. Mapa $wiata w odwzorowaniu Merkatora (zrodlo: J. Synder 1987)
Fig. 4. World map on Mercator's projection



200 Maigorzata Wieczorek, Wojciech Zalewski

sig do przedstawiania zagadnien o charakterze
powierzchniowym (np. do map politycznych,
glebowych itp.), ale jest odpowiednie do celow
propagandowych.

W 1989 r. siedem amerykanskich organizacji
geograficznych, w tym Amerykanskie Stowarzy-
szenie Kartografow, Rada Narodowa ds. Eduka-
cji Geograficznej, Stowarzyszenie Geograféw
Amerykanskich oraz Narodowe Towarzystwo
Geograficzne, podpisato rezolucje, zaadreso-
wang przede wszystkim do wydawcow map, atla-
sow, ksigzek, przedstawicieli mediow oraz agencii
rzgdowych. Postulowano w niej rezygnacje ze
wszystkich odwzorowan pokazujacych oczka
siatki kartograficznej w postaci prostokatow
— przede wszystkim z odwzorowan Merkatora i
Petersa. Uzasadniano to m.in. tym, Ze siatki takie
dajq fatszywy obraz Ziemi nie tylko ze wzgledu
na duze znieksztalcenia powierzchni, ale takze
dlatego, ze kulista Ziemia jest pokazana w po-
staci prostokgta, co daje mylne wyobrazenie
o ksztalcie globu ziemskiego. Ponadto czeste
spotykanie sig z tego typu mapami u wigkszosci
0s6b moze wyksztalcic mylne przeswiadczenie, iz
przedstawiany na nich obraz wlasciwie pokazuje
ksztalty oraz wielkosc ladéw i morz (internet 4),

* ok ok

Od chwili uzycia po raz pierwszy w kartografii
odwzorowania walcowego wiernokatnego do
momentu jasnego sformulowania teorii wier-
nokatnosci odwzorowan kuli na ptaszczyzne
mingto ponad 200 lat. Pierwszym, ktory ja
sformutowal, byl niemiecki matematyk, fizyk,
astronom i filozof Johann Heinrich Lambert
(ur. w 1728 r. w Miluzie w Alzacji — zm. w 1777 r.
w Berlinie). W 1772 r. opublikowat on studium
zatytulowane Anmerkungen und Zusétze zur
Entwerfung der Land- und Himmelscharten, w
ktorym zawart, jak podaje F. Biernacki (1949),
ogolne wzory konforemnego* odwzorowania
kuli na ptaszczyzne. J.H. Lambert wspomnial
jednak, ze rozwigzanie tych wzoréw pochodzito
od J.L. Lagrange'a. W swojej pracy J.H. Lambert
ograniczyt sie do sformutowania réwnania roznicz-
kowego, z ktérego wyprowadzit odwzorowanie
Merkatora w potozeniu poprzecznym oraz inne
odwzorowania wiernokatne. Z tego wzgledu

' Termin _konforemny” zostal uzyly po raz pierwszy w 1843 roku przez
C Gaussa w pracy zatylulowane; Untersuchungen uber Gegenstande
der hoheren Geodiisie. Rozrézmienie terminologiczne, a tym samym
wigksza scislosc w definiowaniu pojeé réwnokatnose” | _konforemnoge”,
wprowadzit matematyk C. Caratheodory w 1932 roku. Od tego czasu
Jfownokatnose” jest rozumiana jako zachowanie wiernosci katow bez
wzgledu na zwrol kata, a konforemnose” jest szczegolnym przypadkiem
rownokalnosci, gdzie obok wielkosci zachowane sa rowniez Zwroty katow,
czyli wiernie odwzorowu)a sig katy skierowane (F. Biernacki 1949)

walcowe poprzeczne styczne wiernokgtne
odwzorowanie kuli na ptaszczyzne nazywane
bywa pierwszym odwzorowaniem Lamberta
(F. Biernacki 1949), a przez niektorych odwzo-
rowaniem Gaussa (J. Rozycki 1950a, F. Kuska
1953) lub Merkatora-Gaussa (J. Szaflarski 1965),
czy tez Lamberta-Gaussa (J. Rézycki 1973).
Wedtug J. Snydera (1987) odwzorowanie to w
literaturze amerykanskiej okreslane jest mianem
Transverse Mercator (poprzeczne Merkatora).
J. Snyder (1993) nazywa je réwniez Lambert’s
spherical transverse Mercator (poprzeczne
sferyczne Merkatora-Lamberta).

Zaproponowane odwzorowanie J.H. Lambert
opisat jako konforemng adaptacje odwzoro-
wania sinusoidalnego bedacego 6wczesdnie w
powszechnym uzyciu (J. Snyder 1987). Wypro-
wadzit rowniez wzory (3) dla konforemnego
odwzorowania walcowego elipsoidy na ptasz-
czyzne, zwanego odwzorowaniem Merkatora
dla elipsoidy. Wyniki jego badan przez wiele lat
pozostawaly w zapomnieniu, co mogto wynikaé
z ich niezrozumienia (F. Biernacki 1949, J. Sny-
der 1987).

‘.i‘z Aln fg(E +(£](]—es!n£] h
: 2 2 )\ l+esing (3)

gdzie A jest wspolczynnikiem wyrazajgcym pro-
porcjonalnosc zmiennych zespolonych plaszczy-
zny i elipsoidy z zachowaniem konforemnosci.
Dalsze prace nad odwzorowaniami konforem-
nymi, jak podaje F. Biernacki (1949), prowadzi
francuski matematyk i astronom Joseph Louis
Lagrange (ur. w 1736 1. w Turynie —zm. w 1813 r.
w Paryzu). W rozprawie Sur la construction
des cartes geographiques, premier et second
memoir (1779) rozwigzat on ogdlnie problem
konforemnego odwzorowania powierzchni
obrotowej na ptaszczyzne metoda funkcji zmien-
nej zespolonej. Podat takze ogoélny wzér na
skale tego odwzorowania. Swojg uwage skupil
na problematyce konforemnych odwzorowan
kotlowych powierzchni obrotowych, a otrzymane
rezultaty odniost do kuli oraz sptaszczonej elipso-
idy obrotowej®. Podjat rowniez problem konforem-
nych odwzorowan powierzchni obrotowych na
kule okreslajac go — za pomoca funkcji zmiennych
zespolonych — ogolnym zwigzkiem:

@, ik = [(p +ii) @)

gdzie f oznacza pewna funkcje analityczna.
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Najprostszy przypadek otrzymujemy wtedy,
gdy wspolrzedne izometryczne® na kuli (@,, A,)
przyrownamy do wspotrzednych izometrycznych
na powierzchni obrotowej (¢, A), czyli i. Jest to
tzw. konforemne odwzorowanie sferyczne La-
grange'a. Zmniejszajgc stopien ogolnosci swych
badan, odkryt on zalezno$¢ miedzy szerokoscig
geograficzng na elipsoidzie (elipsoidalng) a
odpowiadajaca jej szerokoscig geograficzng na
kuli (kulistg). Opisuje jg wzor:

e

T 1 T | 1 Fesing |2
to] —+— =tg| —+ — e 5
’0[4 2%] b[ﬁl 2(p](]+c'sintp) ()

Odwzorowanie wykorzystujgce te zaleznosc
nosi nazwe konforemnego odwzorowania Lagran-
ge'a elipsoidy obrotowej sptaszczonej na kule.
Drugie wspofrzedne na obu brytach pozostajg
w relacji A, = A. Jako promien kuli, jak podaje
F. Biernacki (1949), obiera sie najczesciej pro-
mien rownikowy odwzorowywane;j elipsoidy ob-
rotowej (R=a). Poniewaz zaleznos$¢ ta zostata
zbadana w 1807 r. przez profesora uniwersytetu
w Halle, a pozniej w Lipsku — Carla Mollweide’'go
(ur. w1774 r.w Wolfenbittel — zm. w 1825 r. w Lip-
sku), odwzorowanie to w literaturze okreslane jest
rowniez mianem konforemnego odwzorowania
Mollweidego elipsoidy na kule. Bezposrednie
wzory definiujgce to odwzorowanie, jak podaje
F. Biernacki (1949), C. Mollweide zawart w pracy
Einige Projections-Arten der sphéroidischen Erde.

Problemem tym zajmowat sie réwniez Jo-
hann Carl Friedrich Gauss (ryc. 5) (ur. w 1777 .
w Brunszwiku — zm. w 1855 r. w Getyndze), ktéry
bedac naukowcem o szerokich zainteresowa-
niach, zajmowat si¢ matematyka, fizyka, astrono-
mig oraz geodezjg (R. Ogrissek 1983).

Gléwnym celem C. Gaussa byto znalezienie
takiego odwzorowania, ktore pozwolitoby na
lepsze przystosowanie obrazu sferycznego do
obszaru odwzorowywanego, niz pozwalalo na to
odwzorowanie Lagrange'a zdefiniowane wzorem
(5). W tym celu C. Gauss zmodyfikowal wzor (4)
wprowadzajac dodatkowe zmienne a i k:

¢, tik, =alp, +il)-Ink (6)

-gdzie @, jest szerokoscig izometryczng dla kuli, a

¢, szerokoscig izometryczng dla elipsoidy.
Po uwzglednieniu modyfikacji C. Gaussa wzor

“ Do polowy XVIIl wieku Ziemia byla uwazana za kule. Dopiero dwie
ekspedycje astronomiczno-geodezyjne Francuskiej Akademii Nauk roz-
strzygnely rozgorzaly w XVIIl wieku spar o ksztalt Ziemi, spowodowany
wywodami teoretycznymi |. Newlona (J. Szaflarski 1965).

" Pojgcie wspolrzednych izomelrycznych wyjasniaja F. Biernacki (1949)
I 1. Gajderowicz (1999)

)
:
i3

Ryc. 5. Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
(zrodto: http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/
PictDisplay/Gauss.html)

na konforemne odwzorowanie elipsoidy na kule
przyjat postac:

[ Ao=al

&
T

“(E ¢ } | Fesing )2
4 2 | +esing
Parametry a, k i R (promien kuli) C. Gauss

(7)
okreslit z dodatkowego warunku, jakim byto
uzyskanie jednakowych, minimalnych wartosci
znieksztatcen liniowych dla waskiego pasa w
otoczenieniu rownoleznika o przyjetej wartosci
szerokosci geograficznej ¢ na elipsoidzie. Z tego
wzgledu promien kuli jest wyznaczany odmien-
nie niz w konforemnym odwzorowaniu Lagran-
ge'a elipsoidy obrotowe] sptaszczonej na kule
i jest on Srednim geometrycznym promieniem
krzywizny elipsoidy w szerokosci @'. Dzieki
wyznaczeniu stalych a, ki R z powyzszego
warunku, odwzorowanie elipsoidy na kule dos-
konale nadaje sie do przedstawienia pasow
rozciagajgcych sie wzdtuz rownoleznikow. Tak
sformutowane odwzorowanie zostato podane
przez autora w 1843 r., a rok p6zniej ogloszone w
pracy zatytutowanej Untersuchungen (iber einige
Gegenstédnde der héheren Geodezie. Nosi ono

e
&
'_.
| —
5
e
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=
e
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Ryec. 6. Fragment arkusza 34 (Meppen) mapy topograficznej okolic Hanoweru wydanego w 1858 r., skala oryginatu
1:21 333 (zrodlo: hitp://www.Ign.de/produkte/historische_karten/index.htm)
Fig. 6. Fragment of sheet 34 (Meppen) of a topographic map of the Hannover area published in 1858; original
scale 1:21 333

nazwe odwzorowania Gaussa elipsoidy na kule
(F. Biernacki 1949) lub konforemnego odwzoro-
wania Gaussa elipsoidy obrotowej sptaszczonej
na kule (F. Kuska 1953) lub rzutu rownokatnego
Gaussa (A. tomnicki 1956).

Przypadek, gdy a=1ik =1 jest zatem wspomnia-
nym wczesniej odwzorowaniem odkrytym przez
J.L. Lagrange'a w 1779 r., a zbadanym przez
K. Mollweidego (1807) i przytoczonym przez
C. Gaussa w jego klasycznej pracy z 1822 r. W
pracy tej C. Gauss rozpatrzyt takze przypadek

szczegolny, gdy a =1, natomiast stata k jest
okreslana z warunku dodatkowego. Byta nim
jednakowa wartos¢ skali m (gdzie m jest funkcjg
punktu powierzchni) dla zewnetrznych skrajnych
szerokosci odwzorowywanego obszaru, a tym
samym dla szerokosci srodkowej mozliwie bliska
minimalnej wartosci, ktorg przez odpowiedni
dobor promienia kuli R mozna uczynic rowng 1
(F. Biernacki 1949).

Wspomniana powyzej praca byta odpowiedzig
na ogloszony w tym samym roku przez Krolew-
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skie Towarzystwo Naukowe w Kopenhadze
konkurs na rozwigzanie zadania dotyczgcego
odwzorowania jednej powierzchni na drugg z
zachowaniem podobienstwa czgsteczkowego.
C. Gauss podat jg do wiadomosci publicznej w
1822 r. Problem ten nurtowat C. Gaussa, zainspi-
rowanego lekturg rozprawy J.L. Lagrange'a, juz
od 1816 roku. Nagrodzona rozprawa ukazata sie
drukiem dopierow 1825 r. C. Gauss sformutowat
w niej ,rownanie rézniczkowe dla konforemnego
odwzorowania dowolnych dwoch powierzchni
na siebie” i zauwazyt, ze ,problem zalezy tylko
od proporcjonalnosci wielkosci podstawowych
pierwszego rzedu teorii powierzchni” (F. Biernacki
1949, s. 239).

Konforemne odwzorowanie Gaussa elipsoidy
obrotowej sptaszczonej na kule bylo z powodze-
niem stosowane w wielkoskalowej kartografii
niemieckiej w pracach Pruskiego Urzedu Po-
miarowego w latach 1876-1913. Wspotrzedne
obliczone dla kuli odwzorowywano na ptaszczy-
zne z zastosowaniem poprzecznego odwzoro-
wania Merkatora (pierwszego odwzorowania
Lamberta). Ztozenie tych dwoch przeksztat-
cen nosi nazwe pruskiego rzutu podwojnego
(A. Ltomnicki 1956). Stato sie ono powszechne
i uzywane przy opracowywaniu map wielkoska-
lowych od czasu przyjecia elipsoidy” obrotowej
splaszczonej jake bryly przyblizajacej ksztatt
Ziemi i odwzorowywanej na ptaszczyzne. Umoz-
liwiato to unikniecie skomplikowanych obliczen
bazujgcych na rownaniach odwzorowawczych
elipsoidy na ptaszczyzne.

Dokonania C. Gaussa w dziedzinie geodezji
wigzg sie takze z wczesniejszymi pracami trian-
gulacyjnymi na obszarze Krolestwa Hanoweru,
wykonywanymi przez oficeréw Hanowerskiego
Korpusu Inzynieréw w latach 1827-1861. Jako
jeden z pierwszych opracowany zostat arkusz
Meppen 34 (ryc. 6) (internet 5).

Zastosowane wowczas odwzorowanie A. tom-
nicki (1956) nazwat wspoétrzednymi hanower-
skimi. Polegato ono na zlozeniu dwéch prze-
ksztalcen, z ktorych pierwszym etapem jest
odwzorowanie elipsoidy na walec, a drugim
odwzorowanie pobocznicy walca na plaszczyzne
z zachowaniem okreslonych warunkow. W 1865 r.
francuski profesor kartografii A. Germain jako
pierwszy okreslit tego typu zlozenie przeksztalcen
mianem Transverse Mercator (J. Snyder 1987),
czyli terminem, ktory jest stosowany takze w

W. Kosinski (2002) jako jedna z pierwszych podaje elipsoide
obliczong w 1810 r. przez J. Delambre o paramelrach: a = € 376 985 m,
b =6 356 323 m, p = 1:309. Natomiast A tomnicki {1927) podaje, ze
J. Delambre obliczyt paramelry elipsoidy w 1806 r. i mialy one wynosic:
da=6375650mib=6356323m

odniesieniu do pierwszego odwzorowania
Lamberta (poprzecznego Merkatora).

Niestety, podobnie jak w przypadku Kremera,
C. Gauss nie opublikowat szczegotow dokona-
nych przez siebie obliczen (J. Szaflarski 1965),
co grozito popadnieciem w zapomnienie jego
dokonan. Nie stalo sie tak dzieki Oskarowi
Schreiberowi, ktory po émierci C. Gaussa, na
podstawie zachowanej korenspondencji, opubli-
kowat jego metode w 1866 r. w pracy pt. Theorie
der Projektionsmethode der hannoverschen
Landesvermessung, zawierajacej rozwiniecie
Gaussowskich formut (A.R. Hinks 1921, inter-
net 6).

Odwzorowanie opracowane przez Gaussa
byto odpowiedzig na potrzeby wojska. Zmienia-
jace sie techniki wojenne, wraz z ktérymi mo-
dernizowata sie armia, wymusity koniecznos¢
opracowywania coraz dokladniejszych map. Ich
niezwykle istotng wlasnoscig miata by¢ wierno-
katnos¢ oraz mozliwie niewielkie znieksztatcenia
odlegtosci. Z tego wzgledu zastosowanie znalazty
odwzorowania poprzeczne walcowe dzielone
na pasy odwzorowawcze przebiegajace wzdtuz
kot wielkich, za ktore obierano dwa przeciwlegte
potudniki.

Metode Gaussa stosowano w XIX w. takze
poza Europg, m.in. do sporzgdzenia map topo-
graficznych Egiptu. Prace z ramienia Egiptian
Survey Department nadzorowat J.I. Craig, ktory
powyzsze odwzorowanie zaadaptowat do wszyst-
kich map tej instytucji i nazwat je odwzorowa-
niem konforemnym Gaussa. Czes¢ kartografow
z poczatku XX w. (A.R. Hinks 1921) uwazala
jednak, ze taka nazwa jest niepoprawna. Zwracali
oni uwage na to, ze stowo ,konforemne" nalezalo
zastgpi¢ jego nowszym odpowiednikiem, tj.
stowem ,ortomorficzne" oraz ze odwzorowaniem
Gaussa nazywano wowczas takze odwzorowanie
stozkowe ortomorficzne. Rowniez J. Rézycki
(1950a) zauwaza, ze pod nazwg: odwzorowanie
Gaussa w literaturze kartograficznej i geodezyjnej
rozumiane jest odwzorowanie stozkowe wierno-
katne kuli na ptaszczyzne.

Osoba, ktorej udalo sie na podstawie rekopisu
odtworzy¢ odwzorowanie zastosowane przez
Gaussa — wykorzystane przy kartowaniu okolic
Hanoweru, a nie opublikowane — byt niemiecki
matematyk i geodeta Johannes Heinrich Luis
Kriger (ryc. 7) (ur. w 1857 r. w Elze k. Hanoweru
—zm. w 1923 r. tamze). Stopien doktora uzyskat
w 1883 r. w Tybindze bronigc rozprawy na temat
linii geodezyjnych na sferoidzie. Jego najdonio-
Slejsza publikacjg byta praca pt. Konforme
Abbildung des Erdellipsoids in die Ebene, wydana
w Poczdamie w 1912 r. (J. Szaflarski 1965;
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Ryc. 7. Johannes Heinrich Luis Kriiger (1857-1923)
(zrodio: J. Bollmann, W. G. Koch, 2001)

J. Bollmann, W.G. Koch 2001). L. Kriiger od-
tworzyt i rozwingt dokonania C. Gaussa, stad
odwzorowanie, ktére przedstawit we wspomnia-
nej pracy, znane jest pod nazwg odwzorowania
Gaussa-Kriigera.

Mozna je przedstawi¢ na dwa sposoby. Pierw-
szy z nich polega na wiernokatnym odwzorowa-
niu elipsoidy na pobocznice walca w potozeniu
normalnym (gdzie obraz poludnika poczatkowego
przyjmujemy za o$ X), a nastepnie na odwzo-
rowaniu pobocznicy walca na plaszczyzne z
zachowaniem warunku wiernokatnosci. W tym
drugim kroku konieczne jest, aby 0§ X przeszia
na nowg os$ X', ktdra przedstawia wierne rozwi-
nigcie potudnika poczatkowego. Wykorzystujac
liczby zespolone i rozwinigcie ich funkcji w sze-
reg Taylora, otrzymujemy ukiad rownan (8) na
wspotrzedne plaskie ptaszczyzny X'Y' wyrazone
za pomocg szerokosci i diugosci geograficznej
@iA
Drugi sposob zaproponowany przez L. Kriige-
ra pozwala na lepsze wniknigcie w istote tego
odwzorowania (A. tomnicki 1956). Kolejne kroki
konstrukcji odwzorowania Gaussa-Kriigera tym
sposobem, tj. jako odwzorowania potrojnego,
zostaty sformutowane w pracy J. Balcerzaka,
J. Panasiuka i U. Pokrowskiej (1999) nastepuja-
co:

1) przejscie od wspdirzednych elipsoidalnych
dc geograficznych sferycznych (za pomoca od-
wzorowania Lagrange'a);

2) przejscie od wspéirzednych geograficznych

a2

A i

-3

3 A 3 & 2 .
y'=hRcosp + o Rcos @(l—1g" g +e” cos @) +...

sferycznych do wspolrzednych biegunowych
sferycznych;

3) przejscie od wspdirzednych biegunowych
sferycznych do wspotrzednych prostokatnych
ptaskich w odwzorowaniu poprzecznym Merkato-
ra (pierwszym odwzorowaniu Lamberta);

4) odwzorowanie ptaszczyzny XOY na plasz-
czyzng xoy w taki sposdb, aby potudnik osiowy
odwzorowat sie na odcinek osi x ze wspotczynni-
kiem skali liniowym rownym jeden.

L. Kriger pierwsze przejscie wykonywat roz-
wijajgc funkcje w szereg Taylora, zamiast wzoru
podanego przez J.L. Lagrange'a (4), a promien
kuli dobierat tak, aby obwadd kota wielkiego na
niej byt rowny obwodowi elipsy poludnikowej.
Odwzorowanie poprzeczne Merkatora, wykorzy-
stane w kolejnym kroku, L. Kriiger zmodyfikowat
w taki sposob, ze wspolrzedng y wyznaczyt za
pomocg wzoru przyblizonego.

Obraz potudnika srodkowego jest odwzo-
rowywany bez znieksztatcen (wspoélczynnik
zmiany skali na poludniku osiowym jest réwny
jeden) i obierany za 0s$ rzednych prostokgtnego
ukfadu wspétrzednych plaskich danego pasa.
Osig odcietych owego ukfadu jest natomiast
obraz rownika. Obrazy pozostatych potudnikow
i rownoleznikow sa liniami krzywymi symetrycz-
nymi wzgledem obu osi.

Znieksztatcenia dlugosci wzrastajg dosé szyb-
ko wraz z oddalaniem sie od potudnika osiowe-
go, dlatego nie stosuje sie tego odwzorowania
do przedstawiania catej powierzchni elipsoidy.
Stosuje sie natomiast serie odwzorowan wzdluz
stupow potudnikowych, z ktorych kazdy odwzo-
rowuje sig na wiasciwy sobie walec poprzeczny
styczny wzdtuz potudnika osiowego. Najwigksze
znieksztatcenia diugosci wystepujg w obrazie
réwnika na krawedziach odwzorowywanego
pasa. Wartosci znieksztalcen dtugosci w tych
punktach determinujg uzyteczny rozmiar stupa
potudnikowego. Biorac pod uwage powyzsze
argumenty, L. Kriger zaproponowal podziat
elipsoidy na trzystopniowe stupy poludnikowe,
obierajgc potudnik Greenwich jako potudnik gra-
niczny pierwszej strefy odwzorowawczej. Stupy
te ponumerowat liczbami arabskimi o warto$ciach
rosngcych w kierunku wschodnim (F. Kuska,
1953). W podobny sposob skonstruowat stupy

X'= .\‘((p)+j R sing coso +-;p- Rsing cos’ ¢ (5-1g7°p +9¢° cos” ¢ +4e’ cos’ @) +...
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szesciostopniowe, ktorych potudniki graniczne
byly zgodne z podziatem Miedzynarodowej Mapy
Swiata (MMS). Roznity sie od niego jedynie nu-
meracja.

Odwzorowanie Gaussa-Kriigera w trzystopnio-
wych stupach odwzorowawczych wprowadzono
w catych Niemczech w 1927 r., natomiast w
Polsce w 1928 r. w stupach dwustopniowych.
Stosowano je do obliczen wynikow triangulaciji
panstwowe] zgodnie z przepisami éwczesnego
Ministerstwa Robot Publicznych. Elipsoida odnie-
sienia byla elipsoida Bessela z punktem przyloze-
nia w Borowej Gorze (J. Rozycki 1950b).

W 1947 roku obszar Polski podzielono na trzy-
stopniowe stupy poludnikowe z przyjetg na potu-
dniku érodkowym skalg m =0,999935. Dzigki
temu zmniejszone zostaty znieksztaicenia na
krawedziach stupow odwzorowawczych. W trzy-
stopniowych stupach znieksztatcenia liniowe nie
przekraczaly 15 cm na 1 km, a znieksztatcenia
powierzchni nie byty wieksze niz 0,03 ha na
1 km?. Tak zmodyfikowane odwzorowanie Gaus-
sa-Krligera nosito nazwe odwzorowania potudni-
kowego wiernokatnego (J. Rozycki 1973). W
1949 r. Gldwny Urzad Pomiarow Kraju postanowit
przyjac skale m =1 jako obowigzujgcy dla catej
Polski. Wtasnie to ostatnie odwzorowanie —
zdaniem J. Rozyckiego (1950b) i R. Kadaja
(2000) — powinno nosi¢ nazwe odwzorowania
Gaussa-Krugera.

Opisane odwzorowanie weszto do powszech-
nego uzytku w niemal wszystkich krajach euro-
pejskich, przede wszystkim ze wzgledu na jego
liczne zalety i przydatnos¢ do opracowania map
topograficznych oraz obliczen wynikow pomiarow
geodezyjnych. Zalety owe A. Macioch (1994)
formutuje nastepujaco:

= odwzorowanie jest wiernokatne, co utatwia
opracowanie redukcji odwzorowawczych;

= prawie rownolegly uktad ekwideformat wzgle-
dem prostoliniowego obrazu potudnika srodko-
wego waskiej strefy wyznacza przejrzysty rozktad
znieksztatcen odwzorowawczych;

* mozliwe jest analityczne rozszerzenie kazdej
ze stref odwzorowawczych;

» przeliczanie wspoirzednych punktow ze stref
sgsiednich nie sprawia trudnosci;

* w przypadku map topograficznych znieksztat-
cenia odwzorowawcze dlugosci na krawedziach
stref sg na tyle mate, ze mozna je zaniedbac
(A. Macioch 1994).

Pomimo wyzej wspomnianych zalet, porow-
nywanie siatek kartograficznych map topogra-
ficznych krajow europejskich, cho¢ wykonanych
w tym samym odwzorowaniu, sprawiato wiele
trudnosci. Bylo to zwigzane z konstruowaniem

tego odwzorowania z zastosowaniem roznych
elipsoid odniesienia (J. Rézycki 1953). Naj-
bardziej powszechnymi byly: elipsoida Hay-
forda (1910) (Butgaria, Finlandia, Portugalia,
Turcja, Wiochy, USA), Bessela (1841) (Niemcy,
Austria, Liechtenstein, Luksemburg, Norwegia,
Szwecja), Aire'go (1830) (Wielka Brytania) oraz
Krassowskiego (1942) (Polska, Czechostowa-
cja, ZSRR). Stosowano takze rozne szerokosci
stupéw odwzorowawczych (2°15' — Szwecja,
2°20'- Norwegia, 3°, 6° — Polska, Czechostowa-
cja, Niemcy) oraz rozne wspotczynniki zmiany
skali na potudnikach osiowych (J. Rozycki 1853,
J. Szaflarski 1965, A.H. Robinson, R. Sale,
A. Morisson 1988).

Odwzorowanie Gaussa-Krugera znalazio
zastosowanie w opracowaniu wielkoskalowych
map wojskowych catego swiata, wykonywanych
od 1947 r. przez armie Stanow Zjednoczonych
Ameryki. Wykorzystano je opracowujac mapy
terenow lezgcych miedzy rownoleznikami 80° S
i 84° N, a dla roznych obszarow Ziemi zasto-
sowano rozne elipsoidy odniesienia: Clarka
1886, Bessela 1841 (D. Maling 1973, J. Snyder
1987). Walce eliptyczne byly sieczne wzgledem
elipsoidy w kazdym stupie odwzorowawczym,
a wspolczynnik zmiany skali na potudnikach
osiowych wynosit 0,9996. Skala liniowa byta
zachowana wiernie jedynie wzdiuz obrazow linii
rownolegtych, odlegtych w terenie od potudnika
osiowego o okoto 180 km. Na krawedziach sze-
$ciostopniowych stupow wspolczynnik zmiany
skali wynosit 1,0016. Taka modyfikacja odwzo-
rowania Gaussa-Krugera zyskata miano UTM
(Universal Transverse Mercator)®.

Od 1949 r. w odwzorowaniu tym wykonywane
sgq mapy wojskowe w panstwach cztonkowskich
Paktu Poétnocnoatlantyckiego (NATO) z tg tylko
roznicg, ze obecnie obowigzujgcy elipsoidag od-
niesienia jest elipsoida geocentryczna GRS-80.
Odwzorowanie to zostalo takze zalecone przez
Miedzynarodowa Unie Geodezji i Geofizyki
(IUGG) podczas IX Konferencji tej organizacji w
Brukseli w 1951 r. i przyjete przez cywilne stuzby

“ W literaturze przedmiolu mozna spotkac sig takze z okreslemem
UTM System, kiore niekiedy bywa utozsamiane z odwzorowaniem
UTM, a na dodatek nie zawsze jest rozumiane jednoznacznie. Niekiedy
ta nazwa okresla sie uklad wspolrzednych prostokatnych plaskich obej-
mujacy cala kulg ziemska, bazujacy na ukladzie odniesienia WGS-84.
zmodyfikowanym odwzorowaniu Gaussa-Krugera (m =0,9996) dla obsza-
ru od 80°S do 84°N oraz odwzorowaniu azymulalnym stereograficznym
w polozeniu normalnym dia obszarow od 80°S do 90°S oraz od 84°N do
90°N . Wielu autorow (A H. Robinson i inni 1995, E. Sobczynski i inni 2000)
ogranicza jednak pojecie UTM Systern tylko do uktadu wspolrzednych
prostokatnych plaskich opartego na ukladzie odniesienia WGS-84 oraz
zmodyfikowanym odwzorowaniu Gaussa-Krugera (m =0,9996) dla
obszaru od 80°S do 84°N, okreslajac uklad wspolrzgdnych dla wyzszych
szerokosci geograficznych, bazujacy na odwzorowaniu stereograficznym,
mianem UPS (Universal Polar System).
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topograficzne wielu panstw (A. tyszkowicz,
S. tyszkowicz 1995). W Polsce stosowane jest
od 1993 r., czyli od momentu pojawienia sie
perspektywy przystapienia Polski do Paktu Pol-
nocnoatlantyckiego (R. Kadaj 2000).

Odwzorowanie UTM bywa utozsamiane z
odwzorowaniem Gaussa-Krigera. Obu nazw
nie nalezy jednak uzywac jako synonimow,
zwazywszy na jasno zdefiniowane i niezmienne
parametry odwzorowania UTM, na co zwraca
uwage rowniez R. Kadaj (2000). Uwaza on, iz pod
nazwa: odwzorowanie Gaussa-Krigera, nalezy
rozumie¢ wiernokgtne walcowe poprzeczne
styczne odwzorowanie elipsoidy niezmieniaja-
ce skali potudnika $rodkowego (m =1). Jesli ta
skala jest rozna od jednosci — zazwyczaj mniej-
sza (wtedy odwzorowanie jest sieczne) - to
powinno sie uzywaé nazwy modyfikowane od-
wzorowanie Gaussa-Krugera. W przypadku zas,
gdy wspétczynnik zmiany skali na potudnikach
osiowych wynosi 0,9996, to taka modyfikacje
powinni$my okresla¢ mianem UTM.

Z tego wzgledu odwzorowania zastosowane
w nowej edycji polskich cywilnych map topogra-
ficznych poprawnie nalezaloby nazywa¢ mody-
fikowanymi odwzorowaniami Gaussa-Kriigera,
gdyz wspotczynniki zmiany skali na potudnikach
srodkowych wynosity: m =0,9993 (Panstwowy
Uktad Wspotrzednych Ptaskich 1992) oraz
m_=0,999923 (Panstwowy Uktad Wspotrzed-
nych Plaskich 2000) (R. Kadaj 2000). W nowej
edycji polskich wojskowych map topograficz-
nych, opracowywanych w standardach NATO,
zastosowano odwzorowanie UTM. W obu edy-
cjach map topograficznych zarowno wojskowych,
jak i cywilnych, za elipsoide odniesienia przyjeto
elipsoide geocentryczng GRS-80.

Wszystkie powyzsze przykiady dotyczace
odwzorowania Gaussa-Kriigera odnoszg sie do
poprzecznego potozenia walca. Niekiedy jednak
ksztalt, rozciggtos¢ oraz usytuowanie krajow
wzgledem kierunkow Swiata powodujg, iz bardziej
korzystnym bytoby zastosowanie pojedynczej
strefy tego samego rodzaju odwzorowania, ale
z centralng linig pokrywajacq sie raczej z osig
terytorium kraju niz z potudnikiem. Zamiast
potudnika za linie centralng stupa odwzorowaw-
czego wybiera sie o$ terytorium przecinajgcy
linie siatki geograficznej pod okreslonym azy-
mutem. Dla otrzymania takiego odwzorowania
stosowane sg te same podstawy konstrukcji, co
w przypadku odwzorowania poprzecznego, za-
rowno wtedy gdy powierzchnig odniesienia jest
kula lub elipsoida. Niezaleznie od tej powierzchni
odwzorowanie to okreslane jest w literaturze
terminem skosnego odwzorowania Merkatora

(Oblique Mercator) ze wskazaniem na forme sfe-
ryczng lub elipsoidalna.

Skosne odwzorowanie Merkatora elipsoidy
po raz pierwszy byto zastosowane przez M. Ro-
senmunda na poczatku XX wieku do kartowania
topograficznego Szwaijcarii, nastepnie w 1928 r.
przez J. Laborde'a na Madagaskarze,aw 1943 r.
przez J.H. Cole’'a we Wtoszech. Natomiast od-
wzorowanie w formie sferycznej wykorzystat
H.J. Andrews w 1935 i 1938 r. do opracowania
map Stanow Zjednoczonych Ameryki oraz Eurazji
(J. Snyder 1987).

Czwartg odmiane formy elipsoidalnej odzworo-
wania sko$nego Merkatora opracowat brytyjski
geodeta Martin Hotine w 1947 r. Podobnie jak
poprzednie — wspomniane powyzej — spetniato
ono warunek konforemenosci, ale w przeciwien-
stwie do nich zachowywalo stalg skale wzdiuz
linii centralnej. J. Snyder (1987) do okreslenia
tego odwzorowania uzywa nazwy odwzorowa-
nie skosne Merkatora-Hotine’a (Hotine Oblique
Mercator). Sam autor zas okreslat je mianem
skorygowanego skosnego ortomorficznego
(rectified skew orthomorphic). Zastosowat je do
kartowania topograficznego Borneo, Malezji,
Liberii, w latach szesc¢dziesigtych XX wieku
- potwyspu Alaska, a w latach siedemdziesigtych
do wykonania map Wielkich Jezior. Wtedy tez
J.B. Rowland wykorzystat je do konstruowania
obrazow otrzymywanych ze zdjec satelitarnych
z satelitow Landsat 1, 2 oraz 3, na krotko przed
wprowadzeniem odwzorowania Space Oblique
Mercator (J. Snyder 1987, 1993). Linia central-
na odwzorowania Hotine'a mogta zosta¢ wy-
brana jako linia o okreslonym azymucie przez
jeden punkt, znajdujgacy sie zazwyczaj w srodku
kartowanego obszaru, lub jako linia geodezyjna
(najkrotsza linia migdzy dwoma punktami na
elipsoidzie).

Drugie z wyzej wymienionych podej$¢ znala-
zlo zastosowanie w sporzadzaniu obrazow ze
zdjec satelitarnych. Jednakze rzut toru podsa-
telitarnego niezupetnie pokrywa sig z liniami
centralnymi kolejnych odwzorowan Hotine'a.
(J. Snyder 1987). Dzieje sie tak, gdyz cato$ciowa
geometria otrzymywanych w sposob dynamiczny
obrazow satelitarnych jest konsekwencijg ruchu
wirowego Ziemi, orbitujgcego satelity i urzgdzenia
skanujgcego.

Z tego wzgledu opracowano nowe odwzoro-
wanie o unikalnych wiasciwosciach, znane jako
odwzorowanie SOM (Space Oblique Mercator),
ktore mimo ze bardzo przypomina skosne
walcowe odwzorowanie Merkatora, nie jest w
petni konforemne. W obrebie pasa skanowania
— pasa terenu rejestrowanego przez satelite
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Ryc. 8. Dwa $lady toru podsatelitarnego satelity Landsat 5 (sciezka 15 — lewa oraz 31 — prawa) w odwzorowaniu
SOM (linie siatki kartograficznej co 30°) (zrodto: J. Synder 1987)
Fig. 8. Two satellite paths of Landsat 5 (path 15 — left, path 31 — right) on SOM projection (lines in 30 intervals)
(from J. Snyder, 1987)

— odstepstwa sg zaniedbywalne i z tego wzgledu
jest ono uzyteczne tylko dla relatywnie waskich
pasow wzdtuz $ladu toru podsatelitarnego (inter-
net 7). Przykiadowy pas przedstawiono naryc. 8.
Zauwazalna jest na niej roznica w diugosciach
obrazow tych samych potudnikéw na sasiednich
orbitach. Krétkie proste linie, niemal prostopadie
wzgledem $ladu toru podsatelitarnego, sg przy-
kiadowymi liniami skanowania rozciggnietymi na
15° od owego $ladu.

Mimo, ze $lad toru podsatelitarnego nie jest
kotem wielkim na referencyjnym globie, obiera
sie go za linie centralng odwzorowania, wzdiuz
ktorej wspolczynnik zmiany skali jest bliski jed-
nosci. Ekwideformatami sg linie znajdujgce sig
w jednakowych odlegtosciach od $ladu toru
podsatelitarnego. Ponadto slad ten jest zakrzy-
wiony, co wynika z natozenia ruchu satelity po
orbicie na ruch wirowy Ziemi, i ograniczony w
obszarach polarnych do 81°N i 81°S ze wzgledu
na nachylenie orbity satelity do ptaszczyzny
rownika ziemskiego.

Kiedy NASA w 1972 r. wprowadzita na orbite
satelite ERTS-1 (przemianowanegow 1975 r.na
Landsat 1), rownania odwzorowania SOM byty
nieznane. Pierwszg osobg, ktdra zdata sobie
sprawe z potrzeby istnienia takiego odwzorowa-
nia byt A. Colvocoresses, ktory zdefiniowat je
geometrycznie w 1974 r. Stuzba Geologiczna
Stanow Zjednoczonych (USGS) miata trudnosci
z wyprowadzeniem formut odwzorowania i z
tego wzgledu — w trakcie konferencji geodezyj-
nej organizowanej przez Ohio State University w
1976 r.. — zaapelowata o pomoc w rozwigzaniu
problemu. Na apel odpowiedziat m.in. J.P. Sny-
der, ktory wzigt udziat w konferencji w trakcie
swojego urlopu (kartografia byta jego hobby
i dla niej byt w stanie pos$wigcic zaplanowane
wakacje, aby uczestniczy¢ w konferencji). Opra-
cowat on jeden z przyblizonych sposobow wy-
znaczania problematycznych formut korzystajac

z kalkulatora kieszonkowego i przekazat go
USGS. Do profesjonalnej kadry tej instytuciji
dotaczyt pozniej, bo w 1978 r., gdzie rozpoczat
swojg drugg karierg w wieku 52 lat jako karto-
graf matematyczny, bedac wczesnie] uznanym
inzynierem chemikiem (internet 8).

Formuty matematyczne odwzorowania SOM
opracowane zostaly takze w 1977 r. przez
J.L. Junkinsa z Uniwesytetu Virginia, ale ogra-
niczaly sie tylko do satelitow o orbitach bliskich
kotu. Petne obliczenia dla orbit o dowolnej elip-
tycznosci podat J. P. Snyder w 1981 r. Swoje
rownania odwzorowawcze rozwinat stosujgc kom-
binacje narzedzi empirycznych i teoretycznych.
Wykonal takze programy do testowania swojego
rozwigzania na pierwszych programowalnych
kalkulatorach oraz w GIS (internet 9).

Opisane wyzej odwzorowanie nie ma innych
zastosowan, jak tylko do zobrazowan satelitar-
nych. Stosowano je przede wszystkim do spo-
rzadzania obrazow uzyskiwanych z satelitow
systemu Landsat, ale moze by¢ rowniez stoso-
wane dla dowolnego satelity poruszajacego sig
dookota Ziemi po kotowej lub eliptycznej orbicie
nachylonej wzgledem osi Ziemi pod dowolnym
katem. Jego zaletg jest rowniez fakt, iz siatka
kartograficzna oraz siatka wspolrzednych pta-
skich UTM moze by¢ wpasowana na zdjecie z
satelity bez zauwazalnych btedow (internet 7).

* ok E

Nad teorig przedstawionych powyzej odwzo-
rowan pracowato przez ponad 400 lat wielu
wybitnych uczonych. Trudno wiec dziwic sie
powstatemu zamieszaniu terminologicznemu.
Aby tatwiej mozna bylo dostrzec wkiad kazde;
z wymienionych wyzej oséb w rozwoj teorii kon-
foremnosci, informacje o ich dokonaniach zesta-
wiono w tabeli 1.

Zauwazalna mnogos$¢ nazw wynika stad, iz
osiggniecia zarowno Merkatora jak i C. Gaussa
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Tabela 1. Odwzorowanie Merkatora i jego pochodne

Rok | Autor Dokonanie Spotykana nazwa odwzorowania

Rok Autor |

Dokonanie Spotykana nazwa odwzorowania

940 Ch'ien Lo-Chih '

| —
1511 E. Etzlaub (1462-1532)

1569 G. Kremer (Merkator)
| (1512-1594)

Prawdopodobnie jako pierwszy wykonal
mape w odwzorowaniu walcowym

normalnym stycznym wiernokatnym

Prawdopodobnie jako pierwszy
Europejczyk wykonat mape w
odwzorowaniu walcowym normalnym
stycznym wiernokatnym

Opracowat wielka mape $wiata stosujac | odwzorowanie Merkatora,
walcowe normalne styczne wiernokatne = projekcja wzrastajacych diugosci

odwzorowanie kuli

1599 E. Wright (15587-1615)

1645  H.Bond

1668 | J. Gregory (1638-1675)

1670 1. Barrow (1630-1677)

1772 | J.H. Lambert (1728-1777) |

1779 J.L. Lagrange
| (1736-1813)

1807 | K. Mollweide (1774-1825)

1827-  J.C.F. Gauss (1777-1855)
1861

1843 |

Podal przyblizony sposéb obliczenia odwzorowanie Wrighta

siatki Merkatora

Podat doktadniejszy od Wrighta sposob

obliczenia odwzorowania Merkatora

Podat petng matematyczna forme
obliczenia odwzorowania Merkatora z
wykorzystaniem rachunku calkowego

Podat prostsza wersje udowodnienia
formuly matematycznej odwzorowania

| Merkatora zaproponowanej przez

J. Gregory'ego

poprzeczne odwzorowanie
Merkatora, pierwsze odwzorowanie
Lamberta, odwzorowanie Gaussa,
Merkatora-Gaussa, Lamberta-
Gaussa lub Tranverse Mercator,
Lambert’s spherical transverse

| Mercator, odwzorowanie Merkatora
dla elipsoidy

Ustanowit rownanie rozniczkowe, z
ktorego wyprowadzit odwzorowanie
Merkatora w pofoZeniu poprzecznym.
Wyprowadzit wzor konforemnego
odwzorowania walcoweqgo elipsoidy na
plaszczyzne

konforemne odwzorowanie
sferyczne Lagrange'akonforemne
odwzorowanie Lagrange'a
elipsoidy obrotowej splaszczonej
na kule

Podjat problem konforemnych
odwzorowan powierzchni obrotowych
na kule. Odkryt zwigzek miedzy
szerokoscig geograficzng na

kuli (kulista) a odpowiadajaca jej
szerokoscig geograficzng na elipsoidzie
(elipsoidalna)

konforemne odwzorowanie
Mollweidego elipsoidy na kule

Zbadat zwigzek miedzy szerokoscia
geograficzng na kuli a odpowiadajaca

je) szerokoscig na elipsoidzie

oraz podat bezpo$rednie wzory
konforemnego odwzorowania elipsoidy
na kule |

Dla potrzeb prac triangulacyjnych wspotrzedne hanowerskie
Krolestwa Hanoweru zaproponowal

dwustopniowe przeksztalcenie

polegajgce w pierwszej kolejnosci na

konforemnym odwzorowaniu elipsoidy |

na pobocznice walca, a tej z kolei na

inng plaszczyzne.

Uogolnit formute konforemnych
odwzorowan powierzchni obrotowych
na kule zaproponowana przez J.
Lagrange'a

odwzorowanie Gaussa elipsoidy na
kule, konforemne odwzorowanie
Gaussa elipsoidy obrotowej splasz-
czonej na kule, rzut rownokatny
Gaussa

1865 Germain

1866 0. Schreiber
1876-

1913

XX/ J.1. Craig
XX w.

1903 M. Rosenmund

1912 | JH. Kriiger (1857-1923)

1947

1947 M. Hotine (1898-1968)

1949

Opublikowatl metode Gaussa w oparciu
o zachowang korenspondencje

Pruski Urzad Pomiarowy stosowat
zlozenie odwzorowania Gaussa
elipsoidy na kule oraz poprzecznego
odwzorowania Merkatora w kartografii
wielkoskalowej

Zaadaptowat wspotrzedne hanowerskie
do wszystkich map Egiptian Survey

Opublikowat obliczenia elipsoidalne]
formy odwzorowania sko$nego
Merkatora stosowanego w kartowaniu
topograficznym Szwajcarii

| Na podstawie rekopisow odtworzyl
metode Gaussa (wspolrzedne
hanowerskie) i rozwinat jg

| —
Zmodyfikowane odwzorowanie
Gaussa-Kriigera stosowane w Polsce o
wspolczynniku m_=0,999935

=

Armia Stanow Zjednoczonych
zastosowala zmodyfikowane
odwzorowanie Gaussa-Kriigera o
wspolczynniku m_=0,9996

Opracowat odmianeg formy elipsoidalnej
skosnego odwzorowania Merkatora
zachowujacy stalg skale wzdiuz linii
centralnej

Wojskowe stuzby topograficzne

krajow czlonokwskich NATO stosuja
zmodyfikowane odwzorowanie Gaussa-
Krugera o wspofczynniku m_=0,9996

1974 A.P. Colvocoresses

1977 J.L. Junkins

1981 | JP Snyder (1926-1997)

Jako pierwszy, zdefiniowat

geomeltrycznie odwzorowanie

potrzebne do kartowania z obrazow

satelitarnych

Opracowal niekompletne formuty

matematyczne odwzorowania SOM
Opracowat ostateczne formuly
matematyczne odwzorowania SOM,
podat pelne obliczenia dla orbit
dowolnej eliptycznosci

odwzorowanie konforemne Gaussa

skosne odwzorowanie Merkatora

UTM (Universal Transverse

skosne odwzorowanie Mekatora

(rectified skew orthomorphic)

| —wiernokatne walcowe skosne

Transverse Mercator (nazwa
spotykana w literaturze
amerykanskiej dla wspolrzednych
hanowerskich)

pruski rzut podwaojny

(Oblique Mercator) — forma
elpsoidalna ze wspotczynnikiem
zmiany skali m_=1

odwzorowanie Gaussa-Kriigera
(wiernokatne walcowe poprzeczne
styczne odwzorowanie elipsoidy
ze wspolczynnikiem zmiany skali
m.=1)

odwzorowanie potudnikowe-
wiernokatne

Mercator)

Hotine'a (Hotine Oblique
Mercator), poprawione skosne
odwzorowanie ortomorficzne

UTM (Universal Transverse
Mercataor)

Space Oblique Mercator

styczne odwzorowanie elipsoidy
niezmieniajace skali wzdluz $ladu
toru podsatelitarnego (m_=1)
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trzeba byto odtwarzac z pozostawionych doku-
mentow. Z tego wzgledu ich dokonania byly
czesto przypisywane tym, ktorzy opracowywali
spuscizne poprzednikéw. Co wiecej, C. Gauss
czesto korzystatl z prac innych matematykow, nie
zawsze sie na nich powotujgc. Dlatego zdarzato
sie, ze dokonania innych naukowcow przypisywa-
ne byly C. Gaussowi (G. Karsky 1977).

Zamieszanie terminologiczne zawsze prowadzi
do nieporozumien. W dzisiejszych czasach jest
ono tym bardziej ucigzliwe, jesli wezmiemy pod
uwage dynamiczny rozwoj kartografii kompute-
rowej oraz systemow informacji geograficznej.
Odwzorowania wykorzystywane w GIS wymagajg
precyzyjnego okreslenia wszystkich parametrow,
dlatego jest wazne, aby zarowno uzytkownicy jak
i autorzy oprogramowania pod tg samg nazwg
rozumieli to samo odwzorowanie i definiowali je
w ten sam sposob.

Typowy przyktad braku jednoznacznego rozu-
mienia danego terminu mozemy spotkac w litera-
turze amerykanskiej (M. Kennedy, S. Kopp 2000),
w ktorej odwzorowanie poprzeczne Merkatora
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From Mercator to Space Oblique Mercator

Summary

Key words: Gerard Kremer (Mercator), conformal
cylindrical projection, Mercator projection, Gauss-Kriiger
projection, UTM (Universal Transverse Mercator), SOM
(Space Oblique Mercator)

Encountered problems with the naming of projections
of Mercator, Gauss, Gauss-Kriiger and UTM led the
authors to this attempt to systematize the terminology
in the field.

Gerard Kremer (Mercator) — the founder of modern
cartography, who is most famous for his 1569 map of
the world, was the first to apply the conformal cylindrical
projection in normal aspect. Now it is referred to as
Mercator projection, although Ch'ien Lo-Chih (940),
Erhard Etzlaub (1511) and Edward Wright (1599) are
also sometimes considered to be its authors. Henry
Bond (1645) and James Gregory (1668) worked on the
mathematical formula of this projection.

The theory of conformal projections of a sphere
onto a plane intrigued not only cartographers, but
also scientists of other disciplines. In 1772 German
mathematician J.H. Lambert invented differential
equation, from which he developed the formula for
Mercator projection in transverse aspect. Further
research on conformity were conducted by French
mathematician and astronomer J.L. Lagrange. In 1779
he generally solved the problem of conformal projection
of an oblate surface onto a plane. He analysed a specific
case of a projection of an oblate ellipsoid flattened at
the poles onto a sphere, which later became known as
Lagrange conformal projection. In literature it is also
referred to as Mollweide's conformal projection of an
ellipsoid onto a sphere.

Also C. Gauss researched this field. In 1825 he
elaborated a differential equation for a conformal
projection of any two surfaces onto one another. He
was looking for a solution, which would make it possible
to relate spherical image to the projected area better
than in the case of Lagrange's projection. The results
he presented in detail for oblate ellipsoid. And it is this
particular case, when an oblate ellipsoid is projected
onto a sphere, which is referred to as Gauss projection.
It is also referred to as a conformal transformation of a
sphere on a side of a transverse cylinder, or a conformal
transformation of a sphere onto a tube in transverse
aspect, known as Lambert-Gauss or Mercator-Gauss
projection.

C. Gauss also authored a two stage projection used
for triangulation, first applied in the area of Hannover
(Hannover coordinates). L. Kruger retrieved it from
manuscripts and developed further; so that now it is
known as Gauss-Krliger projection. It is a transverse
tangent conformal cylindrical projection of an ellipsoid
with the scale reduction factor along the central meridian
being 1.0. In the late 1940s a variant of this projection
(m =0.9996) called UTM (Universal Transverse Mer-
cator) was widely applied.

Earlier research had been conducted on possible
applications of two diagonal variants of conformal
projections (M. Rosemund, M. Hotine). An ellipsoid
version of diagonal Mercator projection which is scale
conformal along the central meridian found wider use.
It was authored by Hotine, and known as modified
diagonal orthomorphic projection. It was used for
presentation of images from the first series of Landsat
satellites. However a tangent conformal cylindrical
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diagonal transverse ellipsoid projection, scale conformal
along the satellite’s path (m =1.0) proved more practical
for such applications. Its mathematical formula was

developed by J.P. Snyder in 1981. Itis usually referred
to as SOM (Space Oblique Mercator) projection.

Translated by M.Horodyski

Ot Mepkatopa po Space Oblique Mercator

Pezome

Bcrpevaemsie npobnembi ¢ HOMEHKNATYpOW OTHOCK-
TenkHo Npoekunin Mepkatopa, laycca, MNaycca-Kpiorepa
1 UTM npveenu aBTopoB HACTOSALLER CTaTby K NONbITKE
CMCTEMaTU3MPOBaHUA TEPMUHONOIMKU B 3TOW 0BNacTu.

Gerard Kremer (Merkator) — cosnartents coepemeHHom
kaprorpachum, KoTopoMy HaubonbLUyio cnasy npuHecna
kapTa mupa 1569 r., ogHUM W3 NepBbIX NPUMEHWN
UMNUHAPULECKYIO PaBHOYIONbHYID NPOEKUNKD B HOP-
MansbHoM nonoxexun. CeroaHs MMEHHO Takylo Npo-
eKuWio HassiBaem npoekunein MepkaTopa, xoTa eé
aBTOpCTBO Npunuckisaetca Toxe Ch'ien Lo-Chih (940),
Erhard Etzlaub (1511), a Taike Edward Wright (1599).
MaremaTt4eckoin 3annchbio 3TOIM NPOEKLIMM 3aHUMANNUCh,
mexay apyrumu, Henry Bond (1645) u James Gregory
(1668).

Teopua paBHOYroNbHbIX NPOEKUMA Wapa Ha nnoc-
KOCTb MHTEpPEecoBana He TONbKo KapTorpados, HO u
YYEHBIX APYrUX AncumnnunH. HeMeukun maremaTuk
J.H. Lambert (Nambept) 8 1772 r. paspabotan gug-
(hepeHUManbHOe ypaBHeHWe, M3 KOTOPOro BbIBEN
npoekyunio Mepkatopa B NONepe4YHOM NOMNOXKEHWUK,
HaneHeiune paboTel N0 TEOPUM KOH(DOPMHOCTH BES
thpaHuyackwn matematvk n actpoHom J.L. Lagrange
(Narpanx). B ceoen pabote 8 1779 r. oH pewun B
obuwmux yeptax npobnemy KOHDOPMHOW NPOEKUMK
BPaLLAIOLWENCA NOBEPXHOCTI Ha NNOCKOCTL. OH U3yumn
0CcoBbI cnyyail NpoekUMU CNNIKWEHHOTO Bpalla-
IOLWErocs aNNUNCcoMaa Ha wWwap, nosgHee HasbiBaeMoin
koHdopMHoIt Npoekuuert Narparxa. B nuteparype oHa
WMEHYETCA Takke KOH(opMHoW npoekumein Mollweide
3NAUNCOMAA Ha Wap.

3toi npoBnemort aaHumancs Tawke C. Gauss (Maycc),
koTopbi B 1825 r. pazpabortan . avddepeHumansHoe
ypaBHeHue Ana KOH(OPMHOW npoekumnn Niobbix aAByx
nosepxHocTen Ha ceba”. On paspabortan npeobpa-
30BaHWsA, NPOEKTUPYIOLLWE BPaLLAIOLLYHCA NOBEPXHOCTL
Ha wap, 1 Npucnocobun 3Ty TEOPUIO ANS BPaLLaHWerocs

annunconaa. VIMeHHOo 3TOT cnyyaii, Koraa BpaLLaoLLmnines
3NNUNCOW NPOEKTUPYEM Ha Wap, Ha3biBaeM Npoekuren
laycca. OHa noHumaeTtcs Takxe Kak KOHGOopMHoe
npeobpasosaHue wapa Ha Bok nonepeyHoOro UMNUHAPA,
HaablBaemas uHoraa npoekuuen Nambepra-raycca unu
MepkaTtopa-laycca.

[aycc Bbin Takke aBTOPOM ABYXCTYNEHYATON NPOEK-
UMK, UCNONL30BaHHOW BO BPEMA TPUaHIYNALUMOHHLIX
pabor, koTopaa Bbina ucnonb3osaHa Bnepsbie B
oKpecTHocTAx laHHoBepa (raHHOBEPCKWE KOOPAWHATI).
Ha ocHoBe pykonucu Boccozaan eé v passun L. Kruger
(Kptorep), noatomy ceruyac oHa W3secTHa noj Hasea-
Huem npoekuuu Maycca-Kpiorepa. 31a pasHoyronsHas
UMNUHOPUYECKanA NnonepeyHo-kacaTenbHas Npoexkuns
annunconaa ¢ KoaUUMEHTOM nameHeHust Mmaclutaba
m_ =1. B kOHUE COpoKOBbLIX rOfoB XX BEKa WMPOKoe
NpUMEHEeHWe Halwna pasHOBWAHOCTL 3TOW NPOEKLMK
(m, = 0,9996) onpenenénHas HaseaHuem UTM (Uni-
versal Transverse Mercator).

PaHee Benucb paboTbl NO MCNONL30BAHWID KOCHIX
BAPUAHTOB LIMNMHAPUYECKUX KOHOPMHBIX NPOEKUMIA
(M. Rosenmund, M. Hotine). Bonee wupokoe npu-
MEHEeHWe HaWEnN BapuaHT aNNUNCouaansHoN opMbI
KOCOW npoekuun MepkaTtopa, coxpaHsKLwen nocto-
AHHBIA MaclwTab Boonb LEHTPaNLHON NMHK aBTOPCTBa
Hotine, nasecTHoi nog HassaHWeM yny4LleHHON KOCo
OPTOMOP(UYECKON NpoeKunn. Mcnons30BaHo ux,
Mexay NpoqMM, ANA NpeacTaBneHus M3obpaxeHun,
NONYYEeHHBIX M3 NEePBbIX CNYTHUKOB cucTemb! Landsat.
Onsa atux uenen, oaHako, bonee npurogHa Geina Gl
PaBHOYronNbLHan Kocaa UMNUHAPUYECKan KacaTtensHas
NpOEKUWA 3NNUNCOMAA, He MEHAILWAA MacwTab Boons
cnena noAcnyTHUKOBOW TpaekTopuu (M, =1), koHeuHble
maremaruyeckue (hopmynsl koTopol paspabotan J.P.
Snyder 8 1981 r. B nutepartype npeamerta oHa onpe-
faensetca HassaHwem npoekuun SOM (Space Oblique
Mercator).

Mepeeod P Toncmukosa
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