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Streszczenie

W teorii niezawodnosci podstawowym zagadnieniem jest wyznaczenie
funkcji przetrwania dla eksploatowanych obiektow, ktére sa ciagle narazone na
utratg zdatno$ci ze wzgledu na réznorakie zagrozenia. Przedstawione w tej pra-
cy metody mozna zastosowa¢ do klasy obiektéw, ktére sa zdolne odparowac
zagrozenie i to wielokrotnie zanim utraca zdatno$¢. Przyjmujemy, ze zagrozenia
systemu moga si¢ powtarzac¢, wigc mozemy mowic¢ o strumieniach zagrozen.

Rozwazamy zagadnienie aproksymacji rozkladu prawdopodobienstwa
w oparciu o funkcj¢ przetrwania obiektu technicznego narazonego na losowy
strumien zagrozen. Wprowadzamy ogdlna posta¢ funkcji przetrwania zagrozen
jak i dwa szczegétowe modele: Poissonowski i dwumianowy. W okresie eksplo-
atacji obiektu czesto trudno jest okresli¢ jego czas zdatno$ci, wigc przedstawia-
my aproksymacj¢ funkcji przetrwania i szacujemy btad tej aproksymacji.

Wprowadzenie

Wyznaczenie funkcji przetrwania dla eksploatowanych obiektéw, ktére sa
ciagle narazone na utrat¢ zdatnosci ze wzgledu na réznorakie zagrozenia, jest
zasadniczym celem badan niezawodnosciowych. Przedstawione w tej pracy
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metody mozna zastosowa¢ do klasy obiektow, ktére sa zdolne odparowac zagro-
zenie i to wielokrotnie, zanim utraca zdatno$¢. Przyjmujemy, Zze zagrozenia sys-
temu moga si¢ powtarza¢, wigc mozemy mowi¢ o strumieniach zagrozen. Po-
nadto przyjmujemy, ze zagrozenia zdatnosci obiektu z powoddéw starzeniowych
sa marginalne. Matematycznym modelem strumienia zagrozen obiektu jest ciag
zdarzen losowych o charakterze impulsowym, znanym w literaturze jako model
szokowych uszkodzen [1], [3], [4], [5].

W pracy tej rozwazamy zagadnienie aproksymacji rozktadu prawdopodo-
bienstwa w oparciu o funkcje¢ przetrwania obiektu technicznego narazonego na
losowy strumien zagrozen. Po wprowadzeniu ogdlnej postaci funkcji przetrwa-
nia zagrozen, podamy rézne modele tej funkcji, powstate w oparciu o rézne
rozklady prawdopodobienstwa wystapienia zagrozen. Poniewaz w okresie eks-
ploatacji obiektu czg¢sto trudno jest okresli¢ jego czas zdatno$ci, wigc przedsta-
wimy w tej pracy aproksymacj¢ funkcji przetrwania i oszacujemy btad tej
aproksymacji. Zasadnicze wlasnosci sformutowane sa w postaci twierdzen, kto-
re pozwalaja zidentyfikowa¢ klasg rozkladéw rozwazanych modeli funkcji prze-
trwania.

1. Formalizacja zagadnienia

Niech pi, p,,... bedzie ciagiem prawdopodobienstw zniszczenia systemu
z powodu kolejnych zagrozen. Ciag ten stanowi rozktad prawdopodobienstwa
i jest oznaczany (p, ). Z kolei komplementarny ciag (qk), gdzie g, = 1 — p; jest

ciagiem prawdopodobienstw odparowania kolejnych zagrozen. Ciagi te moga
by¢ skonczone lub nieskonczone, ale zawsze musza sumowac si¢ do jedynki.
Zauwazmy, ze wielko$¢

R = 2p, (1)
n=k+1

jest prawdopodobienstwem odparowania przez system sekwencji k poczatkowych
zagrozen, tj. prawdopodobienstwem tego, ze do k-tego zagrozenia wiacznie nie
nastapi zniszczenie systemu. Poniewaz p, > 0, wigc oczywiscie 1 = Ry= R; 2....

Matematycznym modelem strumienia zagrozen systemu jest ciag Z;, Z,,...
losowych chwil pojawiania si¢ zagrozen. Z kolei N(¢) niech oznacza proces zli-
czajacy liczbe losowych zagrozen systemu, jakie pojawia si¢ do chwili ¢ = 0.
Woéwcezas P(N(t) = k) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze do chwili ¢ obiekt
zostanie k-krotnie zagrozony zniszczeniem.

Jako podstawowa miarg bezpiecznego funkcjonowania systemu narazonego
na strumien losowych zagrozen przyjmujemy funkcje czasu okreslona wzorem:

H@)=S PIN()=k)R,, 120 2)

k=0
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Funkcj¢ t¢ nazywamy funkcja przetrwania strumienia zagrozen systemu.
Do jej wyznaczenia niezbgdna jest informacja o rozktadzie procesu N(¢) zlicza-
jacego zagrozenia oraz o zdolnosci systemu do odparowania zagrozenia w po-
staci ciagu Ry.

W ujeciu fizycznym funkcja H(¢), definiowana wzorem (2) jest prawdopo-
dobienstwem przetrwania (prawdopodobienstwem nieuszkodzenia) systemu do
chwili ¢.

Z. czysto matematycznego punktu widzenia taka funkcja przetrwania byta
rozwazana w [1], [3], [4].

2. Poissonowski strumien zagrozen

W pracy [4] autorzy badali Poissonowski model funkcji przetrwania. Niech
dla ustalonej chwili # > 0, zmienna losowa N(f) ma rozklad Poissona z parame-
trem Az, (4 > 0). Wéwczas funkcja przetrwania systemu narazonego na Poisso-
nowski strumien zagrozen ma postac:

- 13
o =Sr ) a5 3)
k=0 k!

Dla tak zdefiniowanej funkcji przetrwania zachodza nastepujace twierdze-
nia podane i udowodnione w [4], ktére dotycza przynaleznos$ci funkcji (2) do
klas rozktadow.

Twierdzenie 1. Jezeli R R 2R, dlaj, k =0, 1,..., to funkcja przetrwania

dana wzorem (3) nalezy do klasy NBU (new better than used).

Twierdzenie 2. Jezeli R, D R - >R ; dlak =0, 1.,..., to funkcja przetrwa-
j=0 Jj=k

nia strumien zagrozen dana wzorem (3) nalezy do klasy NBUE (new better than

used in expectation).

Jezeli przyjmiemy, ze w Poissonowskim modelu funkcji przetrwania roz-
ktad prawdopodobienstwa zniszczenia obiektu przy k-tym zagrozeniu jest roz-
ktadem geometrycznym z parametrem przetrwania zagrozenia ¢ = 1 — p, to
funkcja (3) przyjmie postac:

I k
H(t) = Z%equ =¥ dlar20.

k=0

W tym przypadku funkcja przetrwania strumienia zagrozen nalezy do klasy
rozktadéw wyktadniczych z parametrem Ap. Stad oczekiwany czas przetrwania
strumienia zagrozen jest rowny 1/(Ap).
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3. Twierdzenia aproksymacyjne

Dla wielu eksploatowanych systeméw technicznych prawdopodobienstwo
wystapienia okreslonej liczby zagrozen ma rozktad inny od rozktadu Poissona
lub rozktad jest wrecz nieznany. Ponadto w praktyce rozktad zdolnos$ci systemu
do odparowania strumienia zagrozen moze nie by¢ znany. Zajmiemy si¢ wigc
przypadkiem ograniczonej informacji, z jaka mamy w praktyce czesto do czy-
nienia. Mianowicie przyjmujemy teraz, ze znane sa tylko warto$¢ oczekiwana u
i 1< < oo oraz wariancja o rozktadu liczby zagrozen obiektu do jego zniszcze-
nia. Nieznany rozktad liczby zagrozen bedziemy aproksymowaé rozkladem
geometrycznym z parametrem p = 1/JL.

Zagadnienie geometrycznej aproksymacji i oceny biedu tej aproksymacji,
w przypadku gdy nieznany rozktad prawdopodobienstwa jest z klasy (D)NBUE
(discrete new better than used in expectation) podaje nastgpujace twierdzenie
udowodnione w [2].

Twierdzenie 3. Jezeli zmienna losowa o rozktadzie prawdopodobienstwa
(pn) 1 wartosci oczekiwanej f, (1<u<eo) nalezy do klasy (D)NBUE, to zachodza
nastepujace oszacowania dla g = (1 — 1/y) i dla kazdego ne N

‘Rn —¢'|<a )
gdzie
gt H0 )
24
Okreslamy aproksymujaca funkcje przetrwania postaci
H' ()= Y PIN®D =k)g" , 120,q=(1-1/) ©)

k=0

Aproksymacja taka bedzie miata sens, gdy bedziemy mogli oszacowac blad
aproksymacji funkcji przetrwania systemu strumien zagrozen, za pomoca funk-
cji aproksymujacej (6). Kolejne twierdzenie pokazuje btad tej aproksymacji.
Biad ten mozna wyznaczy¢ znajac tylko warto$¢ oczekiwang i wariancje nie-
znanego rozktadu.

Twierdzenie 4. Niech H(¢) bedzie funkcja przetrwania obiektu techniczne-
go postaci (2). Niech rozktad prawdopodobienstwa (p,) uszkodzenia systemu
przy k-tym zagrozeniu o wartosci oczekiwanej 4, (1< i <eo) i wariancji ¢ nale-
zy do klasy (D)NBUE. Wéwczas dla funkcji postaci (6) zachodzi nastgpujace
oszacowanie
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Ho—H'()|<a (7
gdzie @ dane jest wzorem (5).

Dowéd. Rozktad prawdopodobienstwa (p;) nalezy do klasy (D)NBUE stad
z twierdzenia 3 prawdziwe jest oszacowanie R - 4"l < e Badamy réznicg

H(@) —H*(t)‘ -

SPN() = k)R, - ¢")| =
k=0

<S PN =ha=a,

k=0
co konczy dowdd.

Zauwazmy, ze jezeli P(N(1) = k) jest rozktadem Poissona z parametrem Az,
to aproksymacja funkcji przetrwania strumienia zagrozen ma rozklad wyktadni-
czy

A
-Zt

H'()=e “ (8)

4. Dwumianowy strumien zagrozen

Rozwazmy przypadek, kiedy rozktad P(N(t) = k) jest dwumianowy z para-
metrami n i p. Zaktadamy przy tym, ze t€ [0, 1], tzn. jako jednostke przyjmu-
jemy catkowity czas uzytkowania systemu. W przedziale [0, 1] moze z okreslo-
nym prawdopodobienstwem wystapi¢ co najwyzej n zagrozen. Prawdopodo-
bienstwo wystapienia zagrozenia jest proporcjonalne do czasu. Tak wiec

P(N(t):k):[n](ﬁt)k(l— pt)' ™, k=0, 1,..,n, t€[0,1] 9)
k

Woéwczas aproksymujaca funkcja przetrwania strumien zagrozen przyjmuje
postaé

H ()= i("}(w)k (=P gt = i["]w)" (= i)™ = (1 ppr)'.

k=0| k k=0| k
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Pokazemy teraz przyktad, w ktérym bedziemy aproksymowac funkcje prze-
trwania systemu i szacowac blad tej aproksymacji.

Przyklad. Rozwazmy pewien obiekt techniczny, ktéry jest narazony na
strumien zagrozen. W rzeczywistych warunkach eksploatacji nie znamy rozkta-
du czasu przetrwania tego obiektu, a wigc nie mozemy poda¢ dla niego funkcji
przetrwania. Mozemy jedynie oceni¢ warto$¢ oczekiwang i odchylenie standar-
dowe rozktadu prawdopodobienstwa uszkodzenia urzadzenia przy k-tym zagro-
zeniu, a mianowicie ¢ = 1,2; o= 0,1. Zmienna losowa okreslajaca liczbg zagro-
zen, na jakie jest narazony obiekt do chwili ¢, ma rozktad dwumianowy BI(n, p )
z parametrami n = 4, p=0,9. Natomiast zmienna losowa okreslajaca numer

zagrozenia niszczacego, w ktérym nastapilo uszkodzenie rozwazanego obiektu
bedziemy aproksymowaé rozktadem geometrycznym GE(p), gdzie p = 1/u =
= 0,83. Aproksymujaca funkcja niezawodnosci przyjmie postac:

H (1)=(1-0.75t)", [0, 1].
Blad tej aproksymacji, zgodnie z twierdzeniem 4, wynosi o = 0,096.

Podsumowanie

W pracy zdefiniowana zostata funkcja przetrwania strumienia zagrozen, na
jakie jest narazony system w trakcie eksploatacji. Modelem strumienia zagrozen
obiektu jest ciag zdarzen losowych. Przedstawione metody mozna zastosowac
do klasy obiektéw, ktére sa zdolne odparowaé zagrozenie, i to wielokrotnie,
zanim utraca zdatno$¢. W szczegdlnosci zwrécono uwage na Poissonowski
strumien zagrozen, dla ktérego przytoczone zostaty dwa twierdzenia o dyskret-
nych klasach rozktadow.

Szczegdlna uwaga zostata zwrdcona na zagadnienie aproksymacji funkcji
przetrwania obiektu technicznego narazonego na losowy strumien zagrozen przy
informacji ograniczonej tylko do wartosci oczekiwanej i odchylenia standardo-
wego wystapienia zagrozenia. W praktyce w czasie eksploatacji obiektu czgsto
trudno jest wyznaczy¢ jego funkcje przetrwania, wigc przedstawiona w tej pracy
aproksymacja tej funkcji oraz oszacowanie bledu tej aproksymacji moze mieé
praktyczne zastosowanie.
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Survival function of the sequence of risks and its approximation
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Summary

In the theory of reliability, a basic topic is determining the survival function
of exploited objects. We assume that these objects are constantly exposed to the
loss of ability because of various dangers. Methods presented in this publica-
tion can be applied to an object that is able to repel the danger many times be-
fore it loses its usefulness. We suppose that the danger to the system can repeat
many times, which is “the sequence of risks.” The technical object is exposed to
a random sequence of risks, and we consider the problem of the approximation
of the lifetime probability distribution based on the survival function. We intro-
duce a general form of the survival function in the context of a sequence of risks
and two particular models: the Poisson and binomial model. In the time of ex-
ploitation the object, it is very difficult to find the lifetime distribution, so we
introduce an approximation of the survival function, and we estimate the error
of this approximation. It can be very useful in practice.





