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STOCHASTYCZNY MODEL BEZPIECZENSTWA
OBIEKTU W PROCESIE EKSPLOATACJI
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Streszczenie

Teoria proceséw stochastycznych dostarcza pojecia i twierdzenia umozli-
wiajace matematyczny opis i analize réznych aspektow funkcjonowania syste-
méw, a w tym aspektu bezpieczenstwa. W pracy jest przedstawiony przyktad
modelu procesu eksploatacji obiektu w aspekcie bezpieczenstwa. Modelem jest
proces semimarkowski o skonczonym zbiorze standw. Teoria proceséw semi-
markowskich pozwala okresli¢ parametry i charakterystyki bezpieczenstwa.

1. Model procesu eksploatacji

Skonstruujemy stochastyczny model procesu eksploatacji o kolejno reali-
zowanych dziataniach elementarnych, przyjmujac zatozenie, ze mozliwe sg zda-
rzenia powodujace na kazdym etapie zagrozenie bezpieczenstwa obiektu oraz
mozliwe jest fatalne zdarzenie powodujace fatalne przerwanie procesu eksplo-
atacji (awaria, katastrofa), zaklécenie kazdego dziatania elementarnego i moz-
liwa jest awaria obiektu.
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1.1. Opis i zatozenia

Rozwazmy proces eksploatacji o r réznych kolejno realizowanych dziata-
niach elementarnych. Dziatanie elementarne oznacza tu realizacj¢ okreslonego

zadania. Czas wykonania i-tego zadania, ¢ = 1,2, ..., jest nieujemna zmienna
losowa &;, @ =1,2,...,r orozktadzie okre§lonym przez dystrybuantg
t
B0 = P& <) = [ fi@de, i=1,...or 1)

gdzie fi(z), © >0 jest gestoScia w szerszym sensie rozktadu zmiennej loso-
wej &, i=1,2,....r

Zakladamy, ze proces eksploatacji na kazdym etapie moze by¢ zaktécony
przez zdarzenie powodujace zagrozenie bezpieczenstwa obiektu. By nie kompli-
kowa¢ modelu, przyjmujemy, ze co najwyzej jedno takie zdarzenie moze nasta-
pi¢ w kazdym stanie eksploatacyjnym. Przyjmujemy, ze czas liczony od chwili
rozpoczecia i-tego etapu procesu eksploatacji do chwili tego zdarzenia jest nie-
ujemng zmienng losowa v;, ¢ = 1,...,r o rozkladzie wyktadniczym okreslo-
nym przez dystrybuantg.

Plri<t)y=1—e ™ i=1,...,r (2)

Zazegnanie zagrozenia i kontynuowanie eksploatacji w i-tym stanie trwa
przez czas (;, ¢ = 1,...,r , ktory jest nieujemna zmienna losowa o rozkta-
dzie okreslonym przez dystrybuantg

t
P(¢; <t)=H;(t) = / hi(z)dx, i=1,...,r 3)

0

W wielu przypadkach mozna przyjaé, ze

G=1[&—wvily, i=1,..7r 4)

€O oznacza, ze
Hi(t) = P(G < t) = P(& —vi <t &G > i) =
ff aje” Y fi(x)dx dy
ff ae= Y fi(x)dx dy
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gdzie
D={(z,y): ©20,y>20,0<x—y<t, x>y}
E={(z,y): >0,y>0, 2>y}

Zamieniajac catki podwdjne na iterowane otrzymujemy

7° i V[ Fy(y + 1) — Fy(y)dy
Hz(t) = (5)

:f i [l — Fy(y)] dy

Jezeli niebezpieczenstwo obiektu w i-tym stanie nie zostanie zazegnane, to
proces eksploatacji jest kontynuowany do chwili zdarzenia przerywajacego eks-
ploatacje (do chwili awarii lub katastrofy). Czas trwania i-tego zakt6conego
etapu procesu eksploatacji liczony od chwili zaktécenia do chwili fatalnego
zdarzenia jest nieujemna zmienng 7);, ¢ = 1,--- ;7 o rozktadzie okreslonym
przez dystrybuante

Pi<t)y=1—eMt i=1,...,r (6)

Zakladamy, ze proces eksploatacji jest cykliczny. Przyjmujemy réwniez,
ze zmienne losowe &, 7;, v, (i, ¢ =1,...,r sa wzajemnie niezalezne,
a kazdy cykl eksploatacji jest generowany przez ich niezalezne kopie.

1.2. Konstrukcja modelu

Budowg modelu zaczynamy od okreslenia stan6w:
i, (i =1,...,m)— stan eksploatacyjny (etap procesu eksploatacji),
i+r, (i=1,..,7)— stan zagrozenia bezpieczenstwa w i-tym stanie eksplo-
atacyjnym,
2r 4+ 1 — stan przerwania procesu eksploatacji (stan awarii, katastrofy).

Przy powyzszych zatozeniach proces opisujacy eksploatacje obiektu
w aspekcie bezpieczefistwa jest procesem semimarkowskim { X (¢) : ¢ > 0}
o zbiorze stanéw S = {1, 2,..., 2r, 2r + 1}. Graf zmian stanéw tego procesu
dla r=4 jest przedstawiony na rysunku 1.

Skonstruowanie stochastycznego modelu polega na okresleniu jadra proce-
su

Q(t) =[Qi;(t) : i,j € S,
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gdzie
Qij(t) = P(X(Tn-f—l) = jv Tn+1 — Tn < t|X(7'n) = l)

oznacza prawdopodobiefnstwo zmiany stanu z i na j W czasie nie wigkszym
niz t.

1

O

A\ 4
@

OB

//@'\é>

Rys. 1. Graf zmian stanéw procesu eksploatacji

Zdefiniujemy najpierw prawdopodobienstwa przejscia ze stanu ¢ do
stanu j=i+1 w czasie nie wigkszym ¢, dla i =1,...,r — 1.

Qiit1 (t) = P(£L <ty > gl) =

_ é / Qie™ Y f(z)dx dy

D={(z,y): >20,y>0, z<t, y>ux}

gdzie

Stad otrzymujemy

t
Qiit1(t /fl )dx /a e”“Ydy = /e_a“rfl x)dx 7
0

Podobnie

t 0 t

@il = [ fo(w)ts /ady - /'e-ar“*.mar)dav ®)

0 x 0
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Dla ¢ =1,...,r mamy
t
Qiitr (t) =Pv; <t, 1, < &) = /oz,;e_“““[l — Fi(u)]du )
0
Dla ¢ =1,...,7r—1 oraz t > 0 mamy
t
Qitrit1(t) = P(G < tmi > G) = /(fA “hi(x)dx  (10)
0
Podobniedla ¢t > 0
t
Qar1(t) = P(G < tni > () = /6”“”/’1/7~(w)dw (11)
0

Dla +=1,...,r mamy oraz t >0

t

Qitrory1(t) = P(n; <t, G >n) = />\zt ML — Hi(z)ldz  (12)

0

2. Model procesu eksploatacjidlar =3

Dla r = 3 graf zmian standéw procesu jest przedstawiony na rysunku 2.

ONE Y,

Rys. 2. Graf zmian stanéw procesu eksploatacji dla r=3
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Jadro procesu ma postaé

0 Qu2(?) 0 Qu(?) 0 0 0
0 0 Q23(t) 0 Q25 (t) 0 0
Qzi(t) 0 0 0 0 Q@s(t) O
Q(t) = 0 Q) O 0 0 0 Qar(t) [(13)
0 0 Qs(t) 0 0 0 Q@s7()
Qe(t) 0 0 0 0 0 Qerl(t)
L 0 0 0 0 0 0 Qult) ]
gdzie niezerowe elementy okres§lone sa wzorami (7) — (12).
Funkcja
GL<t) = P<7—n+1 t|X Tn = Z Z ng (14)
j€s
jest dystrybuanta rozktadu zmiennej losowej 7; , ktdra oznacza czas trwania
stanu i bez wzgledu na to, jaki bedzie nastepny stan procesu.
Korzystajac z tego wzoru oraz wzoréw (7), (8) dla i=1, 2, 3, mamy
t t
Gi(t) = /e_(” Yfi(x)dr + /a,l;e_(” 1 — Fi(z)]dx
0 0
Catkujac przez czgsci pierwszy sktadnik tej sumy, otrzymujemy
t. t
Gi(t) = e“'Fy(t) + / aje” YU E(r)dre + /al TYE = Fi(x)]dx
0 0
Ostatecznie
Gi(t)=1—e“"1=F()], i=1,2,3 (15)

W ten sposéb otrzymalismy dystrybuanty rozktadu zmiennych losowych
T, =min(&, v;), i=1,2,3 (16)

Wartosci oczekiwane tych nieujemnych zmiennych losowych obliczamy,
korzystajac ze wzoru
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E(ﬂ):/[1—Gi(t)]dtz/eait[l—ﬂ(z&)]dt, i=1.2.3 (7

podobnie dla stanéw 4,5,6 mamy

Giys(t) =1 — ™M1 — Hy(t)], i=1,2,3 (18)
B(Tian) = [[1= Gttt = [ &= B0t i=1.2.3 (9)
0 0

Macierz prawdopodobienstw przejscia wlozonego tancucha Markowa ma
postaé

0O p2 0 pygu O O O

0 0 pa3 0 ps 0O O
psi 0 0 0 0 pgp O (20)

P = 0 pi O 0 0 0 pyr

0 0 pss 0O O 0 ps

psi 0 0 0 0 0 per

0 0o 0o 0 0 0 1 |
gdzie

pij = lim Q;; (t) (21)

Biorac pod uwage wzory (7) — (12), otrzymujemy

o

P12 = /e_alrfl(ﬂﬁ)d% pra=1-pi
0
oo

P23 = /e_a”fz(x)d% P25 =1 — pa3
0
0

P31 = /e_a”fs(ﬂ?)di’?» p3s =1 —pa1
0
oo

Pao = /6_)\1 $]11(17)d$7 Pa7 = 1 — P42
0
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oo

P53 = /e_A“h/z(fU)dfCa ps7=1—ps3

Pe1 = / e hy(x)dr, per =1 — per
0

3. Charakterystyki i parametry bezpieczenstwa

Niektére charakterystyki i parametry procesu SM w rozpatrywanym mo-
delu sa wielkosciami charakteryzujacymi bezpieczenstwo obiektu w procesie
eksploatacji. Funkcja

Qiu(t) = P(O©4 <t| X(0)=14),t>0 (22)

jest dystrybuanta rozkladu zmiennej losowej ©;4 oznaczajacej czas pierw-
szego przejécia procesu SM {X(t) : t > 0} ze stanu i € A’ do podzbioru sta-
néw A. Z twierdzen przedstawionych w pracach [Koroluk & Turbin (1976)],
[Silvestrov (1980)], [Grabski (2002)] wynika, ze przy pewnych zalozeniach
ktére przedstawiony tu model spetnia, transformaty Laplace’a — Stieltjesa dys-
trybuant rozktadéw zmiennych losowych ©,4 spetniaja uktad réwnan linio-
wych, ktéry w zapisie macierzowym ma postac

(I — @1 (5)) @arls) = b(s) (23)
gdzie
I=[0;:ij€A]
Q. (s) = [qi(s) : i,j € AT
@a(s) = [pia(s): i€ AT quj cie AT

JEA

(}ij(s) = /0 G_St(lQij(t). QbiA(S) = /(; €_Std@iA(t),

s . . . . . / . . ’
Warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej ©;4, ¢ € A mozemy obliczy¢ na
wiele sposobdw. Jeden z nich polega na rozwiazaniu uktadu réwnan liniowych,
ktéry w notacji macierzowej ma postaé

I-P,)®,=T,, (24)
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gdzie
P,o=[p;:i,j€A], Oy =[EOw):icAl, Ty=[ET):icA]"

W naszym przypadku zmienna losowa ©;4 gdzie ¢ =1oraz A= {7}
oznacza czas bezpiecznej eksploatacji obiektu . Funkcja

S(t)=P(O©17 >t)=1—d7(t), t=0 (25)
jest funkcja bezpieczenstwa obiektu. Jej wartos¢ w chwili ¢ jest prawdopodo-

bienstwem bezpiecznej eksploatacji w tej chwili. Transformatg Laplace’a tej
funkcji otrzymujemy, korzystajac ze zwiazku

S(s) = 1_"%”(‘9) (26)

Przykiad 1.

Przyjmijmy w modelu dla r =3
F(t)=1-¢"" t>0, i=1,2,3
oraz zatozenie (4). Wowczas
Hi(t)y=1—¢e"" t>0, i=1,2,3

Wtedy, korzystajac ze wzordéw (7) — (12) otrzymujemy niezerowe elementy
jadra procesu

Q12 (t) = ozlk-cl—l o (1 - e—(a1+m)t> Qua (1) = al(ilm (1 _ 6—(a1+51)t>
Fas (7) = 0422?/‘62 <1 B 6_(@2%2”) @z (1) = a;’f Ko (1 B 6_(a2+52)t>
Qa1 (1) = Oéglfﬁg (1 — @—(a3+n3)t> Qs (1) = ag(fﬁg (1 _ 6—(a3+f:3)t>
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_ K2 ~(Aatra)t N ~(Aatra)t
s3(t) = 1 — e (atne t) = 1—
Qg() /\2+H2< ¢ ) Q57() /\2+H2( € )
_ K3 —(A3+r3)t _ A3 —(A3+k3)t
1() = 1-— 3TR3 t) = 1-—
Q61( ) A3 + K3 ( € > Q67( ) A3 + K3 ( € >

Z postaci tych funkcji wynika, ze {X (¢) : t > 0} jest procesem Markowa.

Transformaty Laplace’a-Stieltjesa tych funkcji maja postac

fia(s) & a(s) -1

§) = ———M— §) = —————
n2 startr S+ a1+ f
- R2 ~ (0%)

§) = ———— §) = ———
QZ3< ) S+ ag + Ko Q%( ) S+ ao + Ko
- R3 - Qs

S) = —— S)=m——+
qs1() S+ a3 + K3 q‘%() s+ az + K3
N K1 N A1

§) = ———— §) = —————
Q42( ) S+ K1+ M Q47( ) S+ K1+ M
- K2 N A2

§) = ———— §) = ————
%3( ) S+ ko + Ao %7( ) S+ ko + Ao

- _ K3 . _ N
q61(3)_s+h'3+)\3 q67(s)_s+/1-|—)\3
Dla
A =0.01, X =0.01, X3=0.01
a; =0.08, ay=0.06, «a3=0.04
k1 =186, Ko =294, k3=0.94

transformata Laplace’a ggstosci rozktadu czasu bezpiecznej eksploatacji wynosi

0.0008(2.16791 + 5)(4.67947 + 5)(2.64379 + 2.427635 + 52)
0.000370008 + 5)(0.98987 + s)(1.95016 + s)(3.00973 + 5)(9.98083 + 5.73987s + 52)

¢r17(s) = (

Gestos¢ p17(t), t > 0 otrzymujemy jako transformatg odwrotna do @17(s)
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@17(t) = 0.000435118¢ 3009731 4 0.000158453¢ 1970164
—0.000418903¢~0-98987t 1 (.000370123¢ ~0-000370008¢
+ 286994 0.00054479 cos(1.32072¢) + 0.000333576 5in(1.32072¢)], ¢ >0

Wykres tej funkcji jest przedstawiony na rysunku 3.

el
0.00035 |
0.00030 |
0.00025 |
0.00020 |
0.00015 |
0.00010 |
0.00005 |

L Il L L L Il L L L Il L L L Il L L L 1 t
2000 4000 6000 8000 10000
Rys. 3. Ggstos¢ rozktadu czasu bezpiecznej eksploataciji

Funkcja bezpieczenstwa ma posta¢

S(t) = 0.00014457 ¢=3:00973t 4 00000812514 ¢~ 1:95016¢
_0‘000423196_0'9898” + 1.00031 6—0.00037000815
+ e~ 286994[_0.000112511 cos(1.32072 ) 4 0.000168008 sin(1.32072¢)], ¢

S

10 |

WV
)

08 |
06 |
04

02}

L Il L L L Il L L L Il L L L Il L L L 1 t
2000 4000 6000 8000 10000

Rys. 4. Funkcja bezpieczenstwa
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Oczekiwany czas bezpiecznej eksploatacji wynosi F/(©17) = 2703.48.

Przyklad 2.
Przyjmijmy w modelu dla r=3

0 dla t<¢
Fi(t) = = =1,2,3
() {1 for t>¢ @ T 07
To oznacza, ze czas wykonania i-tego zadania jest zdeterminowany
i wynosi ¢;.

Hi(t)=1—¢e"" t>0, i=1,2,3

Korzystajac ze wzoréw (7) — (12), otrzymujemy niezerowe elementy jadra
procesu

0 dla t<
Qu2(t) = { e~ dla t>c¢

_ (1 — e_alt) dla t<
Q14(t) - { (1 — e cl) dla t> c1

[0 dla t<ce
Q23(t) = { e=@2  dla t>c
B (1 _ e—a2t) dla t< e
Qas(t) = { (1—e™@2e2) dla > c

[0 dla t<ecs
Q31(t) = { em@c dla t>c
[ (1—et)  dla t<es
Qs6(t) = { (1—e 23¢) dla t>cs

= h1 _ o= (Mtr1)t — >\1 o —(Mtrk1)t
Qaz(?) A1+ k1 (1 ‘ ) Qua(l) A1+ K1 (1 ¢ >

Qs3(t) = /\2/1252 (1 _ e—(A2+m)t> Qsr(t) = A2 <1 . 6—(A2+ﬁ~2)t>

= R3 _ o~ (A3+r3)t — >\3 ~ _—(A3+k3)t
Qe1(1) s+ 1 (1 e ) Qo7 (1) (1 e >
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W tym przypadku mamy

[ee]

P12 = /e_alxdFl(l“) =e M puy=1l-eM
0

o0

Pag = /e_a”sz(:U) =e M2 pos = 1 — e 22
0
o

P31 = /e_a”ng(;v) = 3 p3g=1—e 33
0

_ R1 . /\1
p42_)\1+h31 p4’_/\1+/i1
k2 A
pog_)\Q‘l‘/‘ﬁQ p5’_)\2+f€2
K3 A3
p61_)\3+/i3 pGI_)\3+/i3

E(h) = L (I—e ™) E(D) = 1 (L—e ) B(T3) = S (1—e03)

1 o as
1 1 1
( 4) A1+ K1 ( 5) Ao + Ko ( 6) A3 + K3

Rozwiazujac réwnanie (24) dla tych samych wartosci parametréw oraz

1 1
ci=—, ¢=—, j=3+i, i=123,
Kj K?j

otrzymujemy warto$¢ oczekiwana czasu bezpiecznej eksploatacji

E(©17) = 2701.19.

Jak wida¢, oczekiwany czas bezpiecznej eksploatacji mato sig rézni od cza-
su eksploatacji w przypadku, gdy czasy realizacji okreslonych zadan miaty roz-
ktady wyktadnicze o identycznych wartosciach oczekiwanych.

Podsumowanie

Analityczne metody badania bezpieczenstwa w procesie eksploatacji urza-
dzen wymagaja tworzenia matematycznych modeli umozliwiajacych oceng pa-
rametrOw i charakterystyk bezpieczenstwa. Dogodny aparat matematyczny mo-
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delowania proceséw eksploatacji w aspekcie bezpieczenstwa stwarza teoria
procesow semimarkowskich. Skonstruowanie procesu semimarkowskiego jako
modelu procesu eksploatacji polega na okresleniu jadra procesu oraz rozkladu
poczatkowego. Dzigki twierdzeniom teorii procesow semimarkowskich mozliwe
jest znalezienie rozktadu czasu bezpiecznej eksploatacji oraz parametréw tego
rozkladu, takich jak warto$¢ oczekiwana i odchylenie standardowe.
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Stochastic model of safety system operation
Key words
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Abstract

To describe the safety evolution of the system, we constructed a Semi-
Markov process by defining the states and the renewal kernel of that one. In our
model, the time of the safety system operation is represented by a random vari-
able that denotes the first passage of time from the given state to the subset of
states. Appropriate theorems from the Semi-Markov processes theory allow us
to calculate the safety function and the mean time of the safety operation.





