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Streszczenie

W pracy przedstawiono tréjparametrowy model czasu zdatnosci systemu
technicznego narazonego na dwa typy zagrozen. Do pierwszego typu zagrozen
naleza wszelkie zagrozenia incydentalne, a do drugiego tak zwane zagrozenia
starzeniowe. Motywacja do napisania tej pracy byla wilasnie idea potaczenia
badan tych dwoch typéw zagrozen, z jakimi mamy czesto do czynienia w prak-
tyce, zwlaszcza w kontekscie systemdéw technicznych.

Celem pracy jest wskazanie alternatywy dla masowo stosowanego rozkladu
Weibulla w badaniu czaséw zdatno$ci systeméw. W punkcie 1 opisano tréjpa-
rametrowy model, zdefiniowany jako minimum dwoéch zmiennych losowych.
Uzasadniono zaréwno potrzebg wprowadzenia tego modelu, jak i jego przewage
nad dotychczasowym sposobem modelowania czasu zdatno$ci systemu.
W punkcie 2 przedstawiono podstawowe charakterystyki funkcyjne i liczbowe
wprowadzonego modelu zdatnosci systemu. Ponadto obliczono wptyw parame-
tréw, dla réznych kombinacji ich warto$ci, na ustalenie przyczyny utraty zdat-
nosci systemu.
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Wprowadzenie

Swiadomo$¢ réznorakich zagrozen i skutkéw, jakie niosa ze soba wytwory
cywilizacji technicznej, jest warunkiem koniecznym przeciwdzialania im, nie
tylko w fazie eksploatacji tych wytwordw, ale juz w fazie formutowania potrze-
by ich projektowania. Badania obejmujace proces uszkadzania obiektu tech-
nicznego i wywolywanych skutkéw sa wazne zaréwno ze wzgledu na bezpie-
czenstwo ich uzytkownikéw lub operatoréw, jak i ponoszonych strat ekono-
micznych oraz zagrozen srodowiskowych.

Przedstawiona metoda modelowania czasu zdatno$ci systemu znana jest
z literatury pod nazwa metody rywalizujacych zagrozen [2]. Badamy system, dla
ktérego mozna wyrézni¢ wiele réznorodnych zagrozen mogacych spowodowac
utrat¢ jego zdatno$ci. Wyrdznione zagrozenia systemu dzielimy na dwa typy.
Do pierwszego typu zagrozen zaliczamy wszelkie zagrozenia zewngtrzne oraz te
wewngetrzne, ktore sa niezalezne od czasu eksploatacji systemu. Zagrozenia te
nazywamy zagrozeniami incydentalnymi. Z kolei zdarzenia, ktére sa zréditem
zagrozen zaleznych od czasu eksploatacji systemu, tj. z takich powoddéw, jak:
docieranie, zuzywanie si¢, zmiany fizykochemiczne lub zmgczeniowe materiatu
itp. zaliczamy do drugiego typu zagrozen. Ten typ zagrozen nazywamy zagroze-
niami starzeniowymi.

W pracy podajemy model i jego charakterystyki niezawodnosciowe dla sys-
temow, ktdre wymagaja uwzglednienia obydwu typdw zagrozen. W szczegdlnosci
w punkcie 1 wprowadzony zostal tréjparametrowy model czasu zdatnosci takiego
systemu. Przeglad literatury wskazuje, ze zagadnienie rywalizujacych zagrozen
uwzgledniajace jednocze$nie wyrdznione dwa typy zagrozen nie byto dotychczas
przedmiotem badan, mimo ze problem ten wydaje si¢ wystgpowaé w sposéb natu-
ralny i by¢ do§¢ powszechny. W punkcie 2 wyznaczone zostato prawdopodobien-
stwo przyczyny utraty zdatno$ci ze wzgledu na parametry charakteryzujace typ
zagrozen systemu. Zinterpretowane zostaly parametry modelu oraz wyznaczona
zostata podstawowa charakterystyka niezawodno$ciowa, tj. oczekiwany czas zdat-
nosci systemu opisanego trdjparametrowa rodzing rozktadéw.

Wprowadzony w tej pracy model zdatno$ci moze by¢ zastosowany, na
przyktad, w analizie uszkodzenia samochodu osobowego. Najczgstsze przyczy-
ny awarii samochodéw mozna podzieli¢ na te, ktére charakteryzuja si¢ stala
albo zmienna intensywno$cia uszkodzenia. Naleza do nich miedzy innymi
uszkodzenia: komponentéw elektronicznych, kondensatoréw, reflektoréow, ele-
mentéw tlumiacych drgania (resory, wklady gumowe), elementéw pdtprzewod-
nikowych, akumulatora, tozysk, tarcz. Jesli przyczyna uszkodzenia samochodu
jest utrata zdatnosci opony, to modelem czasu zdatno$ci tego elementu moze
by¢ réwniez trdjparametrowy rozktad uwzgledniajacy zaréwno mozliwo$¢ utra-
ty zdatnosci opony z powodu zuzycia eksploatacyjnego, jak i gwaltownego
uszkodzenia mechanicznego.
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1. Tréjparametrowy model czasu zdatnoS$ci systemu

Niech T oznacza losowy czas zdatnosci systemu. Utrata zdatno$ci nastepuje
w wyniku jednego zdarzenia, sposréd wszystkich zdarzen zagrazajacych oby-
dwu typéw. Modelem przetrwania incydentalnych zagrozen jest jednoparame-
trowa rodzina rozktadéw wykladniczych, charakteryzujaca si¢ wtasno$cia braku
pamigci. Rodzina ta jest oznaczana EXP(A).

Funkcja przetrwania (zwana niezawodnos$cia) S: R,—[0, 1] okre$lona jest
wzorem S(¢) = P(T > t). Funkcja ta jest podstawowa miara bezpieczenstwa sys-
temu, okre$lonego jako prawdopodobienstwo utrzymania stanu zdatno$ci w cza-
sie [0, 7].

Funkcja przetrwania dla rodziny rozktadéw wyktadniczych dana jest wzo-
rem:

Sy(t; ) =exp(=A),t>0 (1)

gdzie A > 0 jest odwréconym parametrem skali. Zagrozenia incydentalne nie sa
spowodowane procesami starzeniowymi systemu, a ich przyczynami moga by¢
zdarzenia wywotlane czynnikami zewnetrznymi lub specyficznymi wewngtrz-
nymi, wynikajacymi z btedéw konstrukcyjnych lub operatorskich. Modelem
przetrwania systemu zagrozen starzeniowych jest dwuparametrowa rodzina
rozktadéw Weibulla W(A, B), ktérej funkcja przetrwania dana jest wzorem:

Sy (112, B) =expl—(Ar) ). 12 0 @)

gdzie 4 > 0 jest odwréconym parametrem skali, a > 0 parametrem ksztattu.
Rozktad Weibulla dla S < 1 jest modelem uszkodzenia systemu w okresie jego
docierania, a dla > 1 w okresie dojrzatej eksploatacji. Funkcja ryzyka, zwana
rowniez intensywnoscia uszkodzenia systemu, w tym przypadku zalezy od czasu
eksploatacji systemu. Funkcja ta dana jest wzorem:

hy (14, B) = AB(A )" 3)

W szczegblnym przypadku, tj. dla S = 1 otrzymujemy réwnos$¢ W(4, 1) =
= EXP(A). Dane dotyczace eksperymentéw niezawodno$ciowych systemu tech-
nicznego czgsto stuza do estymacji parametréw weibullowskiego modelu czasu
jego zdatnos$ci. Podstawowy problem dotyczy wdéwczas zbadania prawdziwosci
hipotezy £ = 1, przeciw jednej z hipotez alternatywnych f < 1 — system jest
w fazie docierania lub # > 1 — system starzeje sig.
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Uwzgledniajac oddziatywania zewngtrzne na system, nie mozemy wyklu-
czy¢ zagrozeh incydentalnych, ktére moga pojawi¢ si¢ w okresie starzeniowym
systemu. Jezeli zagrozenia incydentalne oraz zagrozenia starzeniowe, objawia-
jace sig rosnaca intensywnoscia utraty zdatnosci, wystgpuja razem, to w badaniu
bezpieczenstwa takiego systemu nie mozemy pomija¢ jednego typu zagrozen na
rzecz badania tylko drugiego typu. Zauwazmy, ze dotychczas, jezeli zdiagnozo-
wany zostal proces starzeniowy systemu, to dalsze wnioskowanie statystyczne
zwykle bylo czynione na podstawie rozkladu Weibulla. Oczywiscie, takie
upraszczajace zatozenie jest czasami wystarczajace. Niemniej istnieje wiele
przypadkéw, w ktérych zaniedbanie uszkodzen incydentalnych w okresie sta-
rzeniowym systemu moze by¢ przyczyna powaznych obciazen we wnioskowa-
niu statystycznym, dotyczacym badania czasu przetrwania zagrozen przez ten
system. Przeciez nawet wtedy, kiedy procesy starzeniowe pozostaja najczestsza
przyczyna utraty zdatno$ci, incydentalne zdarzenia moga pojawia¢ si¢ z do$¢
duzym prawdopodobienstwem. Stad bardziej realistycznym sposobem modelo-
wania czasu zdatno$ci jest rozwazenie modelu rywalizujacych zagrozen, ktory
uwzglednia jednocze$nie zagrozenia starzeniowe i incydentalne.

Koncepcja modelu jest oparta na prostych zatozeniach. Po pierwsze przyj-
mujemy, ze czas T zdatno$ci systemu jest funkcja zmiennych losowych postaci:

T=min{E, W} “4)

gdzie E jest zmienng losowa o rozktadzie EXP(A,), a W zmienna losowa o roz-
ktadzie W(A,, f), dla > 1. Po drugie przyjmujemy, ze zmienne losowe E i W sa
niezalezne. Przy przyjetych zatozeniach rozktad zmiennej losowej T nalezy do
tréjparametrowej rodziny rozktadéw, ktéra oznaczamy T(A;, Ay, ).

Jak juz bylo zasygnalizowane, celem tej pracy jest pokazanie mozliwosci
zastosowania rodziny rozktadéw T(A;, A, /) zamiast rodziny W(A,, B). W roz-
wazaniach pozostawiliSmy alternatywg S > 1, przyjmujac, ze eksploatowane
systemy sg juz dotarte i wyeliminowane zostaty wszystkie wczesne zagrozenia.

Stosowanie modeli rywalizujacych zagrozen jest znane w literaturze. Teo-
ria rywalizujacych zagrozen jest ujmowana na o wiele bardziej wyszukanym
poziomie niz wprowadzona w tej pracy rodzina rozktadéw T(A4;, 4, p) {zob.
[4]}. Ale rodzina rozktadéw T(A;, A, ) zastuguje na specjalne zainteresowanie,
poniewaz jest jednym z najprostszych i jednocze$nie najpraktyczniejszym i naj-
bardziej intuicyjnym tréjparametrowym modelem rywalizujacych zagrozen.

2. Podstawowe charakterystyki trojparametrowego modelu

Do podstawowych charakterystyk funkcyjnych czasu 7" zdatnosci systemu
naleza: intensywno$¢ zagrozenia hy, funkcja przetrwania Sr i ggsto$¢ prawdopo-
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dobienstwa fr. Rozwazania prowadzimy dla 7 > 0 oraz dodatnich parametréw A,
A, f. Intensywno$¢ zagrozenia systemu jest suma intensywnosci zagrozen
z obydwu powodéw, tj. hr(t; A, Ay, B) = hi(t; A1) + hylt; Ay, P), czyli

hy (64, A B) = 4 + L B(Ast V! )

Funkcja przetrwania systemu obydwu typdw zagrozen przyjmuje postac:

Syt 4. 2o B) =expl- At — (1)) (©)

Stad gestos¢ prawdopodobienstwa losowego czasu zdatnosci 7+

Fr @20, 20, 8 = (4 + B4t Jexple At - (4,1)) %)

Przyczyna utraty zdatnosci systemu bedzie zdarzenie incydentalne tylko
wtedy, gdy £ < W, tj. gdy T = E. W przeciwnym przypadku przyczyna utraty
zdatnosci systemu bedzie zdarzenie o podtozu starzeniowym. W analizie danych
dotyczacych czaséw zdatnosci, ze wzgledu na parametry A, i 4,, szczegdlna role
odgrywa przypadek dla B = 2. Dla tego przypadku wyprowadzone zostaty for-
muty do wyznaczania prawdopodobienstw przyczyny utraty zdatnosci i funkcja
tworzaca momenty zmiennej losowej T. Prawdopodobienstwo, ze przyczyna
utraty zdatno$ci systemu bedzie zdarzenie incydentalne dane jest wzorem:

_ANz_ (& A
P(E<W)= ZTexp(T/ﬁJerf{E] (8)

gdzie erfc(x) jest funkcja specjalna, zwana w teorii prawdopodobienstwa uzu-
petniajaca funkcja btedu Gaussa. Funkcja ta zdefiniowana jest nastgpujaco:

erfe(x) :%Texp(—uz)du 9)

Przyklad. Na podstawie danych dotyczacych awarii samochodéw osobo-
wych pewnej marki, zgtaszanych do stacji serwisowych, oszacowane zostalty
parametry A; i A, [1/rok] tréjparametrowego modelu (dla S = 2). Estymacja zo-
stala dokonana tylko na podstawie dwdch typéw uszkodzen, tj. incydentalnych,
dla ktérych A; = 1 oraz starzeniowych, dla ktérych 4, = 2. Dla tych danych ge-
sto$¢ prawdopodobienstwa (jednostka jest 1 rok eksploatacji) czasu zdatnosci
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samochodu przyjmuje postaé: fr (7; 1, 2, 2) = (1 + 8¢) exp(—t — 47>), natomiast
prawdopodobienstwo, ze do stacji napraw trafi auto z uszkodzeniem incydental-
nym sprowadza si¢ do obliczenia wartosci funkcji P(E < W) = (N1/4)
exp(0,0625) erfc(0,25) = 0,34126, gdzie odczytana z tablic uzupetniajaca funk-
cja bledu Gaussa erfc(0,25) = 0,72367. Obliczone ze wzoru (8) prawdopodo-
bienstwa utraty zdatno$ci systemu z powodéw incydentalnych, jako réznych
wariantow funkcji ilorazu A,/A;, sa zestawione w tabeli 1.

Tabela 1. Prawdopodobienstwa utraty zdatnosci systemu

Ll A 0,1 0,2 0,5 1 1,5 2 5 10

P(E<W) 0,98 0,93 0,75 0,54 0,42 0,34 0,15 0,08

Whioski z przedstawionych w tabeli prawdopodobienstw sa intuicyjnie
oczywiste. Widzimy, ze jezeli A, < A, to dominujace staja si¢ zagrozenia incy-
dentalne, co w praktyce przeklada si¢ na potrzebe zwigkszenia zabezpieczenia
modelowanego obiektu przed tego typu zagrozeniami. W przypadku rozwaza-
nych samochoddéw sa to: kolizje, stluczki uliczne, wlamania z uszkodzeniami,
awarie urzadzen kontrolnych, zta praca silnika, wymuszone wezwanie na prze-
glad techniczny.

Do wyznaczenia oczekiwanego czasu zdatno$ci badanego systemu wyko-
rzystana zostata funkcja tworzaca momenty. Funkcja ta dla rodziny rozktadéw
T(A, A, P) dla =2 ma postac:

Gu)=1 +exp(i(ﬂl - u)zJ(iuﬁerfc(L (4 —M)B (10)

Stad warto$¢ oczekiwana czasu zdatnosci systemu narazonego na dwa typy
zagrozen wyraza si¢ wzorem:

_ g AN o A
E(T)—ﬂze p(4ﬂé} 5 efC(ZﬂzJ (11

Dla danych z podanego przykitadu dotyczacego badanych samochodéw,
przecigtny czas zdatno$ci wynosi 0,385 [rok], czyli okoto 4 i p6t miesiaca.
Wracajac do ogdlnego przypadku, mozemy zauwazy¢ do$¢ naturalne i spo-
dziewane wiasnosci rozwazanych rodzin rozktadéw:
a) jezeli intensywnos$¢ uszkodzenia obiektu z powodéw starzeniowych jest duzo
wigksza od intensywnosci uszkodzenia z powodéw incydentalnych, co zapi-
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sujemy A, >> A, to tréjparametrowy model T(A4;, 4,, B) rozktadu czasu zdat-
nosci obiektu sprowadza si¢ do modelu rozktadu Weibulla W(A4,, 5);

b) jezeli A, >> A,, to dla odmiany rozpatrywana rodzina rozktadéw sprowadza
si¢ do rodziny rozktadéw wyktadniczych EXP(A,).

Jezeli jestesmy zainteresowani przypadkami zastosowan przedstawionego
modelu do badania czasu zdatnos$ci systemow, dla ktorych starzenie jest wazne,
to dla odwrdéconych parametrow skali odpowiednie jest zalozenie nieréwnosci
A 2 Ai. Z drugiej strony relacja A; > A, oznacza dominujaca role zagrozen incy-
dentalnych.

Podsumowanie

Konstruujac model czasu zdatno$ci pewnego systemu moze okazac sig, ze
uniwersalny rozktad Weibulla jest niewystarczajacy. W konsekwencji nawet
najlepsza estymacja parametréw tego rozkladu moze by¢ na tyle obciazona, ze
nie da dobrego dopasowania funkcji charakteryzujacych czas zdatnosci tego
systemu. Z sytuacja taka mamy do czynienia wtedy, kiedy system jest caly czas
narazony na réznego rodzaju rywalizujace zagrozenia. Wprowadzona w tej pra-
cy rodzina rozktadéw T(A;, A,, f) jest zaproponowana jako naturalny i prosty
model czasu zdatnosci systemu narazonego zaréwno na incydentalne, jak i sta-
rzeniowe zagrozenia. Dla wyréznionych typéw rywalizujacych zagrozen wpro-
wadzona rodzina rozktadéw jest alternatywa dla rodziny rozktadéw Weibulla
w modelowaniu starzejacych si¢ systeméw. Przedstawiony model daje mozli-
wos¢ prognozowania przyczyn utraty zdatnosci systemu (zob. [1]), a tym samym
mozliwos¢ przeciwdziatania réznorakim zagrozeniom i ich skutkom, zanim one
wystapia. Jest to naturalny element badan niezawodnos$ciowych systeméw. In-
spiracja do napisania tej pracy byly twierdzenia zawarte w pracy [3]. Ze wzgle-
du na ograniczone ramy zagadnienie estymacji parametréw wprowadzonego
modelu zostalo pominigte. Jest to czysto statystyczne zagadnienie i wymaga
osobnego opracowania.
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Summary

In constructing a lifetime model of any technical system, sometimes the tra-
ditionally used Weibull distribution is biased. In consequence, parameter esti-
mation can be fatal. In this situation, it is not possible to find a good fitting func-
tion that characterises the system lifetime. Here all possible risks of the system
are divided into two types: accidental and ageing risks. The accidental risk has
an exponential distribution, and the ageing risk has a Weibull distribution. In
this paper, a three parameters model of the system lifetime with both types of
risks is presented. Modelling was performed by a simple competing risk distri-
bution as a possible alternative to the Weibull distribution in lifetime analysis.
This distribution corresponds to the minimum between the family of exponential
and family of Weibull distributions. Our motivation was to take account of both
accidental and ageing risks in lifetime data analysis. For this purpose, we intro-
duced a three-parameter model, where such functions as hazard function, sur-
vival function, and density function are presented. Then, such characteristics as
the expected value and variance of the modelled system lifetime are considered.
Finally, the problem of choosing between an exponential, Weibull, or the intro-
duced competing risk model is discussed.





