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MATEMATYCZNE MODELOW ANIE PROCESU SUSZENIA 
W NIERUCHOMYM ZŁO śU.  

CZĘŚĆ I. MODEL MATEMATYCZNY 

Streszczenie 

W pracy sformułowano model matematyczny suszenia rozdrobnionego mate-
riału roślinnego w nieruchomym złoŜu w oparciu o równania bilansowe ciepła 
i masy. Pozwala on na symulację komputerową procesu i obliczanie wilgot-
ności i temperatury suszonego materiału i powietrza w dowolnej chwili. 
 
Słowa kluczowe: model matematyczny, suszenie w nieruchomym złoŜu 
 

Wstęp 

Suszenie w grubym nieruchomym złoŜu, jakkolwiek proste pod względem tech-
nicznym i technologicznym jest skomplikowane w opisie matematycznym trans-
portu ciepła i masy. Wynika to z faktu, Ŝe odbywa się ono w niestacjonarnym polu 
temperatur oraz wilgotności w suszonym złoŜu, a takŜe przy zmieniającej się  
w czasie temperaturze i wilgotności czynnika suszącego, co powoduje zróŜnico-
wanie rozkładu temperatur i wilgotności suszonego materiału wzdłuŜ wysokości 
warstwy. Przy niekorzystnych warunkach suszenia (niewłaściwa temperatura  
i wilgotność względna czynnika suszącego, jego prędkość przepływu, wysokość 
warstwy) występuje nie tylko nierównomierność suszenia, ale moŜe wystąpić rów-
nieŜ nawilgacanie warstw górnych na skutek skraplania pary wodnej z nasyconego 
i oziębionego powietrza. 

Dlatego prognozowanie rozkładu temperatur i wilgotności w suszonej warstwie,  
a takŜe parametrów przepływającego czynnika suszącego moŜe być istotnym  
elementem przy symulacji komputerowej procesu. 
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Semantyczny model suszenia w nieruchomym złoŜu 

Na rysunku 1 zaproponowano semantyczny (przyczynowo – skutkowy) model 
suszenia w grubym nieruchomym złoŜu. Całą wysokość podzielono na n warstw 
elementarnych o grubości h równej wymiarowi charakterystycznemu cząstek złoŜa 
(średnica zastępcza). W takiej warstwie elementarnej warunki suszenia są jedna-
kowe dla wszystkich cząstek i według przyjętego załoŜenia są równe warunkom 
suszenia pojedynczego elementu. Poszczególne warstwy elementarne „rozsunięto” 
w ten sposób, aby parametry czynnika wychodzącego z warstwy były parametrami 
wejściowymi dla warstwy następnej. Proces analizowano w m krokach czasowych. 
Algorytm obliczeń przedstawia rysunek 2. 

 
 
Rys. 1.  Schemat ideowy suszenia w nieruchomej warstwie 
Fig. 1.  Schematic diagram for drying in a fixed layer  
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Rys. 2.  Algorytm obliczeń 
Fig. 2.  Calculations algorithm 

 
Bilans transportu ciepła i masy w trakcie suszenia 

Model bazuje na równaniach bilansowych ciepła i masy (wilgotności) w dyna-
micznym procesie suszenia: 
– Elementarne ciepło dostarczone przez czynnik suszący do elementarnej war-

stwy dqd jest wykorzystane na podniesienie jej temperatury dqt oraz na odpa-
rowanie wody dqr. 

 rtd dqdqdq +=   (1) 

– Ciepło pochłonięte przez warstwę elementarną jest równe ubytkowi entalpii 
czynnika suszącego dig 

   dg dqdi =              (2) 

– Przyrost zawartości wody w powietrzu dxg jest równy jej ubytkowi w warstwie 

 du
M

M
dx

p

s
g =   (3) 

gdzie:  
 Ms  – sucha substancja elementarnej warstwy,  
 Mp  – masa początkowa warstwy,  
 du  – elementarna zmiana zawartości wody warstwy. 
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Formułowanie modelu i równania pomocnicze 

 dtgcvFdq gggd ⋅⋅⋅⋅−= ς     (4) 

gdzie:  
 F  – powierzchnia suszarki,  
 vg  – prędkość przepływu czynnika suszącego,  
 ςg  – gęstość czynnika suszącego,  
 cg  – ciepło właściwe czynnika suszącego,  
 dtg  – zmiana temperatury powietrza przez elementarną warstwę w czasie 

kroku czasowego j. 
 
skąd: 

 
ggg

d

cvF

dq
dtg

⋅⋅⋅
−=

ς
 (5) 

Ciepło zuŜyte na nagrzanie materiału określa równanie: 

 dtmcVdq mmt ⋅⋅⋅= ς  (6) 

gdzie:  
 V  – elementarna objętość,  
 ςm  – gęstość materiału,  
 cm  – ciepło właściwe materiału,  
 dtm  – zmiana temperatury materiału w elementarnej objętości w złoŜu. 
 
Elementarny przyrost temperatury materiału (z równania 6) wyraŜa się zaleŜnością: 

 
mm

t

cV

dq
dtm

⋅⋅
=

ς
  (7) 

RóŜnica między temperaturą gazu a materiału wynosi: 

 ijji
tmtgt −=∆ −1

 (8) 

przechodząc do róŜniczki otrzymujemy: 

 dtmdtgtd −=∆  (9) 

podstawiając do ostatniego równania zaleŜności (5) i (7) otrzymujemy: 

 
mm

t

ggg

d

cV

dq

cvF

dq
td

⋅⋅
+

⋅⋅⋅
−=∆

ςς
 (10) 
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wprowadzając współczynnik wykorzystania ciepła na nagrzanie Ψ 

 dt
d

t dqdq
dq

dq Ψ=→≤=Ψ 1  (11) 

i wstawiając zaleŜności (11) do równania (10) otrzymujemy: 

 












⋅⋅
Ψ−

⋅⋅⋅
−=∆

mmggg
d cVcvF

dqtd
ςς
11

 (12) 

lub oznaczając wyraŜenie w nawiasie przez m 

 mdqtd d ⋅−=∆  (13) 

Ilość (strumień) dostarczonego ciepła wyraŜa równanie: 

 ( ) dhtFadqd ⋅∆⋅⋅= α  (14) 

Objętościowy współczynnik przyjmowania ciepła (aα) obliczano z zaleŜności  
zaproponowanej w literaturze przedmiotu (IHVE 1970) 

 ( ) ( ) 41,0
59,0 00463,072,10006,0

36,1






 ⋅+⋅

⋅=
e

g
p d

t
maaα   (15) 

gdzie:  
 mg  – masowe natęŜenie przepływu gazu [kg/s],  
 a  – stosunek powierzchni nasion do ich objętości. 
 

podstawiając równanie (14) do (13) i dzieląc przez ∆t otrzymujemy: 

 ( ) dhmFa
t

td ⋅⋅⋅−=
∆
∆ α  (16) 

całkując powyŜsze równanie 

 ( ) ∫∫ ⋅⋅−=
∆
∆∆

∆

ht

t
dhmFa

t

td

00

α                (17) 

otrzymuje się: 

 ( ){ }hmFa
t

t ⋅⋅⋅−=
∆
∆ αexp

0

             (18) 
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Z równania (13) wynika, Ŝe 

 
m

td
dqd

∆=  (19) 

Wstawiając tę zaleŜność do równania (5) otrzymuje się: 

 
mcvF

td
dtg

ggg ⋅⋅⋅⋅
∆=

ς
 (20) 

Równanie (18) moŜna zapisać w postaci: 

 ( ){ }hmFatt ⋅⋅⋅−⋅∆=∆ αexp0       (21) 

Po zróŜniczkowaniu względem zmiennej h otrzymujemy: 

 ( ){ } ( ) dhmaFhmFattd ⋅⋅−⋅⋅⋅−⋅∆=∆ ααexp0  (22) 

Wstawiając róŜniczkę d∆t z równania (22) do (20) i porządkując otrzymuje się: 

 
( ) ( ){ }

dh
mcvF

hmFamaFt
dtg

ggg ⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅−⋅−⋅∆=

=
ς

αα exp0  (23) 

Scałkowanie ostatniego równania pozwoli na określenie temperatury gazu: 

 
( ) ( ){ }

∫ ∫
−

⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅−⋅−⋅∆=

18

0

0 expji

ij

tg

tg

h

ggg

dh
mcvF

hmFamaFt
dtg

ς
αα

 (24) 

Z lewej strony zmieniono granice całkowania ze względu na ujemny przyrost tem-
peratury. Rozwiązaniem całki jest równanie 

 
( ){ }

mcvF

hmFat
tgtg

ggg

h

jiij ⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅−⋅∆
−= − ς

α 00

1

exp
 (25) 

Wstawiając za 1ji0 tgt −=∆  oraz granice całkowania po wysokości otrzymujemy: 

 
















−−
⋅⋅⋅⋅

−
−= −−

− ij
ijggg

jiij

jiij mhFa
mcvF

tmtg
tgtg **)exp[(1

11

1 α
ς   (26) 
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gdzie: 

 
mm

ij
ggg

ij cVcvF
m

⋅⋅
Ψ−

⋅⋅⋅
=

ςς
11

 (27) 

 
[ ]

[ ] FuMtmtlcM

tmtlcM

ijsjiijm

jiijm

ij ⋅∆⋅+−⋅

−⋅
=Ψ

−

−

1

1
 (28) 

gdzie: 
 M  – masa elementarnej objętości,  
 Ms  – sucha masa elementarnej objętości,  
 tlij  – temperatura materiału bez uwzględnienia parowania (z bilansu 

uproszczonego): 

 [ ] 








⋅⋅
⋅−−−= −−−

emm
jiijjiij dc

tmtgtgtl
ς

α6
exp111  (29) 

a temperatura materiału: 

 [ ]
m

ggg
ijijijjiij cM

cvF
tgtgtgtm

⋅
⋅⋅⋅

Ψ−+= −−

ς
11  (30) 

Zawartość wody w powietrzu nad i-tą warstwą oblicza się z zaleŜności: 

 
Fv

M
u

xx
gg

s
ij

ijij ⋅⋅
∆

∆
+= − ς

τ
1  (31) 

Model zakłada, Ŝe jeŜeli wilgotność względna czynnika suszącego ϕij przekroczy 
90% naleŜy ponownie obliczyć zawartość wody w powietrzu według równania, 
gdyŜ wtedy nie obowiązują równania suszenia materiału w cienkiej warstwie 
(moŜliwość nawilŜania): 

 
ijAT

ij
ijij PsP

Ps
xx

⋅−
⋅⋅

=′=
9,0

622,09,0
 (32) 

 ( ) ( ) [ ]Pa
t

ttP
g

ggs












+
−+++−⋅=

273

7235
27300571,0273ln2,874,72exp100  (33) 

[Kaleta 1993]. 
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Zmianę zawartości wody w materiale oblicza się z bilansu wymiany masy między 
materiałem a powietrzem: 

 
gg

s

ijij

ijij vF
M

xx
uu ς

τ

⋅⋅⋅

∆

−
=′∆=∆ −1  (34) 

Wielkość ubytku wilgoci ∆uij w czasie ∆τ otrzymuje się z empirycznego równania 
cienkiej warstwy materiału [Pabis 1965; Pabis i in. 1998; Srivastawa, Jon 2002] 

 
r

r
red uu

uu
U

−
−=

0

)(τ  (35) 

 rrred uuuUu +−= )()( 0τ  (36) 

 τK
red AeU −=  (37) 

JeŜeli występuje jedynie II okres suszenia: 

 
ijij

ij

rr
K

jiij uuuAeuu +−−= ∆−
− )( 0)1(

τ
      (38) 

Współczynnik suszarniczy zaleŜy od temperatury gazu i wilgotności względnej 
powietrza (dla przyjętej jego prędkości): 

 ( )ggtfK ϕ,=  (39) 

Równowagowa zawartość wody jest zaleŜna od temperatury i wilgotności gazu: 

 ),( ggr tfu ϕ=  (40) 

Podsumowanie 

Zaproponowany dynamiczny model matematyczny suszenia rozdrobnionego zloŜa 
został sformułowany w oparciu o równania bilansu ciepła i masy czynnika suszą-
cego i suszonego złoŜa, z uwzględnieniem równań opisujących transport we-
wnętrzny i zewnętrzny tych czynników. Pozwala on na obliczanie rozkładu wil-
gotności i temperatury w złoŜu i w powietrzu wzdłuŜ wysokości warstwy jako 
funkcje czasu suszenia. 
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MATHEMATICAL MODELLING OF DRYING PROCESS  
IN A FIXED BED. 

 PART 1.  MATHEMATICAL MODEL 

Summary 

The paper formulates mathematical model for drying shredded plant material in a 
fixed bed, based on heat and mass balance equations. The model allows to simu-
late the process using a computer, and to calculate humidity and temperature of 
dried material and air at any time. 

Key words: mathematical model, deep-bed drying 

 
 
 

 


