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MODYFIKACJA MACIERZOWEJ METODY KINEMATYKI

W ZAKRESIE WYZNACZANIA PR EDKOSCI

Streszczenie

W pracy przedstawiono zaleosci opisupce pedkosci liniowe srodkéw
pofaczer ruchowych orazsrodkbw mas ogniw dla otwartych Aleuchéw
kinematycznych. W przeciwistwie do klasycznej metody macierzowej
kinematyki, przedstawiona metoda nie wymaganigzkowania wzgidem
czasu wspétrdnych wektora potgenia i stosowania operatorowzriczko-
wania. Weryfikac} przedstawionych zateosci przeprowadzono na dwoch
przyktadach.

Slowa kluczowe metoda macierzowa, notacja Denavita-Hartenberga,
wspohrzdnesrodka masy, midkosé liniowa, prdkosé katowa

Wykaz oznaczé

liy Ai — dhugdéci poszczegoinych ogniw, [m]

S, G, S, G — oznaczenia funkcji trygonometrycznych sinus i cosikta 6;
oraz sumy ktow 6; i 6;,

Xsiy Ysis Zsi  — WspoOtrzdnesrodka masy ogniwa i, [m]

(roo — wektor potaeniasrodka podczenia ruchowego ogniwa i-1 z i,

(rsio — wektor potaeniasrodka masy ogniwa i,

Voi — wektor prdkaosci liniowej srodka podczenia ruchowego ogniwa
i-1zi,

Vsi — wektor prdkosci liniowej srodka masy ogniwa i,

W — wektor prdkosci katowej ogniwa i wzgidem uktadu wspote-

nych podstawy.
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Wprowadzenie

Uktady nane rolniczych maszyn manipulacyjnych, stwartymi taicuchami
kinematycznymi, sktadagymi sk ze zbioru sztywnych czionéw paizonych
w pary kinematyczne. W opisie matematycznym kingkidego rodzaju obiektéw
wykorzystywane g najcz;sciej nasgpujace metody:

- metoda macierzowa,

- metoda wektorowa,

—  metoda uktadoéw wielocztonowych.

Macierzowa metoda analizy kinematyki polega na ksztaiceniach uktadow
wspoétrzdnych (przy wykorzystaniu wspokdnych jednorodnych) zwkanych

z poszczegoblnymi ogniwami. Przy aganiu uktadéw wspékgnych z cztonami
wykorzystuje si notacg Denavita-Hartenberga [Craig 1989]. Do obliczeekto-
row potazenia dowolnego punktu natgeego do ruchomego cztonu wykorzystuje
sie macierze przeksztaité wektor potaenia tego punktu w ukltadzie zyganym

z tym cztonem. Ridkosci i przyspieszenia liniowe oblicza@w oparciu o wzory
rekurencyjne przy zyciu operatoréw réniczkowania lub poprzez rdiczkowanie
analityczne wektora potenia. Pedkosci i przyspieszenia ktowe liczy s¢ takze
przy wyciu wzoréw rekurencyjnych.

W metodzie wektorowej wzegtine usytuowanie osi par kinematycznych i peto
nie czionéw tacucha kinematycznego opisuje: gia pomog iloczynéw skalar-
nych i wektorowych, przy czym podobnie jak w mefedmacierzowej wykorzy-
stuje s¢ wymiarowanie obiektu przyayciu wspoétrzdnych Denavita-Hartenberga.
Wykorzystuje s ponadto rownanie trzech wersoréw Chace’a oraz afwvenza-
mknigcia tancucha kinematycznego [Morecki i in. 2002].

W metodach uktadéw wielocztonowych (multibody sys$@ rozwiazanie zadania
na potaenia dokonuje gipoprzez rozwizanie numeryczne uktadu rownaieli-
niowych zt@onych z rowna wigzéw wynikapcych z zalenosci geometrycznych
pomiedzy wspotrzdnymi uogdllnionymi opisuacymi sisiednie cztony i rowna
kierujacych wynikapcych z zalenosci okreslajacych zadanie kinematyki (proste
lub odwrotne). Réwnanie dla qutkosci i przyspieszenia otrzymuje sipoprzez
rézniczkowanie jedno- i dwukrotne ww. rowia

Cel i zakres pracy

Celem pracy jest wyprowadzenie i weryfikacja zat8ci umaziwiajacych
okreslenie prdkosci srodkéw pohczen ruchowych oraz mdkosci srodkdw mas
ogniw bez konieczriwi rézniczkowania wzgidem czasu wektora paenia oraz
stosowania operatoraziczkowania. Wyprowadzone zalesci zostaly zweryfi-
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kowane na przyktadzie dwochiauchow kinematycznych, z ktérych w pierwszym

osie par kinematycznych byly réownolegte$ za drugim prostopadte. W opraco-

wanej metodzie przgjo nasgpujace zatgenia:

—  wlancuchu kinematycznym wygiuja wytacznie pary obrotowe,

—  wzajemne usytuowanie osi par jest rownolegte ldsimpadte,

—  potozenie srodkbw mas ogniw jest dowolne, tzrzadna ze wspotzinych
srodka masy w uktadzie zazanym z ogniwem nie jest rowna zeru.

Metodyka

Dokonupc analizy kinematyki otwartych d@uchow kinematycznych wprowadza
si¢ macierz orientacji i poleenia ukladu wspoétginych zwazanego z ogniwem

wzgledem uktadu zwizanego z podstawjako iloczyn kolejnych macierzy prze-
ksztalc@

To=ALALLIA (1)

Gdy dany jest wektor opisagy potazenia srodka masy Sogniwa i w ukladzie

wspoétrzdnych zwhzanym z tym czionem oraz dange reacierze kolejnych prze-
ksztatcé, wtedy mana wyznaczy wektor (k)o opisupcy polazenie punktu S

w uktadzie podstawy

(rsi)o =T, [rg; ) (2

Wektory prdkosci katowej cztonéw wzgidem uktadu zwizanego z podstaw
mozna wyznaczy z rbwnania

W =W, +A 100, A TA, [y, +.. .+ A TA, LLIA [y (3)

przy czym pedkos¢ wzgledna ogniwaw,, = [O 0 Q O]T

Wspohrzdne wektoréw pgdkosci katowych czionéw wzgidem chwilowo unieru-
chomionych uktadow wspokgnych, ktorych pocgki leza w srodkach mas ogniw
mozna obliczy z zalenaosci

(@) =Ty (4)

Powyzsze zalenosci sa wykorzystywane zardbwno w klasycznej metodzie macie
rzowej, jak i w metodzie zmodyfikowanej. W klasyegrmetodzie macierzowej
przeprowadza sinastpnie r@niczkowanie wzgidem czasu wektorow poten
(2), lub wykorzystuje operator zdiczkowania. W metodzie zmodyfikowanej wy-
zZnacza s natomiast pgdkosci srodkéw pohczen ruchowych. Wykorzystuje si
przy tym zasady oké&ania pedkosci w ruchu wzgtdnym (rys. 1).
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Rys. 1. Otwarty ¥cuch kinematyczny
Fig. 1. Open kinematic chain

Voi = é@ x[( loi )o —( Foia )o] )

Jednoczénie wykorzystujc zdobyte déwiadczenia w zakresie stosowania
macierzowej metody kinematyki zauiego, ze r&nice wektoroOw potaen
srodkow par kinematycznych wygtujaca w zaleznosci (5) mazna przedstawi
jako r@nice ostatnich kolumn w macierzach orientacji i paboia.
Analogicznie okrélono zalendsici na prdkosci srodkow mas ogniw

Vg =@ x[(1s ), ~(Toalo] *Voius 1=1...K (6)
Przedstawione zataosci wykorzystuje si w dalszym etapie do oblicZesnergii
kinetycznej ruchu obrotowego i pepbwego ogniw i energii potencjalnej.
Wyniki badan i ich analiza

Przedstawione zataosci (wzory nr 5 i 6) zweryfikowano na dwéch przykéexh.
W pierwszym przykladzie analizie poddano otwartyclech kinematyczny,

w ktérym osie parsrownolegte (rys. 2).
| Pl
%Jel u,cez LRSS
Iy

%2

Rys. 2. tacuch kinematyczny z parami H
o osiach réwnolegtych LT 1
Fig. 2. Kinematic chain with pairs with |7 Ay
parallel axes | l
J .
T
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Macierze przeksztatéeA; maj post&:

¢ —§ 0 llcl C, —S 0 I1C2
s ¢ 0 ls ss ¢ 0 ls
= , = 7
A%0 0 1 al" *Tlo 0 1 4 @
0O 0 0 1 0O 0 0 1

Przy zatageniu dowolnego poteeniasrodkéw mas ogniw Si S, wektory potae-
nia w uktadach zwizanych z cztonami majposté:

( rSl )1 = [XSl ySl ZSl 1] ' ( r52 )2 = [XSZ ySZ ZSZ 1] (8)
Wektory potaeniasrodkéw mas w uktadzie podstawy wyngsz
(Il * Xq )Cl ~YaS (Iz *Xs, )Clz “YoS, t |1C1
(rSl)o — ( Il + XSl )Sl + ySlcl , (rSz )0 - ( |2 + XSZ )S.LZ + ySZClZ + |1§. (9)
ZSl +Al ZSZ +/]l +A2
1 1

Predkosci  katowe ogniw wzgtdem osi ukladu wspélednych zwhzanego
Z podstaw wynosz:

w=[0 084 of w=lo o g+6 of (10)
Wykorzystupc opracowane zataosci (5) uzyskano mdkosci srodkéw pohczen
ruchowych:
_gllls.

V01 =% [( lo1 )0 —( Moo )0]1 V01 = 91I1C1 (11)
0

_(91 +92)|2%2 _éllls_l_]
Voo =V + @, % [( Moz )0 =( lo1 )0]’ Voo = (51 + 92 )|2C12 +91I1C1] (12)
0

Predkosci liniowe srodkéw mas w uktadzie podstawy obliczone z zadéci (6)
wynosz odpowiednio:
=G [(1,+ %5 )8 + Y]

V51:w1x[( r51)0 _( roo)o] +Voo1 V51: 61[( I1+X51)C1_y513.] (13)
0

183



Andrzej Grabos, Marek Boryga

Vsz =, X [( Is )o =( lo1 )o] +V01

_91[( Iz X5 )%2 * ¥soCp |1S.] _92[( Iz * Xs2 )Siz + yszclz]

Vsz = 61[( |2 *Xs, )Clz “YoS, t |1C1] +92[( Iz *Xs, )Clz - ySZS.LZ] (14)
0

Identyczne zalenosci otrzymano poprzez #hiczkowanie wzgidem czasu
wspotrzdnych wektorow potzenia $rodkéw uktadéw wspotrginych oraz
wektorow potaeniasrodkow mas ogniw.

W drugim przyktadzie analizie poddano otwartyidach kinematyczny w ktorym
osie par g prostopadte (rys. 3)

Zg
Iy
B,
M \
~ )f K X3
A1
81 ——
gt .!| | XD Xl
Ay
%
I
Zy Z3

Rys. 3. tacuch kinematyczny z parami o osiach prostopadtych
Fig. 3. Kinematic chain with pairs with perpendauaxes

Macierze przeksztatéeA; maj post&:

1 0 S |1C1 C —S 0 llcz
s 0 -¢ Is ss ¢ 0 ls
= = 15
A%01 0 A" o 0 1 A (19)
0 0 O 1 0O O 0 1
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Wektory potaeniasrodkédw mas S1 i S2 w uktadach agénych z cztonami ma;
post& jak w zalenosciach (wzory nr 8). Wektory poteniasrodkdw mas w anali-
zowanym przykladzie wynogz

(Il Xy )Cl + 248
I1 Xy —Zy
(1), =| T B

Yo A
1

(re)o = A Mrg, ), (16)

(Iz *Xs, )ClCZ ~Ys:.GS, +(/]2 tZy )Sl + |1C1
_ (Iz * Xs, )§C2 ~ Y285 _(/]2 + 251)01 + llS_L

(rsz)o :Tzo mrsz )2- (rsz)o - (|2 + Xe, )% + yszcz +/]1 (17)

1
Predkosci katowe
w=p 0§ of w=w,+Am, w=[s8 -c4 4 o (8

Wykorzystupc opracowane zataosci (wzor nr 5) uzyskano:

-6ls
Vor = @ % [( I'01)0 —( Foo )0]1 Vor = 91'1(\1 (19)
0

Voz :V01 tw, x[( lo2 )o _( lo1 )0]1

_.91[( |2§C2 _/]2(‘1 + |1§ ) _.g.lIZClSZ]
Voo =| Gl(1,cC + 4,8 +1c ) -6,55] (20)
91|2C2

Predkosci liniowe srodkbw mas w uktadzie podstawy obliczone z opracmja
zaleznosci (wzor nr 6) wynosz

_81[( I1 *+Xq )% - 251(:1]
V31 =4 x[( s )o _( lo0 )o] +Voov V31 = 91[( Il *Xg )Cl + 2315_L] (21)
0

Ver =@, X [( l'sz )o —( lo1 )o] +Vo (22)
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_‘91[( |2 * Xsz )%CZ ~ ¥s2SS, _(/]2 tZ, )Cl + |1SL] _CleZ[( I2 * Xs2 )Sz + yszcz]
Vs, = 91[( I2 * X5 )CICZ ~¥:GS, .'"(Az *tZg, )51 + |101] _51‘92[( I2 * Xs2 )% + yszcz]
92[(|2+st )Cz_yszsz]

Identyczne zaleosci otrzymano poprzez #iczkowanie wzgidem czasu
wspoétrzdnych wektorow potzenia srodkéw uktadow wspotdnych oraz
wektoréw potaeniasrodkéw mas.

Whnioski

1. Weryfikacja zaproponowanej metody, przeprowadzandwdoch przyktadach,
potwierdzita poprawn& podanych w pracy zataosci na pedkaosci srodkdw
pofaczer ruchowych orazrodkéw mas ogniw.

2. Przedstawiona metoda nie wymaga przeprowadzaniatkimslych obliczé
w stosunku do klasycznej metody macierzowej, a geddnie eliminuje
uciazliwy etap r&niczkowania wzgidem czasu wektoréw patenia. Dzéki
temu metoda ta me by wykorzystana przy opracowaniu autorskich progra-
méw do symbolicznego wyprowadzania réviipaedkaosci.

3. Wstepnym etapem przy obliczani¢rodkbw mas ogniw wg przedstawionej
metody jest obliczeniérodkdéw pohczen ruchowych. Mog one by wykorzy-
stane w programach do animacji ruchu mechanizmu.

Bibliografia

Craig J.J. 1989. Introduction to Robotics. Mechanand Control. Addison-
Wesley Publ. Comp.

Morecki A., Knapczyk J., Kdzior K. 2002. Teoria mechanizméw i manipulato-
row, WNT, Warszawa.

186



Modyfikacja macierzowej metody...

MODIFICATION OF MATRIX METHOD OF KINEMATICS
AS REGARDS DETERMINATION OF SPEED

Summary

The study presents relations describing the linebocity of movement connection
centres and link mass centres for open kinematnsh Contrary to the classical
method of matrix kinematics, the presented mettaabdot require differentiation
against time of coordinates of position vector ap@lying differential operators.
The verification of the presented relation was maléwo examples.

Key words: matrix method, Denavit-Hartenberg notation, cewfrenass coordi-
nates, linear velocity, angular velocity
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