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Streszczenie 
W pracy przedstawiono matematyczny opis próbkowania sygna ów diagnostycznych 

posiadaj cych nieograniczone pasmo przy pomocy nieklasycznych j der oraz próbkowania sygna ów 

okre lonych na zbiorach mierzalnych. 

 

S owa kluczowe: próbkowanie sygna ów, przestrzenie sygna ów, twierdzenie Shanona, zbiory mierzalne j dra 

reprodukuj ce. 

 

SAMPLING OF THE DIAGNOSTIC SIGNALS 

PART V 

SIGNAL SAMPLING WITH INFINITE FREQUENCY BAND USING NON CLASICAL KERNELS 

 
Summary 

In this article is presented mathematical description of diagnostic signals sampling with infinite 

frequency band using non clasical kernels and sampling of signals defined on measurment sets. 

 

 

Keywords: sampling signals, signals space, Shanon theorem,. measure sets reproducing kernel.  

 
 

1. WPROWADZENIE 
Istnieje bardzo du a grupa sygna ów 

diagnostycznych, która w dziedzinie czasu 

posiada informacj  zawart  w kszta cie sygna u. 

Istotne s  za amania, ostre wierzcho ki, szybkie 

zmiany amplitudy i fazy. Takie zachowanie si  

sygna u w czasie powoduje, i  sygna  w 

dziedzinie cz stotliwo ci posiada bardzo 

szerokie pasmo, teoretycznie niesko czone. 

Nale y si  zastanowi  czy próbkowa  sygna  w 

dziedzinie czasu a pó niej transformowa  go do 

dziedziny cz stotliwo ci czy te  post powa  

odwrotnie. 

W pracy przedstawione zostan  podstawy 

matematycznego podej cia do rozwi zania tych 

problemów. 

 

2. PRÓBKOWANIE SYGNA ÓW 
O NIEOGRANICZONYM PA MIE 

 

Okre limy na pocz tku twierdzenie 
Shannona –Nyquista w euklidesowej n- 

wymiarowej przestrzeni nR . 

Je eli sygna  ts  spe nia warunek: 

 
nn RCRLts 2

, (1) 

i jego transformata Fouriera jest ograniczona w 

n- wymiarowym przedziale: 

 BB, , (2) 

dla pewnego 
nRB , 0jB , j = 1, 2, 3, ..., 

n, wtedy sygna  mo e by  ca kowicie 

odtworzony z próbek w punktach 
B

k
, 

nZk , 

w nast puj cej postaci: 
n

j

jjj

Zk

ktB
B

k
sts

n 1

sinc , 

 
nRt . (3) 

Powy szy szereg jest absolutnie i jednostajnie 

zbie ny. 

Pojawia si  pytanie, czy mo liwe jest 

odtworzenie sygna u z jego próbek gdy 

szeroko  pasma d y do niesko czono ci. 

Zapiszemy ten warunek w postaci: 
n

j

jjj

Zk
B

ktB
B

k
sts

n 1

sinclim  

nRt   (4) 

Ci g o  sygna u nie wystarcza, potrzebne 

s  jeszcze inne ograniczaj ce warunki. 

Nale y si  zastanowi , czy istnieje sygna  

CR n:  dla, którego b dzie spe niona 

zale no : 
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kBt
B

k
sts

nZk
nB

2

1
lim , 

nRt , (5) 

dla ka dego ci g ego sygna u. 

Warunkiem koniecznym i wystarczaj cym 

aby powy szy szereg by  absolutnie i 

jednostajnie zbie ny na zwartych podzbiorach 
nR  jest: 

 
nZk

n
kt

2/
2 . (6) 

W tym przypadku , funkcja CR n:  

nazywana jest j drem.  

Szereg (5) jest dyskretnym splotem 

sygna u ts  i j dra . Klasycznym 

przyk adem j dra [1] jest: 

 tt 12:  , 1,1t .  (7) 

Wprowadzimy poj cie uogólnionego 
szeregu próbkuj cego, okre lonego 

w nast puj cy sposób [1]: 

kBt
B

k
stsS

nZk
nB

2

1
: , 

 (8) 

oraz uogólnionej ca ki splotowej: 

duutBus

B

tsI
nR

n

n

j

j

B

2
:

1
, 

nn RBRt ; . (9) 

BI  jest ograniczonym, liniowym 

odwzorowaniem 
nRC  w siebie, i spe nia 

warunki: 

1
, LCC

BI ,  )0(B , (10) 

0lim
C

B
B

ssI  ,
nRCs . (11) 

  

Okre limy szczegó owe w a ciwo ci 

nieklasycznych j der w przypadku 

nieograniczonego pasma. 

Je eli CR n:  jest ograniczon  

funkcj  tak , e szereg 

nZk
n

kt
2

1
, 

nRt , (12) 

jest absolutnie i jednostajnie zbie ny na 

zwartych podzbiorach 
nR  i  

1
2

1

nZk
n

kt ,
nRt ,  (13) 

wtedy  jest nazywane j drem ( dla 

uogólnionych szeregów próbkuj cych)  

Moment rz du 0Nr  j dra wynosi: 

nn
Zk

j

n
Rtrj

r ktktm
2

1
supmax:

 (14) 

Twierdzenie 1 

Je eli 
nRC  jest j drem, to 

spe nione s  nast puj ce warunki:. 

1. Je eli CRs n:  jest sygna em 

ograniczonym na
nR , to 

00lim tstsSB
B

 (15) 

  dla  wszystkich punktów 
nRt0 , gdzie 

sygna   s jest ci g y. 

2. 
0BBS  definiuje rodzin  ograniczonych, 

liniowych odwzorowa  
nRC  w siebie,  

maj cych norm : 

 0
,

mS
CC

B , 0B , (16) 

 i spe niaj cych  

 0lim
C

B
B

ssS , 

nRCs . (17) 

 

Dowód 
Jednostajna zbie no  szeregu (12) na 

zwartych zbiorach powoduje, i   

 0m , (18) 

st d funkcja  

 
nZk

n
kt

2

1
, (19) 

jest okresowa. 

Odno nie cz ci pierwszej, je eli s jest 

ci g e w 0t , wtedy dla 0  istnieje takie 

0 , e 0tsts  dla ka dego 

nRt  spe niaj cego 0tt . 

St d: 

kBt
B

k
sts

tsSts

SkSk

B

n

00

00

21

2

 

2

00 sup22
Sk

k
Rt

n

Bttsm
n

 

 (20) 

gdzie 

BkBtBZkS n

01 ;: ,  (21) 
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 : 12

nn ZkSZS istnieje 

najmniejsze 

jjj BktBnj
j0 z ,...1 . (22) 

Nale y pokaza , i  ostatnia suma (20) jest 

zbie na do 0 dla B . Z (12) wynika, i  dla 

ka dego nj1  jest spe niona zale no : 

n
j

n
jZk k Zk

ktkt
1

, 

 (23) 

gdzie: 

 njjj kkkkk ,...,,...,: 111 , (24) 

i st d zbie no  jest jednostajna na zwartych 

podzbiorach NK j . Spe niony jest warunek: 

jj
n

jKk Zk

kt
1

 ,
n

t 1,0 . 

 (25) 

Zbiór K jest okre lony w nast puj cy sposób: 

 jnj KK 1max: . (26) 

Mo emy zapisa : 

n

j BktB ZkSk
jjjj

n
j

kBtkBt
1

00

0

1
2

  

 

n

j BktB Zk
jjjj

n
j

BtkBtBt
1

000

0

1

. (27) 

Oznaczaj c:  

 
nZBtkm 0: , (28) 

mamy:  

 
n

BtBt 1,000 . (29) 

St d: 

nmBtBt

kBt

n

j Bm Zm

Sk

j
n

j1 1

00

0

1

2

 

 (30) 

dla ka dego 
1k

W  , otrzymujemy wi c 

(25). 

Odno nie cz ci drugiej najpierw 

poka emy, e sSB  jest jednostajnie ci g e 

na
nR  i poka emy, e zale no : 

 BtgStsSB 1 , (31) 

gdzie 

 
B

t
stg , (32) 

wystarczy rozwa y  w przypadku 1,...1B . 

Wtedy szereg (12) b dzie zbie ny jednostajnie w 
n

2,1 . We miemy 0 , NK 0  i 

otrzymamy: 

C

n

KkKZk s
ktkt

n 3

2

00

, 

 (33) 

dla ka dego 
n

t 2,1 . Je eli 
nRC , to 

istnieje 10  taka, e: 

C

n

n

sK
tt

123

2

0

`
, (34) 

dla ka dego 
nRtt `,  i 

`tt . 

Teraz niech 
nRtt `,  oraz spe nia warunek 

`tt , wtedy tt  i 

tttttt ``
 nale y do 

n
2,1  

i st d 
nZkt . 

W zwi zku z tym zapiszemy: 

n

n

Zm

C

Zk

n

mttmtts

tktttkttks

tsStsS

`

`

`
112

 

         

`

`

00

00

ktt

ktt

kttktt

s

nZk KkK

KkK

C  

00
3

22

123

2

0KkK C

n

C

n

n

C ssK
s  

 
n

2 . (35) 

 

W przypadku gdy 1  i  0 cj  mo na 

b dzie w prosty sposób zweryfikacji zale no ci 

(13) 

Je eli 
nRC  b dzie spe nia  

warunek rm  dla pewnego 0Nr  i 

niech 
nNj 0  b dzie sta  spe niaj c  warunek 

.rj  Wtedy nast puj ce stwierdzenia s  

równowa ne dla Rc : 
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1. 
nZk

j

n
cktkt

2

1
 p.w.  w 

nR . (36) 

2. 

0Zk dla           0

0 dla  
2

n

kci
kD

j

j
 (1.37) 

Szereg 

nZk

s
ktkt , (38) 

jest jednostajnie zbie ny na wszystkich  

zwartych podzbiorach 
nR , dla wszystkich 

nNs 0 , oraz dla rs ograniczenie p.w. ze 

stwierdzenia 1 zanika. 

Przyk adowymi nieklasycznymi j drami 

s : 

1. J dro Fejera:  
2

1

2

2
sin

2

1
:

n

j j

j

n t

t

tF ,

nRt . (39) 

2. J dro de la Vallee Poussina:  

n

j j

jj
n

t

tt

tVP
1

2

2

3
sin

2
sin

2

4
:

nRt  (40) 

 

3. J dro Bochnera – Riesza : 

2

2

2

2
12: tJttBR n

n

,
nRt . (41) 

dla 
2

1n
. J  jest funkcj  Bessela rz du 

. 

 

4. J dro klinowe jednowymiarowe rz du 2r : 

 

2
  dla                                                 ,0

2
  dla  ,

!!

2
1

2
:

2

0

1

r
t

r
t

vrv

vtrr

tM

t
r

v

rv

r

 (42) 

 

3. PRÓBKOWANIE SYGNA ÓW 
W ZBIORACH MIERZALNYCH 

Uogólniaj c przestrzenie Bernsteina 
2B  

zdefiniujemy przestrze : 

AvvsRLsLA   dla  0    ;: 22 , 

 (43) 

gdzie A jest mierzalnym podzbiorem R.  

Sygna y nale ce do tej przestrzeni 

nazywane s  pasmowo ograniczonymi do 

mierzalnego zbioru A.  

Ponadto b dziemy jeszcze u ywa  

przestrzeni zdefiniowanej nast puj co: 

Au dla   0    ;: 22 usRLsAL

. (44) 

Zak adamy, e zbiór A spe nia warunek: 

VkAA 2 , 0Zk . (45) 

dla pewnego 0V . Warunek ten implikuje, e 

A ma miar  sko czon : 

 VAm 2 . (46) 

Je eli A jest zbiorem ograniczonym to 

istnieje takie Mx , e dla ka dego Ax , 

zale no  (46) jest spe niona dla ka dego 

MV 1
.  

Je eli 
2

ALs  i zbiór A spe nia warunek 

(45), wtedy taki sygna  mo na przedstawi  

w postaci: 

 

A

ivtdvevsts
2

1
 p.w. (47) 

Sygna  spe niaj cy (47) jest ci g y. 

Je eli sygna  ALs 2
 gdzie A i 0V , 

spe nia (45), to: 

022 kVxskVxs  , dla jk . 

 (48) 

Normy sygna ów w powy szych 

przestrzeniach :mo na okre li  w poni szy 

sposób:  

1. Je eli sygna  ALs 2
 i 0V  spe nia 

(45), wtedy norma sygna u wynosi: 

 

2
1

2

2

1
2

k
L V

k
s

V
s  (49) 

2. Je li sygna  
2

ALs  i 0V  spe nia (45), 

wtedy norma sygna u wynosi: 

2
1

2

2

1
2

k
L V

k
s

V
s  (50) 
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Poni sze dwa lematy s  wprowadzeniem do 

twierdzenia o próbkowaniu sygna ów w zbiorach 

mierzalnych. 

 

Lemat 2 

Je eli 
2, ALgs  i 0V  spe nia (45), wtedy: 

 

V

k
g

V

k
s

V
duugus

k

1
. (51) 

 

Powy sza suma jest absolutnie zbie na. 

 

Lemat ten jest uogólnieniem lematu 

dotycz cego splotu w przestrzeni Bernsteina na 

sygna y nale ce do 
2

AL . 

 

Lemat 3 

Je eli 
2, ALgs  i 0V  spe nia (45), wtedy: 

k V

k
tg

V

k
s

V
tgs

2

1
,

Rt . (52) 

Powy szy szereg jest absolutnie i jednostajnie 

zbie ny. 

 
Dowód. 

Zmienn  Rt , wyst puj c  w g (lemat 

(3)) zapiszemy w postaci tg . St d 

vgevtg ivt
. (53) 

 

Absolutna i jednostajna zbie no  wynika z: 

2
1

22
1

2

nknk

nk

V

k
tg

V

k
s

V

k
tg

V

k
s

2

2

4
1

22
L

nk

g
V

k
sV . 

 

Twierdzenie 4. O próbkowaniu w 2

AL  

Je eli sygna  
2

ALs  i 0V  spe nia 

(lemat 3), wtedy mo emy odtworzy  sygna  z 

ci gu próbek 
V

k
s  w nast puj cej postaci : 

 

V

k
t

V

k
s

V
ts

A

k2

1
,

Rt . (54) 

 oznacza odwrotn  transformat  Fouriera 

funkcji charakterystycznej zbioru A. Szereg 

(2.13) jest absolutnie i jednostajnie zbie ny. 

 
Dowód. 

Zbiór A ma sko czon  miar  oraz 

RLs 1
, st d: 

ts

tsdvevvsts

A

a
ivt

A
2

1

,

Rt .  (55) 

 

Dla  BV  i BBA ,  oraz 

BTcBB sin2,  otrzymamy 

klasyczne twierdzenie o próbkowaniu. 
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