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PROBKOWANIE SYGNALOW DIAGNOSTYCZNYCH
CZESCV
PROBKOWANIE SYGNALOW O NIEOGRANICZONYM PASMIE ZA POMOCA
NIEKLASYCZNYCH JADER

Zenon SYROKA
Uniwersytet Warminsko — Mazurski, Wydzial Nauk Technicznych
ul. Oczapowskiego 11, 10 =717 Olsztyn

Streszczenie
W  pracy przedstawiono matematyczny opis probkowania sygnatéw diagnostycznych
posiadajacych nicograniczone pasmo przy pomocy nicklasycznych jader oraz probkowania sygnatow
okreslonych na zbiorach mierzalnych.

Stowa kluczowe: probkowanie sygnatdow, przestrzenie sygnatow, twierdzenie Shanona, zbiory mierzalne jadra
reprodukujace.

SAMPLING OF THE DIAGNOSTIC SIGNALS
PARTV
SIGNAL SAMPLING WITH INFINITE FREQUENCY BAND USING NON CLASICAL KERNELS

Summary

In this article is presented mathematical description of diagnostic signals sampling with infinite
frequency band using non clasical kernels and sampling of signals defined on measurment sets.

Keywords: sampling signals, signals space, Shanon theorem,. measure sets reproducing kernel.

1. WPROWADZENIE [_ [1B,+11 B] , )
Istnieje bardzo duza grupa sygnalow

diagnostycznych, ktéra w dziedzinie czasu dla pewnego Be R", B, >0,j=1,2,3, .,

posiada informacje zawarta w ksztalcie sygnatu. n, wtedy sygnal moze byé calkowicie

Istotne sa zatamania, ostre wierzchotki, szybkie k

zmiany amplitudy i fazy. Takie zachowanie sig odtworzony z probek w punktach —, k € Z",

sygnalu w czasie powoduje, iz sygnat w B

dziedzinie  czgstotliwosci  posiada  bardzo W nastegpujacej postaci:

szerokie pasmo, teoretycznie nieskonczone.

Nalezy si¢ zastanowi¢ czy probkowac sygnat w s (t Z ( jH SlnC(B €= )

dziedzinie czasu a pdzniej transformowaé go do kez"

dziedziny czgstotliwosci czy tez postgpowac (l‘ cR" ) 3)

odwrotnie.

Powyzszy szereg jest absolutnie i jednostajnie
zbiezny.
Pojawia si¢ pytanie, czy mozliwe jest

W pracy przedstawione zostana podstawy
matematycznego podej$cia do rozwigzania tych

blemow.
Probiemow odtworzenie sygnalu z jego probek gdy
2. PROBKOWANIE SYGNALOW szeroko$¢ pasma dazy do nieskonczonosci.

O NIEOGRANICZONYM PASMIE Zapiszemy ten warunek w postaci:

Okreslimy na poczatku twierdzenie S(t): }912}0 Z ( jH SmC(B e )
Shannona -Nyquista w euklidesowej n- kez
wymiarowej przestrzeni R". (t €R ) 4)
Jezeli sygnat S(t) spetnia warunek: Ciaglo$¢ sygnatu nie wystarcza, potrzebne
. . sa jeszcze inne ograniczajace warunki.
s (t ) eL ( )ﬁ C( ), (1) Nalezy si¢ zastanowi¢, czy istnieje sygnat

i jego transformata Fouriera jest ograniczona w @:R" — C dla, ktérego bedzie spetniona

n- wymiarowym przedziale: .,
wy ymp zaleznos¢:
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-ty 2

(t eR" ) 5)
dla kazdego ciaglego sygnatu.

Warunkiem koniecznym i wystarczajacym
aby powyzszy szereg byt absolutnie i
jednostajnie zbiezny na zwartych podzbiorach

R" jest:

> olt—k)=(211)". (6)
kez"
W tym przypadku , funkcjag : R" — C
nazywana jest jadrem.

Szereg (5) jest dyskretnym splotem
sygnatu S(t ) i jadra ¢@. Klasycznym
przyktadem jadra [1] jest:

o(e)=~211(1-) .t e(-11). @

Wprowadzimy  pojgcie
szeregu probkujacego,
W nastgpujacy sposob [1]:

(st)(t):ﬁ S| &t

uogolnionego
okreslonego

kez"

®)

oraz uogdlnionej calki splotowej:

ﬁB
(rgs)e)=

(\/ﬁ) J.S(u)go(B(t—u))du,

(teR";BeRf). 9)
1 g jest  ograniczonym, liniowym
odwzorowaniem C (R" ) w siebie, 1 spelnia
warunki:
L ||¢||Ll : (B>0),  (10)
limHI"’s—sH s eC(R”)) (11)
B—x©
Okreslimy szczegotowe wiasciwos$ci
nieklasycznych jader w przypadku

nieograniczonego pasma.
Jezeli @ :R" — C jest ograniczona
funkcja taka, ze szereg

jest absolutnie 1 jednostajnie zbiezny na

zwartych podzbiorach R"i

(\/ﬁ) kezz;go =1.(ter"). @)

wtedy @ jest nazywane jadrem ( dla
uogolnionych szeregéw probkujacych)
Moment rzgdu 7 € N, jadra wynosi:

M " teR” keZ”

mp)= maxsupm > (kY gl k)

(14)

Twierdzenie |
Jezeli @ eC (R") jest  jadrem, to
spelnione sq nastepujqce warunki:.

1. Jezeli s:R" —> C  jest sygnalem
ograniczonym na R", to
lim(S¥s ke, )= st 15
lim(sgs)e,) = s(z,) (s)

dla wszystkich punktow [, € R", gdzie

sygnat s jest ciqgly.
2. {S; poo definiuje rodzing ograniczonych,
liniowych odwzorowar C(R") w siebie,
majqcych norme
s H 9). (B>0), (16)
i speimajqcych

limHSl‘fs - SH =
B—w C

(SGC( ”)) (17)
Dowod

Jednostajna zbieznos$¢ szeregu (12) na
zwartych zbiorach powoduje, iz

m, (q)) <0, (18)
stad funkcja

2 lole—k). (19)
(J_)

jest okresowa.

Odnos$nie czg$ci pierwszej, jezeli s jest
ciagle w #,, wtedy dla & >0 istnieje takie
0>0, ze |S(l‘)—
t € R" spetiajacego —0 <t —1t, <0.
Stad:

(2] steo) (s ) <
s -z o

keS, keS,

<5(\/ﬁymo +2sup|s XZ|{p ka

keS,

s(ty) <& dia kazdego

s[gj‘pp(me ~x)

(20)
gdzie

S, ={kez"~0B < Bt,—k <3B}, ()
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S,=2"-§,= {k € Z" istnieje
najmniejsze
jell.njz|Bit, —k;|>6B, |. (2)

Nalezy pokazac, iz ostatnia suma (20) jest
zbiezna do 0 dla B — 0. Z (12) wynika, iz dla
kazdego 1 < j < n jest spetniona zalezno$¢:

Tt 41 5 | Dl <
keZ" kj=—0 k[/]eZ"’l
(23)
gdzie:
k= (KK ek, ), 24

i stad zbieznos¢ jest jednostajna na zwartych
podzbiorach K ; € N . Spetniony jest warunek:

(25)
Zbiodr K jest okreslony w nastgpujacy sposob:
K =max,__ K,y (26)
Mozemy zapisac:

Z(P(Bfok%Z{ 2 Z(P(BtokX}
keS, Jj=1 ‘BI% k‘>53]kh]ez”4

= i{ z Z“/’ Bt LBtOJ_ (k _LBZOJ)]}

J 1‘310 k‘m% kijjez™

. 27
Oznaczajac:

m=k—|Bt, |eZ", (28)
mamy:

Bt, —| Bt, |e[0,1]". (29)
Stad:
Z |(p (Bto - k] <
keS,
<Zn: z Z|(p(8t0 LBtOJ m1}<ne

J= | |m[26B-1; m[ ez

(30)

k+1
dla kazdego W >

, otrzymujemy wigc

(29).

Odnos$nie  czesci  drugiej najpierw
pokazemy, ze S gs jest jednostajnie ciagte
naR" i pokazemy, ze zalezno$¢:

(s25)e)=(Seg)Br). 31)
gdzie

glt)= s(i} , (32)

B
wystarczy rozwazy¢ w przypadku B = (1,...1).
Wtedy szereg (12) bedzie zbiezny jednostajnie w
[— 1,2]". Wezmiemy ¢>0, K,eN i

otrzymamy:

War )
Slole—k)~ lple—k)<*
3sl

(33)
dla kazdego € [— 1,2]” Jezeli g € C(R" ), to
istnieje 0 < 0 <1 taka, ze:

(p“ = (ﬁ)

lo(t)- (34)

dla kazdego t,t € R" i —§St—t‘S5.

Teraz niech f,f € R" oraz spehia warunek
—S<t—1 <8, wedy t—|t] i
¢ =|t]=(t +1)+1=[z] nalesy do [-12]"
i stad Ltj—k eZ".

W zwiazku z tym zapiszemy:
(V2 ) Jseste)-sesle )| <

< S lsolole-Le)~e-leD-o ~Le-(e-Le))
<[s. 2 ‘40(’ ~iJ-m)- ol —LtJ—m]

> fole~LeJ- k)=l L) 5]+

~Ky<k<K,

<l oli-e)-#)
' {kezl”_ —Kogzkgko}[+ ¢’(t‘ ~[)- k)J

{ s ko) zg(ﬁ)’}

) +
oo, 30K+ 1 ol sl

< (\/ﬁyg (35)

W przypadkugdy j =0 1 ¢ =1 mozna
bedzie w prosty sposdb zweryfikacji zaleznosci

(13)
Jezeli @eC ( ") bedzie  spetniaé

warunek 1, ((0 < OO) dla pewnego € N i
niech j € N bedzie stala spelniajaca warunek
| ]| <r. Wtedy nastepujace stwierdzenia sa

réwnowazne dla ¢ € R :
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1 A
1. m Z(f—k)jgﬁ(t—k): C pwW. W
A/ kez"
2R”. (36)
D7 (k1) = (=i)'c dlak =0
0 dlak € 2" - {0}
Szereg
Z‘ t—k t—kj (38)
keZ"

jest jednostajnie zbiezny na  wszystkich
zwartych podzbiorach R”, dla wszystkich
s e N, , oraz dla |S| = ¥ ograniczenie p.w. ze

stwierdzenia 1 zanika.
Przyktadowymi nieklasycznymi jadrami

sa:
1. Jadro Fejera:

I Sm(% j

F(t):= )

RGN

(t eR" ) (39)
2. Jadro de la Vallee Poussina:

i a4 o4

L1

2

2
t/'

4
VP(t)=| —
0-(A=
(ter") (40)
3. Jadro Bochnera — Riesza :

BR(t):=2"T(y + 1)(\t\\2(z+7j S, (Mz)

,(teR"). 41)
n—1 _ .
dla y > T J, jest funkcja Bessela rzedu

A.

4. Jadro klinowe jednowymiarowe rzedu 7 > 2 :

e g -] ,
Mr(t): ﬁz v'r v)' , dia MSE

0, dla i >~
2
(42)

3. PROBKOWANIE SYGNALOW
W ZBIORACH MIERZALNYCH

Uogolniajac przestrzenie Bernsteina Bi

zdefiniujemy przestrzen:

L= {s € LZ(R); s(v)= 0dlave A},
1.

(1.37) @3)
gdzie A jest mierzalnym podzbiorem R.

Sygnaty nalezace do tej przestrzeni
nazywane sa pasmowo ograniczonymi do
mierzalnego zbioru A.

Ponadto  bedziemy  jeszcze  uzywaé
przestrzeni zdefiniowanej nastepujaco:

*(4)=1{se *(R; s(u)=0 dlaugAf
(44)
Zaktadamy, ze zbior A speinia warunek:

An(A+2k1V)=0 (ke Z—-1{0}). (45)

dla pewnego V' > 0. Warunek ten implikuje, ze
A ma miarg¢ skonczona:

m(A4)< 211V . (46)

Jezeli A jest zbiorem ograniczonym to

istnieje takie |x| <M , 7ze dla kazdego x € A4,

zalezno$¢ (46) jest spetniona dla kazdego
V=I1"'M.

Jezeli s € Li‘ 1 zbior A spelnia warunek

(45), wtedy taki sygnal mozna przedstawic
W postaci:

t)= \/21_1_1 ! s(V)e™dv pw.  (47)

Sygnat spetniajacy (47) jest ciagly.
Jezeli sygnat s € L (A) gdzie Ai V>0,
spehnia (45), to:
s(x + 2HkV)s‘x+ 2MkV)=0 ,dla k # j.
(48)
Normy sygnalow W powyzszych
przestrzeniach :mozna okre§li¢ w ponizszy
Sposob:
1. Jezeli sygnat s € L* (A) i V>0 spetia
(45), wtedy norma sygnatu wynosi:

1
IO
S BVDy | ==t RN 4

2. Jezlisygnat s € L, i V >0 spetnia (45),
wtedy norma sygnatu wynosi:

Bl
.
|4

(49)

s

(50)

1 o0
a \/ﬁV,Z;
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Ponizsze dwa lematy sa wprowadzeniem do
twierdzenia o probkowaniu sygnatow w zbiorach
mierzalnych.

Lemat 2
Jezeli §,g € Li i V >0 spetnia (45), wtedy:

T;s(u)gfz)du :% i S(gj@ (51)

k=—
Powyzsza suma jest absolutnie zbiezna.

Lemat ten jest uogdlnieniem lematu
dotyczacego splotu w przestrzeni Bernsteina na

sygnaly nalezace do LZA )

Lemat 3
Jezeli §,g € Li i V>0 spetnia (45), wtedy:

o i SR
(teR). (52)

Powyzszy szereg jest absolutnie i jednostajnie
zbiezny.

Dowod.
Zmienng ¢ € R, wystepujaca w g (lemat

(3)) zapiszemy w postaci gil‘ - ’ Stad

[el ) =e™ g(v). (53)

Absolutna i jednostajna zbiezno$¢ wynika z:

2HPk)

‘k‘>n
)

<

2) /2

Al e -
~frr iy s(gj Iel,..

Twierdzenie 4. O prébkowaniu w L,

Jezeli sygnat se L’ i V>0 spelnia
(lemat 3), wtedy mozemy odtworzy¢ sygnat z

k
ciqgu probek S(; w nastepujqcej postaci :

a2 4)
(teR). (54)

Y
¥ oznacza odwrotna transformat¢ Fouriera

funkcji charakterystycznej zbioru A. Szereg
(2.13) jest absolutnie i jednostajnie zbiezny.

Dowod.
Zbiéor A ma skonczona miare oraz

; el (R), stad:

Vv

)= [ Sk =52, | -

(S*zZ Xf)

(teR). (55)

b

Dla V=B i A=[—HB,HB] oraz
Xnsns) = 20 sinc(BT)

klasyczne twierdzenie o probkowaniu.

otrzymamy
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