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Streszczenie 
W pracy przedstawiono matematyczny opis sygna ów diagnostycznych przestrzeni Bernsteina 

i Paleya- Wienera oraz sposób konstrukcji tej przestrzeni. Podano matematyczn  teori   

w zastosowaniu do próbkowania sygna ów diagnostycznych w tych przestrzeniach. 

 

S owa kluczowe: próbkowanie sygna ów, przestrzenie sygna ów, przestrze  Bernsteina, przestrze   

Paleya-Wienera. 

 

SAMPLING OF THE DIAGNOSTIC SIGNALS 

PART IV 

SIGNAL SAMPLING IN THE BERENSTEIN AND PALEY-WINER  SPACE  
 

Summary 

In this article are defined the diagnostic signals in the Berenstein and Paley-Wiener space and 

the way this space is constructed. The mathematical theory in the application  

of the diagnostic sampling signal is presented. 

 

Keywords: sampling signals, signals space, Berenstein space, Paley-Wiener space. 

 
 
1. WPROWADZENIE 
 

Sygna y nale ce do przestrzeni Bernsteina 
pB  

i Paley – Winera 
pPW , 0 , p1 , s  

szczególnie wa ne ze wzgl du na w a ciwo ci ich 

opisu za pomoc  szeregów kardynalnych. Nadaj  si  

one bardzo dobrze do opisu próbkowania 
regularnego.  

W próbkowaniu regularnym, momenty 

próbkowania sygna ów s  od siebie równo odleg e, 

sygna y próbkowane s  dolnopasmowe i  maj  

jednowymiarow  dziedzin  po o on  centralnie 

wzgl dem pocz tku uk adu (wzgl dem zera). 

 

2. SZEREG FOURIERA  
W PRZESTRZENIACH FUNKCYJNYCH 

 

Niech N, No, Z oznaczaj  odpowiednio zbiór 

liczb naturalnych, zbiór nieujemnych liczb 

ca kowitych, zbiór wszystkich liczb ca kowitych, 

a R, R+, C, zbiór liczb rzeczywistych, dodatnich 

rzeczywistych i zespolonych. 

W szczególno ci Rn jest n – wymiarow  

przestrzeni  eukildesow  z norm  w postaci: 
2/122

12
.....: nuuu , (1) 

gdzie nuuu ,.....,1 , Ru j , nj ,.....,2,1 . 

Iloczyn skalarny 
nRvu,  dany jest wzorem: 

n

j

jjvuuv
1

: . (2) 

Przez 
v

u  oznaczymy wektor 

n

n

v
u

v
u

,......,
1

1 , a przez 
1u  wektor 

nuu
1,......1

1

. Podobnie u  oznacza wektor 

nuu ...,,.........1 , gdzie nu  oznacza 

najwi ksz  liczb  ca kowit  nie wi ksz  ni  nu . 

Przez ba, , 
nRba, , oznaczymy n – 

wymiarowy przedzia  zawieraj cy wszystkie 

wektory 
nRu , spe niaj ce warunek bua  

(porz dek po wspó rz dnych). 

  

Dla 
nNk 0 , 

nRu , okre limy nast puj ce 

wielko ci: 

nkkk ....: 1 . 
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nk

n

kk uuu ..........: 1

1 . 

 

!...!.........:! 1 nkkk . 

Dla funkcji CRs n:  wielko  sD k
 okre limy 

wzorem: 

s
uu

s
u

sD
nk

n

k

k

k

k

k

........
::

1

1

, rk . 

 (3) 

Niech 
nRC  b dzie przestrzeni  wszystkich 

jednostajnie ci g ych i ograniczonych funkcji 

CRs n: , wyposa onych w norm  supremum 

c
s  i niech 

rkRCsDRCsRC nknnr            ;:

oNr , b dzie przestrzeni  funkcji ci g ych r - 

krotnie ró niczkowalnych w sposób ci g y. 
np RL  oznacza przestrze  wszystkich 

mierzalnych funkcji CRs n: , dla których 

normy  

p

R

p

nL
n

p duuss

1

2

1
: , 

p1 . (4) 

nRu
L

usesss sup : ,  (5) 

s  sko czone. 
pL , 

nR , p1  jest przestrzeni  

- okresowych mierzalnych funkcji CRs n: , 

które s  ca kowalne w p – tej pot dze w przedziale 

,0  z norm  

p
p

n

j

jL
duuss p

1

,0

1

1

 (6) 

Transformata Fouriera s  funkcji 
nRLs 1

 

jest zdefiniowana wzorem: 

nR

ivu

n
dueusvs

2

1
: , 

nRv .  (7) 

Transformata Fouriera – Plancherela 

funkcji 
np RLs , 21 p , jest okre lona 

jako funkcja CRs n: , która spe nia zale no : 

0
2

1
lim

0 qL
K

iuv

n
vseus ,   (8) 

gdzie 
nRK 0  jest kul  o rodku w punkcie 0 

i promieniu 0 , i 1
11

qp
. 

K – ty wspó czynnik Fouriera sygna u 
1Ls  

jest zdefiniowany jako: 

dueusks

u
kin

j

j

2

,0

1

1

: , 

nZk , (9) 

a odpowiadaj cy powy szej transformacie 

szereg Fouriera dany jest w postaci: 
t

ki

Zk

ekfts
n

2

~ , 
nRt . (10) 

W ogólno ci 
nZk

jest warto ci  granicy 

N

Nk

N

Nk
N

n

......lim
1

. 

Zwi zek pomi dzy transformat  Fouriera 

sygna u 
nRLs 1

 i sygna em 
1Ls  okre la 

twierdzenie Poissona. 

Je eli 
nRLs 1

, to szereg: 

nZk

n

n

j

j

ktsts
2

:
1*

,
nRt ,  

 (11) 

jest zbie ny bezwzgl dnie prawie wsz dzie. 

Zdefiniujemy sygna  
1* Ls  taki, e 

dla ka dego Lg .  (12) 

bieraj c w szczególno ci 
u

i

eug
2

, (13) 

otrzymamy: 

k
sks

2*
, 

nZk .  (14) 

W powy szym wyra eniu lewa strona 

wyznacza wspó czynniki Fouriera - okresowego 

sygna u 
*s  zdefiniowanego za pomoc  (9), a prawa 

strona jest transformat  Fouriera sygna u 
nRLs 1

 zdefiniowanego za pomoc  (7). 

 Sygna  
*s  mo na rozwin  w szereg Fouriera: 

t
ki

Zk Zk
n

n

j

j

e
k

sktsts
n n

21* 2
~

2

 (15) 
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Je eli obydwa szeregi wyst puj ce w wyra eniu 

(15) s  jednostajnie zbie ne w zwartych podzbiorach 
nR , to znak „~” zast piony mo e by  przez „=”. 

Splot sygna ów 21 ss , CRss n:, 21  jest 

zdefiniowany wzorem: 

duutsustss
n

R

n

21
2

21 2 , 

  (16) 

je li tylko ca ka istnieje. 

Je eli 
nRLs 1

1  i 
np RLs2 , p1 , 

to 
np RLss 21 . 

Je eli 
nRLs 1

1  i 
nRCs2 ,  to 

nRCss 21 . 

Dla powy szych warunków zachodz  zwi zki: 

 

pp LLL
ssss 2121 1 . (17) 

 
CLC

ssss 2121 1 . (18) 

Dla 21 p  zachodzi dodatkowo: 

vsvsvss 2121 . (19) 

 

3. OPIS SYGNA ÓW DIAGNOSTYCZNYCH 
W PRZESTRZENI BERNSTEINA 

 
Przestrzenie Bernsteina s  dogodnym 

narz dziem do opisu problemów przetwarzania 

analogowo – cyfrowego. Szczególnie s  przydatne 

do opisu procesu próbkowania, gdy  analiza tego 

problemu znacznie upraszcza si  w tych 

przestrzeniach 

Sygna  nazywamy ca kowitym, je eli jest 

holomorficzny na zbiorze C. 
Sygna  ca kowity jest typu wyk adniczego  

je eli istniej  dodatnie sta e A i B takie, e 
zB

Aezs ,   Cz . (20) 

Z sygna em typu wyk adniczego stowarzyszona 

jest liczba , nazywana typem wyk adniczym, 

okre lona jako: 

r

rM

r

log
suplim , (21) 

gdzie rM  oznacza maksymalny modu  sygna u s 

w okr gu rz . 

Przez E  oznaczamy sygna y ca kowite typu 

wyk adniczego  mniejszego lub równego . 

 

Definicja 1  

Przestrze  Bernsteina 
pB  sk ada si  

z sygna ów, które nale  do E , a po 

ograniczeniu do R nale  do RLp
. Norm  na 

pB  okre lamy jako norm  z RLp
. 

 Dla sygna ów w przestrzeni Bernsteina 

zachodzi zwi zek: 

BBBB rp1
 dla rp1 . 

 (22) 

Ponadto, je li 1
11

qp
 oraz 

pBs1  i 

qBs2 , to 
1

221 Bss . 

 

Dla ka dego sygna u 
pBs , Nr  i 

1p  zachodzi:  

 

p

r

p

r ss . (23) 

 

Nierówno  Nikolskiego przyjmie nast puj c  

posta : 

Niech p1 . Wtedy dla ka dego sygna u 

pBs , i 0h  mamy: 

p

p

Zn

p

Ru
p

shhnushs 1sup

1

 

 (24) 

Kryterium zwarto ci w przestrzeni 

Bernsteina. Niech p1 , i niech ns , 

Nn  b dzie ograniczonym w normie ci giem 

sygna ów z przestrzeni 
pB . Niech oC  b dzie 

zwartym podzbiorem p aszczyzny zespolonej C. 

Wówczas istnieje podci g 
kns  ci gu ns ,  który 

jest zbie ny jednostajnie na oC . 

Wniosek 2 

Przestrze  Bernsteina jest zupe na, jest wi c 

przestrzeni  Banacha. 

 

Dla 
nR  i p1 ,

pB  b dzie 

przestrzeni  sygna ów ca kowitych na 
nC , typu 

wyk adniczego , spe niaj cych warunek: 

n

j

jjRC
yszs n

1

exp ,  
nCz ,

gdzie: 

nzzz .............1 ,  jjj iyxz , 

nale  do 
np RL . 

 

Dla ka dego 
nRh  i sygna ów z przestrzeni 

Bernsteina zachodzi: 
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p

nn
p L

n

j

jj

p

Zk

p

n

n

j

j

Ru
L

shhkus

h

s
1

1

1
1

2
sup

, 
pBs .  (26) 

Jest to nierówno  Nikolskiego dla przestrzeni 
nC . 

W przestrzeni 
pB , 21 p , transformata 

Fouriera okre lona jest poprzez twierdzenie Paleya 

– Wienera. 

 

Twierdzenie 3 Twierdzenie Paleya-  Wienera 

Za ó my, e RLs 2
. s  jest transformat  

Fouriera sygna u s zanikaj cego na zewn trz 

przedzia u , , wtedy i tylko wtedy gdy sygna  

s po ograniczeniu do R, nale y do E . 

 

Twierdzenie 4 

Za ó my, e ,np RLs  21 p . Je eli 

jego transformata s  zanika prawie wsz dzie na 

zewn trz przedzia u , , to sygna  s ma 

rozszerzenie na ca y zbiór 
nC jako element 

pB  

i mo na go zapisa  w postaci:  

dvevsts ivt

n

,2

1 , nRt . 

  (27) 

4. OPIS SYGNA ÓW DIAGNOSTYCZNYCH 
W PRZESTRZENI PALEYA- WINERA 
 

Niech Bm  oznacza n- wymiarow  miar  

Lebesguea zbioru 
nRB , i niech B sk ada si  z 

M roz cznych sk adników ,jB  Mj ,......1  

takich, e dla ka dego jBmj 0   , . Zbiór 

B jest fizycznie interpretowany jako pasmo 

sygna u. 

Definicja 5 

Przestrze  Paleya - Wienera BPW  jest 

zdefiniowana jako: 

BRCRLssPW nn

B s supp  ,:: 2  

 (28) 

Je eli B jest pojedynczym przedzia em 

RBB, , to przestrze  oznaczamy 

BPW . 

Je eli zbiór B sk ada si  z wi cej ni  jednego 

roz cznych sk adników, elementy przestrzeni 

BPW  nazywamy sygna em wielopasmowym.  

Poni sza definicja okre la przestrze  sygna ów 

Paleya – Wienera 
pPW : 

Definicja 6  [1] 

Dla 0  i p1  sygna  ts  nale y 

do przestrzeni Paleya – Wiennera 
pPW , je li 

mo na go przedstawi  w postaci: 

dueugrs izu
,  Cz , (29) 

dla ,pLg  i B . 

 

Przestrze  
pPW  jest podzbiorem E , 

poniewa  ka dy element 
pPW  jest homologiczny 

z C, a tak e ma miejsce zwi zek : 

1

Im gedueugzs
zzu

. (30) 

Zachodzi inkluzja : 
pr PWPW ,  1pr , (31) 

która jest konsekwencj  nierówno ci Höldera. 

Odwzorowanie (transformata Fouriera) 

ssF :  jest ograniczon  liniow  transformacj  

RLp
 w RLq

 gdy 21 p . 

W szczególno ci, je eli 21 p , to 

za o enie 
pPWs  implikuje, 

qBs , a wi c 

zachodzi:  
qp BPW . (32) 

Poni szy zestaw twierdze  daje warunki 

dostateczne, aby sygna  nale a  do przestrzeni 

Paleya – Wienera. 

 

Twierdzenie 7 Paleya – Wienera 

Je eli RLs 2
, to s ma analityczne 

rozszerzenie do C które nale y do E , wtedy i tylko 

wtedy je eli , pp ssu . 

W przypadku gdy 2qp  , z powy szego 

twierdzenia wynika, i   

 
22 BPW . (33) 

 

Twierdzenie 8 [1] Paleya – Wienera (wersja 
PL ) 

1. Je eli sygna  s nale y do E  a po ograniczeniu 

do R nale y do RLp
, 21 p , to istnieje 

,qL , 
1p

p
q  takie, e: 
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dueuzs iuz
. (34) 

2. Je eli ,,pL  21 p , i 

 dueuzs iuz
, 

to sygna  s nale y do E  a po ograniczeniu do R 

nale y do RLp
. 

 

 Dla 2p  zachodzi relacja: 

 
2

B

p

B PWPW . (35) 

 

Twierdzenie 9  Paleya – Wienera (wersja 
1L ) 

Sygna  s nale y do E  a po ograniczeniu do R 

nale y do RL1
, wtedy i tylko wtedy gdy mo na go 

przedstawi  w postaci: 

 dueuzs iuz
, (36) 

gdzie 0 , i  rozszerzone na 

zewn trz przedzia u ,  posiada absolutnie 

zbie ny szereg Fouriera w przedziale 

, , 0 . 

Sygna y nale ce do przestrzeni Paleya – 

Wienera s  pasmowo ograniczone lub 

dolnopasmowe, pocz tek (zero) zawarte jest 

w rodku przedzia u (w rodku pasma) przedzia u 

cz stotliwo ci lub czasu. Widmo takiego sygna u 

jest zawarte w przedziale BB, . 

 

5. PRÓBKOWANIE SYGNA ÓW 
W PRZESTRZENI BERNSTEINA 
 

Podstaw  rozwa a  próbkowania sygna ów 

w przestrzeni Bernsteina s  nast puj ce fakty 

cz ce splot dyskretny ze splotem ci g ym. 

Je eli 
pBs1  i 

qBs2 , p1 , oraz 

q jest sprz one z p, i B , wtedy zachodzi 

zwi zek: 

duutsusB
B

n
ts

B

n
s

RZn

2121  Rt . (37) 

Wobec powy szego mo na wyci gn  wniosek, 

i  splot w przestrzeni Bernsteina jest równy 

pewnemu splotowi dyskretnemu. 

Lemat 10  

Niech 
p

BBs1 , 
q

BBs2 , dla 
nRB , 

p1 , 1
11

qp
, wtedy: 

nZk
n

j

j

n B

k
ts

B

k
s

B

tss 21

1

21

2

1 , 

 
nRt , (38) 

jest szeregiem absolutnie i jednostajnie zbie nym  

w 
nR . 

W oparciu o lemat (10) mo na atwo 
udowodni  klasyczne twierdzenie o próbkowaniu 

Shannona. Niech bowiem 
p

BBs , p1 , 

n

j

q

Bj Bk
1

sinc , q1 . Z lematu (20) 

otrzymamy: 

nZk

n

j j

j
jj

B

k
tB

B

k
s

1

sinc . 

tsk
B

k
ts

n

j

j

Zk n 1

sinc  (39) 

 

Twierdzenie. 11 O próbkowaniu w przestrzeni 
Bernsteina 

Je eli sygna  
p

BBs , p1 , to 

mo emy go przedstawi  w postaci szeregu: 

Zn

nBt
B

n
sts sinc . (40) 

Szereg ten jest absolutnie i jednostajnie zbie ny na 

zbiorach zwartych.  

W przestrzeni Bernsteina zachodzi 

Twierdzenie 12  

 Dla ka dego sygna u 
p

BBs , 

p1 , Nr  mamy: 

Zn

r

r nBt
dt

d

B

n
sts sinc .  (41) 

Szereg ten jest absolutnie i jednostajnie zbie ny na 

zbiorach zwartych. 

Powy sze twierdzenie b dzie potrzebne do 

analizy próbkowania za pomoc  nieklasycznych 

j der. 

 
6. PRÓBKOWANIE W PRZESTRZENI 

PALEYA – WIENERA 
 

Podstaw  analizy próbkowania w przestrzeni 
p

BPW  jest poni sze twierdzenie: 

Twierdzenie 13 O próbkowaniu w przestrzeni 
Paleya - Wienera 

Je eli 
p

BPWs , p1 , wtedy s mo na 

przedstawi  w postaci szeregu: 

nBt
B

n
sts

Zn

sinc  (42) 
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jednostajnie zbie nego na zwartych podzbiorach C. 

Je eli 1p , to zbie no  jest absolutna. 

W przypadku 1p , zbie no  nie jest absolutna, 

lecz mo e by , je eli g w definicji (15) nale y do 
1eH . 

Przestrze  Hardy’ego 
1H stanowi  sygna y s 

analityczne w dysku jednostkowym 

1: zCzD , dla których: 

dres j

r 10

sup . (43) 

Przestrze  
1eH jest ograniczon  do cz ci 

rzeczywistej przestrzeni  
1H , innymi s owy, je eli 

1Hs , wtedy  
j

r
r

reess

1
1

lim , (44) 

nale y do 
1eH . 

Zachodzi relacja : 

,, 11 LeHLp
.  (45) 

 

Poni ej zosta y przedstawione w asno ci 

przestrzeni Paleya – Wienera, szczególnie przydatne 

w teorii próbkowania sygna ów 

 

1. Przestrze  Paleya – Wienera BPW  jest 

przestrzeni  Hilberta z reprodukuj cym j drem 

równym: 

tsBBsinc , RRts, .  (46) 

 Sygna  BPWs  mo na 

zapisa  w postaci : 

dvvBt
B

v
sts

R

sinc   (47) 

2. Je eli BPWs , to zachodzi: 

dxexsts ixt

B

B2

2
. 

Sygna  s jest ograniczony do R, i 0ts  

gdy .t  

3. Zbiór nBtBsinc , Zn , jest 

ortonormaln  baz  dla BPW , przy czym n – 

ty wspó czynnik szeregu Fouriera wynosi: 

B

n
s

B
cc

1
. 

Poni szy szereg dla BPWs  jest szeregiem 

ortogonalnym 

vBt
B

n
sts

Zn

sinc , 

który jest zbie ny w normie BPW  absolutnie 

i jednostajnie na ca ym R. 

4. Zale no  Parsevala dla BPWs  przyjmuje 

posta : 
2

2 1

Zn B

n
s

B
s . 

Opis procesu próbkowania w oparciu 

o przestrzenie Paleya – Wienera czyni klasyczn  

teori  Shannona – Nyquista bardziej przejrzyst . 
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