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PROBKOWANIE SYGNALOW DIAGNOSTYCZNYCH
CZESC IV
PROBKOWANIE SYGNALOW W PRZESTRZENI
BERNSTEINA I PALEYA - WIENERA
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Streszczenie
W pracy przedstawiono matematyczny opis sygnatow diagnostycznych przestrzeni Bernsteina
i Paleya- Wienera oraz sposob konstrukcji tej przestrzeni. Podano matematyczng teorig
w zastosowaniu do probkowania sygnalow diagnostycznych w tych przestrzeniach.

Stowa kluczowe: probkowanie sygnatow, przestrzenie sygnatow, przestrzen Bernsteina, przestrzen
Paleya-Wienera.

SAMPLING OF THE DIAGNOSTIC SIGNALS
PART IV
SIGNAL SAMPLING IN THE BERENSTEIN AND PALEY-WINER SPACE

Summary
In this article are defined the diagnostic signals in the Berenstein and Paley-Wiener space and

the way this space is constructed. The

of the diagnostic sampling signal is presented.

mathematical theory in the application

Keywords: sampling signals, signals space, Berenstein space, Paley-Wiener space.

1. WPROWADZENIE

Sygnaly nalezace do przestrzeni Bernsteina B (f

i Paley — Winera PW/”, 0>0, 1< p<oo,sa

szczegolnie wazne ze wzgledu na wilasciwosci ich
opisu za pomoca szeregow kardynalnych. Nadaja si¢
one bardzo dobrze do opisu probkowania
regularnego.

W prébkowaniu  regularnym,  momenty
prébkowania sygnatow sa od siebie rowno odlegte,
sygnaly probkowane sa dolnopasmowe i maja
jednowymiarowa dziedzing potozong centralnie
wzgledem poczatku uktadu (wzgledem zera).

2. SZEREG FOURIERA
W PRZESTRZENIACH FUNKCYJNYCH

Niech N, N,, Z oznaczaja odpowiednio zbior
liczb naturalnych, zbiér nieujemnych liczb
catkowitych, zbior wszystkich liczb catkowitych,
aR, Ry, C, zbioér liczb rzeczywistych, dodatnich
rzeczywistych i zespolonych.

W szczegdlnosci R" jest n — wymiarowa
przestrzenia eukildesowa z norma w postaci:

2 2 )72
||u||2 = (”1 + e +u ) , (1)

n

gdzieu:(ul, ..... ,un),uA.eR,je{1,2, ..... ,n}.

Tloczyn skalarny u#,v € R" dany jest wzorem:
n
uvi=y Uy, . )
Jj=1
Przez 7’/
v
" yeveenn ,u” , a przez u' wektor
Vv, v,
1 peeenns l . Podobnie I_uJ oznacza wektor
ul un

(l_u1 J, ............ , L“n J), gdzie

najwigksza liczbe calkowita nie wigksza niz u,, .

oznaczymy wektor

Lu n J oznacza

Przez [a,b], a,be R", oznaczymy n -

wymiarowy przedzial zawierajacy = wszystkie
wektory u € R", speliajace warunek a <u <b

(porzadek po wspoirzednych).

Dla keN,, ueR", okrelimy nastepujace
wielkosci:

k| =k, + ...+ k, .
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Dla funkcji 5 : R" — C wielkos¢ D*s okreslimy
wzorem:
5\"\ 5\’4

EY Y o (d=r)

D*s

3)
Niech C (R ") bedzie przestrzenia wszystkich
jednostajnie ciagtych 1 ograniczonych funkcji

s:R" — C, wyposazonych w norme supremum

”S |C 1 niech

CV(R”):= {s € C(R”), D's e C(R") v ‘k‘ < r}

r € N, bedzie przestrzenia funkcji ciagtych r -
krotnie rézniczkowalnych w sposéb ciagly.

L’ (R ! ) oznacza  przestrzen  wszystkich

mierzalnych funkcji s:R" — C, dla ktorych

normy
Jr

1 P
N R a—— S(u du ,
” L (ngff) J] 1
(1< p<o). )
”S - = esssup s(ul s %)
ueR"

sa skonczone.
L?, ZeR], (1 <p< OO) jest przestrzenia

A - okresowych mierzalnych funkcji s: R" — C,
ktore sa catkowalne w p — tej potedze w przedziale

(0,4) znorma
n _1 %p
I, - (m} [l aul
J=1 (0,2)

N
Transformata Fouriera s funkcji s € L' (R ")
jest zdefiniowana wzorem:

A 1 .
s(v):= — s(u)e™ du., (v eR" ) (7)
(vari) Rj
Transformata Fouriera — Plancherela
funkcji s € L” (R" ), 1< p<2, jest okreslona

jako funkcja s : R" — C, ktéra spehnia zalezno$é:

lim B s(u)e”” — ;(V =0, (¥

o (\/ﬁy K.(0)

Vil

gdzie K, (0) C R" jest kula o $rodku w punkcie 0

. . 11
i promieniu p >0,i —+—=1.
P 9
K — ty wspotczynnik Fouriera sygnatu § € Llﬂ

jest zdefiniowany jako:

-1 u
n —i2TTk—
L0=[T1 | fstk ™
J=1 (0.2)
(k eZ” ) )
a odpowiadajacy powyzszej transformacie
szereg Fouriera dany jest w postaci:

S0~ SILEE™ ferr). o

keZ"

W ogolnosci z jest warto$cia granicy

kezZ"
N N
lim > ... )

N TN k=N

Zwiazek pomigdzy transformata Fouriera
sygnatu s € L' (R")

twierdzenie Poissona.

i sygnalem s eLl/1 okresla

Jezeli s € L' (R" ), to szereg:

14
,%

s;(t):z;n s(t+/1k),teR",
a2

N2
an

jest zbiezny bezwzglednie prawie wszedzie.

Zdefiniujemy sygnat S; € Ll/1 taki, ze

dla kazdego g € L. (12)
bierajac w szczego6lnosci

—ions
g(u):e( ‘], (13)
otrzymamy:

A ~( 2Tk )
Sl(k):s( — (kez"). (14)

W  powyzszym wyrazeniu lewa  strona
wyznacza wspotczynniki Fouriera A - okresowego
sygnatu SZ zdefiniowanego za pomoca (9), a prawa

strona  jest transformata  Fouriera  sygnalu

sel (R" ) zdefiniowanego za pomoca (7).

* . r .
Sygnat 5, mozna rozwina¢ w szereg Fouriera:

n

[14

. i AOOTTE 2kt
)= t+/1k~§( } z
’ ) («/2II) kez”S( ) keZ”S A

(15)
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Jezeli obydwa szeregi wystepujace w wyrazeniu
(15) sa jednostajnie zbiezne w zwartych podzbiorach

R", to znak ,~” zastapiony moze by¢ przez ,,.=".
Splot sygnatow s, *s,, 5,,8, : R" — C jest
zdefiniowany wzorem:

(Sl *8, )(t): (21_[)_% .[Sl(”)sz(t _”)d” g

(16)
jesli tylko catka istnieje.

Jezeli s, eLl(R”)i S, eL”(R”), 1< p<Loo,
to (sl*sz)eL”( ”).
Jezeli SIELI( ") i SZEC(Rn), to

(s1 *SZ)E C( ”).

Dla powyzszych warunkéw zachodza zwiazki:

r? < ”Sl”L‘ ||S2 2 7

I salle <l [l

Dla 1 £ p <2 zachodzi dodatkowo:

||Sl *S,

A A

(s]ﬂiszj(v):m(v)h(v). 19

3. OPIS SYGNALOW DIAGNOSTYCZNYCH
W PRZESTRZENI BERNSTEINA

Przestrzenie Bernsteina sa  dogodnym
narzedziem do opisu probleméw przetwarzania
analogowo — cyfrowego. Szczegoélnie sa przydatne
do opisu procesu probkowania, gdyz analiza tego
problemu znacznie upraszcza si¢ w tych
przestrzeniach

Sygnat nazywamy catkowitym, jezeli jest
holomorficzny na zbiorze C.

Sygnat calkowity jest typu wyktadniczego
jezeli istnieja dodatnie stale A i B takie, ze

|s(z) <4, zec. (20)

Z sygnalem typu wykladniczego stowarzyszona
jest liczba o, nazywana typem wykladniczym,

okreslona jako:
azlimsuplog—M(r), (21)
r

r—w

gdzie M (r) oznacza maksymalny modut sygnatu s
w okregu |Z| =r.

Przez E_ oznaczamy sygnaly calkowite typu

wyktadniczego mniejszego lub réwnego o.

Definicja 1
Przestrzen  Bernsteina B (f sktada sie

zsygnalow, ktére nalezq do E_, a po

o

ograniczeniu do R naleiq do L’ (R) Norme na
B?” okreslamy jako norme z L” (R)

Dla sygnatéw w przestrzeni Bernsteina
zachodzi zwigzek:

1 r 0
B, cB!cB  cBdal<p<r<o.
(22)
Ponadto, jesli —+—=1 oraz s, €B i
P 9
s, €B! t0s5,€B) .

Dla kazdego sygnalu se€B’, reN i
p 21 zachodzi:

Hs(’) <o’

p

s”p . (23)

Nieréwno$¢ Nikolskiego przyj&% nastgpujaca

postac:
Niech 1 £ p < 0. Wiedy dla kazdego sygnatu

se€B’i h>0 mamy:

1

)
I, Ssulelig{h2|s(u—hn)|p} <(i+ho),

neZ
(24)

Kryterium  zwartoSci w  przestrzeni

Bernsteina. Niech 1< p < oo, i niech (Sn),
n € N bedzie ograniczonym w normie ciagiem
sygnatdow z przestrzeni B (f. Niech C, bedzie

zwartym podzbiorem ptaszczyzny zespolonej C.
Woéwczas istnieje podciag Sp, ciagu (Sn), ktory

jest zbiezny jednostajnie na C, .

Whniosek 2
Przestrzen Bernsteina jest zupelna, jest wiec
przestrzeniq Banacha.

Dla oc€R! i ISpSoo,Bg bedzie

przestrzeniq sygnatéw catkowitych na C", typu
wyktadniczego O, spelniajqcych warunek:

<l o{ S b . <)

gdzie:

nalezq do Lp( ").

Dla kazdego /1 € R] i sygnalow z przestrzeni
Bernsteina zachodzi:
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< " (1 +°'/h_/)‘SHu'

HSHL, < sup ( ) Z‘s u+hkx »

kez" Jj=1

Jest to nierowno$¢ Nikolskiego dla przestrzeni
Cl’l
W przestrzeni B?, 1< p <2, transformata

Fouriera okreslona jest poprzez twierdzenie Paleya
— Wienera.

Twierdzenie 3 Twierdzenie Paleya- Wienera

N N
Zaléimy, ze s € L (R) S jest transformatq
Fouriera sygnatu s zanikajqcego na zewnqtrz
przedziatu [— o, O'], wtedy i tylko wtedy gdy sygnat

s po ograniczeniu do R, nalezy do E .

Twierdzenie 4
Zatéimy, ze s € L¥ (Rn), 1< p<2. Jezeli

A
jego transformata S zanika prawie wszedzie na

zewnqtrz przedziatu [— J,O'], to sygnal s ma
rozszerzenie na caly zbior C" jako element B é’
i mozna go zapisacé w postaci.
1 AN n
s(t)=—n js(v)e'”dv, (t eR )
@2H)(WJ)
27)

4. OPIS SYGNALOW DIAGNOSTYCZNYCH
W PRZESTRZENI PALEYA- WINERA

Niech m(B ) oznacza n- wymiarowg miarg

Lebesguea zbioru B < R", i niech B sktada sie z
M rozlacznych sktadnikow B, j= L,.....M

takich, 7e dla kazdego j, 0 <m(B,)< 0. Zbiér

B jest fizycznie interpretowany jako pasmo
sygnatu.
Definicja 5

Przestrzen Paleya - Wienera PW, jest
zdefiniowana jako:

PW, :={s:seL2( ")mC(R”), suppggB}

(28)

Jezeli B jest pojedynczym przedzialem

[-TIB,1IB]c R,
PWp.

Jezeli zbidr B sktada sig¢ z wigcej niz jednego

roztacznych sktadnikéw, elementy przestrzeni

to przestrzen oznaczamy

PW, nazywamy sygnatem wielopasmowym.

Ponizsza definicja okresla przestrzen sygnatow

Paleya — Wienera P V(? & B ,, 26)
Definicja 6 [

Dila o > 0 i 1< p<oo sygnal S(t) nalezy

do przestrzeni Paleya — Wiennera PW?, jesli

mozna go przedstawic¢ w postaci:
o

= J.g(u)e’” du,
-0

dla geL”(—a,O')ia=HB.

(z € C), (29)

Przestrzeh PW/ jest podzbiorem E_,

poniewaz kazdy element PW/ jest homologiczny

z C, a takze ma miejsce zwiazek :

|S(Zl < _j]g(u

Zachodzi inkluzja :

Je ™ du < e’ g|,. 30y

r p
PW, cPW;, r>p21, (31)

ktora jest konsekwencja nierownosci Holdera.
Odwzorowanie (transformata Fouriera)

A
F ;s — 5 jest ograniczona liniowa transformacja

L’(R) w L'(R) gdy 1< p<2.

W szczegolnosei, jezeli 1< p <2, to
zatozenie s € PW/ implikuje, s € B!, a wiec
zachodzi:

PW? < BY. (32)

Ponizszy zestaw twierdzen daje warunki
dostateczne, aby sygnal@ nalezal do przestrzeni

Paleya — Wienera.

Twierdzenie 7 Paleya — Wienera
Jezeli sel’ (R) to s ma analityczne

rozszerzenie do C ktére nalezy do E _, wtedy i tylko

wtedy jezeli SUpp s C [— a,a].
W przypadku gdy p =q =2 , z powyziszego
twierdzenia wynika, iz

PW? =B, 33)

Twierdzenie 8 [1] Paleya — Wienera (wersja LP)

1. Jezeli sygnal s nalezy do E_ a po ograniczeniu

do R nalezy do L (R) 1< p<2, to istnieje

pel(-

G), q= p takie, ze:
p—1
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= J.go(u Je™ du . (34)

2Jezeli p e I (~o,0), 1< p<2,i

= Joluwkau

to sygnal s nalezy do E_ a po ograniczeniu do R

nalezy do L” (R)
Dla p > 2 zachodzi relacja:
PW}, < PW;,. (35)

Twierdzenie 9 Paleya — Wienera (wersja L )
Sygnal s nalezy do E_ a po ograniczeniu do R

nalezy do I (R) , wtedy i tylko wtedy gdy mozna go
przedstawié w postaci:

o

= J-go(u)e”‘zdu , (36)

gdzie (p(d) = (0(— U) =0, i @ rozszerzone na

zewngqtrz przedziatu (— O',J) posiada absolutnie

zbiezny  szereg  Fouriera w  przedziale

(~o0-8,6+5), 5>0.

Sygnaty nalezace do przestrzeni Paleya —
Wienera sa  pasmowo  ograniczone  lub
dolnopasmowe, poczatek (zero) zawarte jest
w $rodku przedziatu (w $rodku pasma) przedziatu
czestotliwosei lub czasu. Widmo takiego sygnatu

jest zawarte w przedziale [— 11B,11B ] i

5. PROBKOWANIE SYGNALOW
W PRZESTRZENI BERNSTEINA

Podstawa rozwazan probkowania sygnalow
w przestrzeni Bernsteina sa nastgpujace fakty
taczace splot dyskretny ze splotem ciagtym.

Jezeli s, € BY i s, € B!, 1< p<oc0, oraz

q jest sprzezone z p, i 0 =118, wtedy zachodzi
zwiazek:

(53]

Wobec powyzszego mozna wyciagnac¢ wniosek,
iz splot w przestrzeni Bernsteina jest rowny
pewnemu splotowi dyskretnemu.

Lemat 10

Niech s, EBﬁB, s, EBI?[B, dla BERf,

1 1
1< p<oo, —+—=1, weedy:
p

(515 Xe) = m)lmz[j;j( -4

Jj=1
(t eR” ) (38)
jest szeregiem absolutnie i jednostajnie zbieznym
W Rn
W oparciu o lemat (10) mozna latwo
udowodnié klasyczne twierdzenie o prébkowaniu

Shannona. Niech bowiem s € Bf,, 1< p<oo,
Hsinc( )E Bl,, 1<g<o. Z lematu (20)

otrzymamy:

= {4 T4 -

J=1

> s(t - %JH sinc(k, )= s(¢) (39)

keZ" j=1

Twierdzenie. 11 O prébkowaniu w przestrzeni
Bernsteina

Jezeli sygnal se€Bl, 1<p<o, to

mozemy go przedstawi¢ w postaci szeregu:

Zs( jsmc (Bt—n). (40

neZ
Szereg ten jest absolutnie i jednostajnie zbiezny na
zbiorach zwartych.
W przestrzeni Bernsteina zachodzi
Twierdzenie 12

Dla kazdego
1< p<Loo, reN mamy:

s(f) = Zs(%)(%jrsinc(m —n). (41)

neZ
Szereg ten jest absolutnie i jednostajnie zbiezny na
zbiorach zwartych.
Powyzsze twierdzenie bgdzie potrzebne do
analizy probkowania za pomoca nieklasycznych
jader.

sygnatu s € B,

6. PROBKOWANIE W PRZESTRZENI
PALEYA - WIENERA

Podstawa a ll‘Ezﬁ?)rébkowanqu przestrzeni

PWZ, jestponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 13 O prébkowaniu w przestrzeni
Paleya - Wienera

Jezeli s € PW,, 1< p <00, weedy s mozna
przedstawi¢ w postaci szeregu:

s(t)= Zs(%}inc(Bt —n) (42)

neZ
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Jednostajnie zbieznego na zwartych podzbiorach C.
Jezeli p > 1, to zbieznosé jest absolutna.

W przypadku p =1, zbieznosé nie jest absolutna,
lecz moze by¢, jezeli g w definicji (15) nalezy do
ReH .

Przestrzen Hardy’ego H ! stanowia sygnaty s

analityczne W dysku jednostkowym
D= {Z eC: |Z| < 1}, dla ktorych:
1
sup ”s(re’y}dﬁ <. (43)
0<r<l

Przestrzen ReH' jest ograniczona do czgsci
rzeczywistej przestrzenia H : , innymi stowy, jezeli
seH', wtedy

s(6)=lim iRes(re" ¢ ) (44)

r—l

r<l
nalezy do ReH .
Zachodzi relacja :

L’ (-T1,IT)c ReH' < L'(-TLTI). (45)

Ponizej zostaly przedstawione wlasnosci
przestrzeni Paleya — Wienera, szczeg6lnie przydatne
w teorii probkowania sygnatow

1. Przestrzen Paleya — Wienera PW, jest
przestrzenia Hilberta z reprodukujacym jadrem
rownym:

BsincB(s —t), (s,t)e RxR. (46)
Sygnat se€ PW,, mozna
zapisa¢ w postaci :

s(t)= J.s(%}sinc(Bt —v)dv (47)

R
2. Jezeli se€ PWg,, to  zachodzi:
) T,
s(t)=—= | s(x)™dx.
0= [0

Sygnat s jest ograniczony do R, i S(t)—) 0
gdy t — *o0.

3. zbior WBsinc(Bt—n)|, neZ, jest
ortonormalng baza dla PW,, przy czym n —
ty wspotczynnik szeregu Fouriera wynosi:

(i)

Ponizszy szereg dla s € PW,,, jest szeregiem
ortogonalnym

()= zs(%}mc(m ),

neZ

ktory jest zbiezny w normie PW,, absolutnie
i jednostajnie na catym R.
4. Zalezno$c Parsevala dla s € PW;, przyjmuje

)

Opis procesu probkowania w  oparciu
o przestrzenie Paleya — Wienera czyni klasyczna
teori¢ Shannona — Nyquista bardziej przejrzysta.

postac:
2

1
=1

neZ
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