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OCENA  CZUŁOŚCI  MODELI   
OPERACYJNO-EKSPLOATACYJNYCH 

Słowa kluczowe 

Czułość, proces eksploatacji, ocena ryzyka. 

Streszczenie  

W artykule  zdefiniowano i opisano podstawowe modele procesu operacyj-
no-eksploatacyjnego. Podano definicję czułości funkcji oraz jej własności. 
Przeprowadzono analizę elastyczności jednego, wybranego modelu procesu 
operacyjno-eksploatacyjnego.  Pokazano przykład zastosowania. 

Wprowadzenie 

Podstawą każdego procesu transportowego jest proces eksploatacji. Przy 
modelowaniu bezpieczeństwa i niezawodności  warunki eksploatacji mogą być 
ustalone albo zmienne. Dodatkowo możemy zakładać, że proces eksploatacji 
może być markowski lub semi-markowski [1, 3, 4, 12]. 

Najczęściej przy analizie i modelowaniu bezpieczeństwa czy  niezawodno-
ści przyjmuje się założenie, że omawiany proces odbywa się w zmiennych wa-
runkach. Ma to szczególnie uzasadnienie w przypadku transport morskiego i lot-
niczego, które są wystawione na zmienne warunki atmosferyczne [4, 6, 8]. 
Główną cechą natury jest jej nieprzewidywalność i dynamizm. To wymusza 
podejmowanie szybkich decyzji i akcji [7, 9–12]. Przy modelowaniu istotna jest 
ocena czy tworzony model odpowiada opisywanej sytuacji. Istnieje szereg me-
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tod oceny takich modeli. Wśród nich wyróżnić można badanie elastyczności 
modelu. Parametr ten jest funkcją opisującą korelację badanego modelu [2]. 

Artykuł podejmuje próbę analizy elastyczności [2] dla modelu eksploata-
cyjnego [4] dla wybranych parametrów.  

2. Podstawowe oznaczenia 

Dla procesu eksploatacji zakładamy, że [4]: 

ijX  –  dwuwymiarowa, binarna zmienna losowa, reprezentująca losowy stan 

elementu ije , która jest równa 1, gdy element ije jest wolny oraz równa 

się 0, w przeciwnym przypadku ,,...,2,1 ni =  ,,...,2,1 ilj =  

)1( == ijij XPp  – prawdopodobieństwo zdarzenia, że element ije  jest wolny, 

,,...,2,1 ni =  ,,...,2,1 ilj =  

)0(1 ==−= ijijij XPpq  – prawdopodobieństwo zdarzenia, że element ije  

jest zajęty, dla ,,...,2,1 ni =  ,,...,2,1 ilj =  
l
k,nA   –  zdarzenie, gdy co najmniej k kolejnych bloków z n jest wolnych, 
l
k,nB   –  zdarzenie, gdy dokładnie k kolejnych bloków z n jest wolnych, 
l
k,nC   –  zdarzenie, gdy co najwyżej k kolejnych bloków z n jest wolnych, 

)1( , == l
nk

l
k,n XPP  – prawdopodobieństwo zdarzenia  l

k,nA , 

)0(1 ,,, ==−= l
nk

l
nk

l
nk XPPP  – prawdopodobieństwo, że nie zachodzi zda-

rzenie l
k,nA , 

ijr  – współczynnik ważności elementu ije , dla ,,...,2,1 ni =  .,...,2,1 ilj =  

3. Modelowanie procesu eksploatacyjno-operacyjnego 

Do opisu modelu procesu eksploatacyjno-operacyjnego są używane nastę-
pujące definicje  [4]. 

 

Definicja 1. Systemem nazywamy drogę wodną lub pas dróg wodnych przed 
jednostką pływającą, podzielone na n równych segmentów.  

 
Definicja 2. System nazywamy jednorodnym, kiedy dla każdego ,,...,2,1 nj =  

bloki jY  mają te same rozkłady funkcji dystrybuanty. 
 

Definicja 3. System nazywamy niejednorodnym, kiedy istnieje co najmniej jed-
na para zmiennych losowych ,ijX  z innymi funkcjami dystrybuanty. 
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Definicja 4. Stanem systemu nazywamy n wymiarowy wektor binarny, który jest 
równy 1, kiedy j-ty blok is operacyjnie sprawny i równy 0 w przeciwnym przy-
padku. 

  
Definicja 5. Blok Yj, j=1,.., n jest sprawny operacyjnie, wtedy i tylko wtedy, gdy 
każda komórka bloków jest wolna. 

 
},{min ij

i
j XY = li ,...,2,1=  

 
W dalszej części rozpatrywane są pewne klasy modeli. Są one opisane róż-

nymi rozkładami zmiennych losowych Xij, ,,...,2,1 li = ,,...,2,1 nj =  tzn. przez 
następujące typy rozkładów. 

 
Klasa 2. Prawdopodobieństwa pk dane są następującą formułą: 

k

k m
kmp 






= 1

),( , gdzie ,Nk ∈  ),1( ∞∈m                                (1) 

  
 
Rys. 1. Wpływ wartości parametru m na  pk(m,k) 

 
Wraz ze wzrostem prawdopodobieństwo ),( kmp k  jest funkcją rosnącą 

argumentu m.  
 
Klasa 3. Prawdopodobieństwa pk dane są następującą formułą: 
 

for )1(1

for 
1

1
),,(

2











⋅>





 −−−−

⋅≤





−

=
nckc

n

k
cc

nck
n

k

c
nkcp k

                       (2) 

gdzie 1<c , .Nk ∈  
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Rys. 2. Wpływ parametru c na pk(c,k,n) 

 
Prawdopodobieństwo pk jest malejącą funkcją typu s ze względu na propor-

cję k/n dla wszystkich dopuszczalnych wartości parametru c.  

3.1. Statek na głównym torze wodnym – przypadek z jednym pasem 

Zakłada się, że ,2 ,1 == il ,,...,2,1 nj =  tzn. rozpatrywana jest droga dłu-
gości n przed statkiem (rys. 3). 

 
 

 
 

Rys. 3. Statek na głównym torze wodnym – przypadek z jednym pasem 
 
 
Otrzymujemy następujące twierdzenie. 
 
Twierdzenie 1. Prawdopodobieństwo zdarzenia nkB ,  dane jest formułą 
 

,q)(
1

1k, ∏
=

+=
k

r
rnk pBP Nk ∈               (3) 

 

Stąd dla każdej wymienionej klasy modeli oraz zgodnie z (1) – (2) dostaje-
my następujące równania. 

 
W przypadku Klasy 2 

 

,
1

m

1
-1)(
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SHIP      
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Dla klasy 3 
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gdzie , Nk ∈  .1 <c  

4. Czułość funkcji 

Definicja 6. Czułość εd funkcji E=f(x) w punkcie x, wyrażona jest następu-
jącą zależnością: 

 

E

x

dx

dE
d ⋅=ε                                     (7) 

 

To znaczy, że elastyczność funkcji w punkcie x jest przybliżoną miarą pro-
centowego przyrostu lub spadku wartości funkcji odnoszącego się do 1% wzro-
stu argumentu.  

Z drugiej strony, w przypadku funkcji wielu zmiennych, definiuje się cząst-
kową elastyczność. 

  
Definicja 7. Czułość cząstkowa 

iUxε funkcji U = U(x1, x2, …, xn) dana jest 

następującym równaniem: 
 

,
i

i
Ux

i

xU

x U
ε ∂= ⋅

∂
 1,2,...,i n=          (8) 

 

Lemat 1. 

Mówimy, że funkcja E=f(x) jest  .
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5. Czułość modelu procesu eksploatacyjno-operacyjnego 

Rozpatrując (1), Klasa 2 otrzymuje następującą zależność dla pochodnej 
funkcji prawdopodobieństwa pk:  

 
1

1),(
+







⋅−=

k
k

m
k

dm

kmdp
            (9) 

 
Stąd, nawiązując do (7) czułość funkcji prawdopodobieństwa przyjmuje 

postać 
 

.kd −=ε                                                   (10) 

 
Biorąc pod uwagę (2), Klasa 3 otrzymuje następującą formułę dla pochod-

nej funkcji prawdopodobieństwa pk:  
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Stąd, korzystając z (7) czułość funkcji prawdopodobieństwa wyraża się na-

stępująco 
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6. Zastosowania 

Załóżmy, że rozpatrujemy model Klasy 3. Dalej zakładamy również, że 
3,k =  15,n = (0,1).c ∈  Rozpatrujemy c jako parametr do analizy czułości. Przy 

tych założeniach równanie (2) otrzymuje następującą postać: 
 



4-2009 PROBLEMY  EKSPLOATACJI  
 

111

153for 
15

3
)1(1

153for 
15

31
1

)15,3,(

2

3











⋅>





 −−−−

⋅≤





−

=
cccc

c
c

cp              (13) 

 
i biorąc pod uwagę równanie (10) wartości wybranej czułości funkcji prawdo-
podobieństwa są pokazane w tab. 1. 

 
Tabela 1. Wartości punktowej czułości ze względu na parametr c 

 

c εd 

0,1 -0,7222222 

0,2 0,25 

0,3 0,15384615 

0,4 0,11111111 

0,5 0,08695652 

0,6 0,07142857 

0,7 0,06060606 

0,8 0,05263158 

0,9 0,04651163 

1 0,04166667 

 
 
Biorąc pod uwagę Lemat 1, wnioskować można, że funkcja prawdopodo-

bieństwa procesu eksploatacyjno-operacyjnego modelu z Klasy 3 jest nieela-
styczna (nieczuła) 

Wnioski 

Wprowadzono podstawowe oznaczenia i definicję procesu eksploatacyjno- 
-operacyjnego.  

Zaproponowano dwie klasy modeli dla procesu operacyjno-eksploatacyjne-
go zależnych od różnych parametrów. Opisano szczególny przypadek, gdy roz-
ważamy model z jednym pasem. 

W następnym kroku zaprezentowano koncepcję czułości funkcji oraz jej 
przykładowe zastosowanie. 

Podany przykład pokazuje możliwość praktycznego wykorzystania pojęcia 
czułości funkcji. Dane zawarte w tab. 1 pokazują, że można ustalić wartość gra-
niczną, na przykład 0,45 dla czułości funkcji. Jest to wyraz siły zmian modelu ze 
względu na parametr c. 
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Czułość modelu Klasy 2 jest stała dla każdego k, tzn. nie jest zależna od 
zmian parametru m. Stąd model ten może być wykorzystany do modelowania 
tzw. „średniego” statku. 

Modele Klasy 3 biorą pod uwagę subiektywne odczucia nawigatora odno-
szące się do poziomu akceptowalnego ryzyka. Dla tej klasy modeli równania 
opisujące czułość są bardziej skomplikowane i dlatego do interpretacji tej wiel-
kości potrzeba jest reprezentacji tabelarycznej. 
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Recenzent: 
Lech BUKOWSKI 

 
 

Elasticity Analysis in Risk Assessment of Models of Operation Process 
 

Key-words  

Elasticity, operation process, risk assessment. 

Summary 

The article defines and describes the basic operation process models. The 
definition of the elasticity of function and its properties are given. An analysis 
of the elasticity of a single selected model of the operation process is carried 
out. Further, an example of the application is shown. 
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