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O WERYFIKOWANIU POPRAWNOSC[
MATEMATYCZNYCH MODELI PROCESOW
W OPARCIU O DANE EMPIRYCZNE

Streszczenie

Opisywanie przebiegu proceséw modelami matematycznymi jest
problemem, ktéry interesuje wielu badaczy w réznych dziedzinach
wiedzy. Jednakze ustalenie ksztattu modelu wymaga jeszcze
zweryfikowania jego poprawnosci w oparciu o dane empiryczne.
Praca zawiera propozycje metod statystycznych, ktére mogg byé
wykorzystywane do przeprowadzenia takiej weryfikacji. Zapropo-
nowane metody zostaty zilustrowane na przyktadach wynikéw
badan uzyskanych podczas eksperymentow z dziedziny inzynierii
rolnicze;j.

Stowa kluczowe: matematyczne modele procesow, weryfikacja
modeli, dane empiryczne

Wstep

W inzynierii systeméw, podobnie jak i w innych dziedzinach wiedzy, poznanie
przebiegu procesu jest zwigzane z konstrukcja modelu opisujgcego system
i jego dziatanie. Problemy te sg szeroko przedstawione na przyktad w ksigzce
Powierzy [1997]. Ze wzgledu na to, ze istnieje duza r6znorodnos$¢ systemow
i procesow, jest tez mozliwos¢ tworzenia réznego typu modeli, a ich systema-
tyke mozna znalez¢ miedzy innymi w ksigzkach Pabisa [1985] czy cytowanej
juz wczedniej Powierzy [1997]. Jak stwierdza Powierza, wsrod réznego typu
modeli grupa zwana modelami matematycznymi, symbolicznymi lub formal-
nymi ,stanowi najbardziej reprezentatywng grupe” (§ 9.7). W modelach tych
wyrdznia sie zbidr elementdéw, czyli zmiennych charakteryzujacych system
oraz relacje wigzace te elementy. W procesie tworzenia modelu bardzo waz-
nym etapem jest badanie adekwatnos$ci zaproponowanego modelu lub tez po
prostu jego weryfikacja. Polega ona na ogét na poréwnaniu wynikéw liczbo-
wych uzyskanych z modelu z wynikami uzyskanymi z badan empirycznych.
Powstaje zatem problem, jakie metody statystyczne mozna uzy¢ do ich po-
réwnania.

Morrison [1990, s. 16] wsroéd modeli matematycznych wyrdznia trzy grupy:
sg to modele a) deterministyczne, b) deterministyczne z prostymi wielko-
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sciami losowymi (np. btedami pomiaréw), c) stochastyczne. W tej pracy zaj-

mowac sie bedziemy takze trzema typami modeli matematycznych. Przyna-

leznos¢ do grup bedzie zalezata od tego czy:

1° model zostat sformutowany na podstawie rozwazan teoretycznych lub
wystepujace w nim wspotczynniki przy zmiennych niezaleznych zostaty
okreslone na podstawie wczesniej posiadanych danych innych niz te
wyniki z eksperymentu, ktére majg by¢ uzyte do weryfikacji modelu.

2° wspdtczynniki w modelu zostaty czeéciowo okres$lone na podstawie teo-
retycznych rozwazan, a czesciowo na podstawie danych eksperymental-
nych uzytych nastepnie takze do weryfikacji modelu.

3% model jest empiryczny, czyli rozwazana jest funkcja regresji dopasowana
do danych z eksperymentu.

Propozycje wykorzystania metod statystycznych do weryfikacji modeli dla
kazdego z tych przypadkdéw zostang przedstawione w dalszej czesci pracy
i zilustrowane na przyktadach. Jako przyktady wykorzystano dane dotycza-
ce: modelowania zapotrzebowania na moc efektywng i prace jednostkowg
toporowego zespotu rozdrabniajgcego sieczkarni polowej w oparciu o wyniki
przeprowadzonych badan stacjonarnych [Wardecki 2006] oraz badania
zmian wysokosci brykietow w czasie pod wptywem zastosowanego ré6znego
nacisku.

Warto jeszcze zauwazyc, ze metody, ktére mozna wykorzysta¢ do weryfiko-
wania poprawnosci modeli z grupy pierwszej moga tez by¢ uzyte dla modeli
z grupy drugiej, ale nie odwrotnie, gdyz metody statystyczne mozliwe do
wykorzystania w grupie drugiej wymagajg zatozen dotyczacych rozkfadu
zmiennej losowej (badanej cechy), co nie jest potrzebne dla modeli z grupy
pierwszej, gdzie porownuije sie tylko strukture obu zbioréw danych.

Metody statystyczne do weryfikacji modeli matematycznych z grup
pierwszej i drugiej

Sposréd wielu znanych metod statystycznych, ktére moga by¢ wykorzystane
do weryfikowania zaproponowanych modeli matematycznych zostang wybra-
ne te, ktére badajg zgodnos¢ struktury danych, gdy model zostat wyznaczony
na podstawie rozwazan teoretycznych lub zgodnos¢ rozktadéw, gdy niektére
wspotczynniki w funkcyjnej postaci modelu zostaty wyznaczone na podstawie
danych empirycznych uzytych nastepnie do jego weryfikacji. W kazdym z tych
przypadkow dysponuje sie dwoma zbiorami danych. Pierwszy to zbior warto-
$ci wyznaczonych na podstawie modelu, a drugi to zbiér wartosci empirycz-
nych, czyli uzyskanych z pomiaru wielkosci badanej cechy aktualnie interesu-
jacej eksperymentatora.

Weryfikacja modelu powinna dostarczy¢ wniosek o zgodnosci struktury
tychze zbiorow w przypadku modeli z grupy pierwszej lub jesli potraktowaé
pierwszy z rozwazanych zbioréw jako wynikajacy z modelu probabilistycz-
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nego [Pabis 1985], czy tez w przypadku modelu nalezacego do grupy dru-
giej na podstawie posiadanych préb uzyska¢ wniosek o zgodnosci rozkia-
dow rozwazanych zmiennych losowych.

Dla poréwnania struktur mogg by¢ wykorzystane nastepujace wskazniki:

Wskaznik determinacji [Maku¢, Urbanek 2004 ]

a -2 2 2
X(y1-Y)-2(yi-Yi)
R2 :I=7 - j=1 ; R2 S1 (1)
gwrif
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gdzie y; sa wartosciami badanej cechy uzyskanymi z pomiaréw, Y; odpowia-

dajacymi im wartosciami wyznaczonymi z modelu, 7:% % y; , a n jest liczbg
i=1

wartosci w kazdym ze zbioréw. Im R? jest blizsze 1, tym jest lepsza zgodno$é

danych z modelu z danymi empirycznymi. Wartosci R? podawane s3 takze
w procentach.

Wspotczynnik zbieznosci [Makuc¢, Urbanek 2004]
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gdzie uzyte we wzorze oznaczenia sg takie same, jak dla wspotczynnika
determinacji. Ponadto R? +9? =1, im ¢? jest blizsze zeru, tym jest wieksza

zgodno$¢ obu zbiorow wartosci. Wspotczynnik ten takze moze by¢ podawa-
ny w procentach.

Wzgledny wskaznik podobienstwa struktur [Maku¢, Urbanek 2004, s. 92]
C C
Z = ( xmin(w; )/ zmax(w; )) (3)
i= i=
Dla obliczenia tego wskaznika, wartosci w obu zbiorach muszg by¢ najpierw
uporzagdkowane w szeregi rozdzielcze o takiej samej ilosci i dtugosci prze-
dziatow. w; = Ti dla kolejnych przedziatbw w szeregach rozdzielczych,
n

c jest liczbg przedziatéw, i-kolejnym numerem przedziatu, i=1,...,c, n;- li-
czebnoscig odpowiadajgca i-temu przedziatowi, n-liczebnoscig kazdego ze
zbiorow wartosci, min(w;) to mniejsza z dwoch czestosci dla i-tego prze-
dziatu, max(w; ) to wieksza z nich. (Czestosci w; nazywane sg przez ekono-
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mistow wskaznikami struktury). Wartosé¢ tego wspoétczynnika zalezy od obra-
nej dtugosci przedziatéw. Wskaznik Z przyjmuje wartosci z przedziatu (0,7) .
Wartos¢ Z=1 wskazuje, ze dwie porownywane struktury sg identyczne,
a gdy Z =0 to struktury sg rézne. Moze byé podawany w procentach.

Sredni bfad wzgledny

lyi =il
1Y

Ms

W:

(4)
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gdzie uzyte oznaczenia sg takie same jak dla wspoétczynnikow determinacii
i zbieznosci. Moze on by¢ tez wyrazany w procentach. Przyjmuje on warto-
Sci z przedziatu (0,7) . Wartos¢ W blizsza zeru swiadczy o lepszej zgodnosci
obu zbioréw danych, zas blizsza jedynki o ich zréznicowaniu. Moze by¢ wy-
razana w procentach.

Wspobtczynnik dopasowania

d=1-—|= | 0<d<1 (5)

gdzie max|y; - Y;| oznacza najwigksza spo$rod warto$ci bezwzglednej réznic
1

miedzy odpowiednimi warto$ciami obserwowanymi i ocenionym z modelu.
Wartos¢ d bliska 1 wskazuje na dobre dopasowanie modelu do danych eks-
perymentalnych, zas d bliskie 0 — na stabe dopasowanie. Takze moze by¢
wyrazony w procentach.

Jesli przyjmie sie, ze model teoretyczny jest modelem stochastycznym, to
wyznaczenie powyzszych wskaznikow nie jest wystarczajgce. Powierza
[1997] do weryfikacji adekwatnosci modelu zaleca uzycie testu {-Studenta
dla poréwnania Srednich lub testu istotnosci dla wspotczynnika korelacii.
Poniewaz oba testy wymagajg spetnienia zatozenia o rozktadzie normalnym
rozwazanych cech, a test t-Studenta dla zmiennych niezaleznych wymaga
jeszcze dodatkowo zatozenia o réwnosci wariancji problem ten wymaga
szerszej dyskusji. Wprawdzie test {-Studenta jest dos¢ odporny na odstep-
stwa od normalnosci rozktadow, ale jezeli nic nie wiadomo o ksztatcie roz-
ktadéw i ich wariancji, to stwierdzenie réwnosci srednich nie wiele méwi
o podobienstwie rozktadow rozwazanych zmiennych. Wystarczy tu, jako
przyktad, poda¢ dwa proste zbiory liczbowe wartosci y dla ustalonych x; =1,

X2=2, X3=3.

Niech Y11 = 0,5, Y12 = 2, Y13 = 3,6 oraz Yor1 = 3, Yoo = 2, Y o3 =1.
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tatwo zauwazyc, ze y, =

05+2+35
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2y _3+2+1

2

=2, zatem Srednie

sq takie same, ale potozenie tych punktéw rézni sie, co widaé na rysunku.
Réwniez wariancje w obu zbiorach nie sg réwne.

® (22
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Rys. 1. Punkty odzwierciedlajgce zbior warto$ci o tej samej Sredniej a roznym kie-

runku zmian

Fig. 1. Points showing the set of values of the same mean and different direction of

changes

Nie mozna zatem z warunku réwnosci $rednich wnioskowa¢ o podobien-
stwie zbiorow danych, a tym samym i rozktadow. Warto jeszcze zwrdcic
uwage na to, ze nieodrzucenie hipotezy zerowej w kazdym z testow nie jest
réwnoznaczne z jej przyjeciem. W tym przypadku nie wiemy bowiem bez
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dalszych badan jak duzy jest btad Il rodzaju, polegajacy na przyjeciu hipote-
zy zerowej mimo, ze nie jest ona prawdziwa. Trzeba tez pamieta¢ o tym, ze
zwiekszenie mocy testu jest mozliwe przez powiekszenie liczebnosci proby.
Zatem test t-Studenta poprawnie mogtby by¢ zastosowany jezeli zostanie
poprzedzony testem sprawdzajgcym normalnos¢ obu rozktaddw i testem
sprawdzajgcym rownos¢ wariancji lub testem dla wspétczynnika korelacii
sprawdzajacym Hy : py, =0 przeciw Hy : p,, >0.

Jezeli rozwazane cechy nie majg rozktadu normalnego, to do poréwnania
ich rozkladéw mozna wykorzystaé testy nieparametryczne. Testem spraw-
dzajacym hipoteze o identyczno$ci rozktadéw cechy w dwéch niezaleznych
populacjach jest test A-Kotmogorowa-Smirnowa [Domanski 1990]. Wymaga
on dos¢ duzej liczebnosci prob.

W przypadku, gdy pewne parametry w modelu teoretycznym sg szacowane
na podstawie danych empirycznych, wykorzystywanych réwnoczesnie do
weryfikacji modelu, nie mozna przyja¢ zatozenia o niezaleznosci wynikéw
w obu zbiorach. Uwzglednienie tego warunku wskazuje, ze do weryfikaciji
modelu nalezy wybraé testy sprawdzajgce hipoteze o identycznosci rozkia-
dow przy braku zatozenia o niezaleznosci zmiennych.

W przypadku normalnosci rozkladéw witasciwy bytby test t-Studenta dla
zmiennych potaczonych (dodatnio skorelowanych), a dla dowolnych innych
rozktadow mogq by¢ wybrane test znakéw [Domanski 1990] lub test rango-
wych znakow, zwany tez testem Wilcoxona [Domanski 1990]. Oba te testy
nalezg do grupy testéw nieparametrycznych.

Weryfikowanie adekwatnosci empirycznych modeli regresyjnych

Wsrod modeli regresyjnych mozna wyrozni¢ funkcje regres;ji liniowe i nieli-
niowe, ze wzgledu na wspoéfczynniki przy zmiennych niezaleznych. W grupie
liniowych funkcji regresji najczesciej wykorzystuje sie regresje wielokrotng
(liniowg k zmiennych) oraz regresje wielomianowa.

Weryfikacja modelu liniowego moze obejmowaé dwa problemy: sprawdzanie
»-dobroci dopasowania” funkcji regresji do danych empirycznych oraz wybér
wiasciwego modelu z kilkku mozliwych, jak na przyktad odpowiedz na pyta-
nie, ktérego stopnia wielomian lepiej bedzie opisywat zmiany zmiennej za-
leznej w okreslonym zbiorze zmiennej niezaleznej, czy ktére zmienne nieza-
lezne nalezy uwzglednic¢, a ktére pominaé w przypadku regresiji wielokrotnej.

Dobro¢ dopasowania funkcji regresji do danych najczesciej sprawdza sie
obliczajac wspotczynnik determinaciji wedtug wzoru (1) lub wedtug wzoru (6)
okreslajacego wspdtczynnik R? jako kwadrat wspétczynnika korelacji miedzy
wartosciami empirycznymi y;, a odpowiadajgcymi im warto$ciami Y; wyliczo-
nymi na podstawie funkcji regresiji.

10
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1 n o
, L ZYiYi-yY , ,
R = - i=1 - — =lyy Przy 0<R* <1 (6)
[ny—yz)(zvf—vzj
nj=1 n =1

Nalezy jednak pamietaé, ze gdy model jest nieliniowy, np. logistyczny lub Zle
wybrany jest ksztalt funkcji regresiji, wspétczynnik R?> moze mieé wartosé
ujemng. Warto réwniez zwréci¢é uwage na to, ze przy dopasowywaniu linio-
wej regresji wielokrotnej (zwanej tez regresjg wielorakg) zamiast uzywaé
zwyktego wspotczynnika determinacji R? polecany jest tak zwany skorygo-

wany (lub poprawiony) wspétczynnik determinaciji R2w postaci

n-1
n-k-1

R2 =1-(1-R?) 7)

gdzie k jest liczbg zmiennych niezaleznych.

Ma on te zalete, ze nie zalezy od liczby zmiennych niezaleznych. Ponadto,
jak podaja Jozwiak i Podgérski [2006], poprawiony wspotczynnik R2 moze
by¢ wiec wykorzystany do ustalenia, czy wprowadzone do modelu nowe
zmienne poprawiajg stopieh opisu przebiegu zmian badanej cech. Wartos¢
wspotczynnika R? zmniejsza sie, jesli wprowadzone sg nowe zmienne, ktd-
re nie powodujg znaczacego powiekszenia sie sumy kwadratow odchylen
wyjadnionej przez regresje, podczas gdy wartos¢ zwyktego wspotczynnika
determinacji wzrasta wraz ze wzrostem liczby zmiennych niezaleznych.

Do sprawdzania, czy model zostat wybrany wtasciwie, lub inaczej, czy regre-
sja jest istotna, wykorzystuje sie nastepujace testy statystyczne: test t-Studenta
do sprawdzania istotnosci dla poszczegdélnych wspétczynnikdéw (w modelu
regresji liniowej: wielomianowej lub wielokrotnej) oraz test analizy wariancji F
dla petnej funkcji regresji. Do wyboru wtasciwego (najlepszego) sposréd kil-
ku modeli, ktére mogtyby by¢ wziete pod uwage jako funkcje regresji, w kon-
kretnej sytuacji, mozna poza wspétczynnikiem R? uzy¢ tez wspétczynnika C,
podanego przez Mallowsa [1973]. Wspétczynnik ten czesto uzywany w ba-
daniach ekonomicznych wyrazany jest wzorem:

Cp =5~ (n-2p) (®)

nS2
gdzie RSS = S (y; -Y;)? jest resztowa suma kwadratéw odchylen, s2 = n—y1

i=1 _
jest estymatorem wariancji cechy y, n — liczbg obserwaciji, a p — liczbg szaco-
wanych parametréw.

11
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Wartos¢ C, = p lub bliska p wskazuje na dobre dopasowanie modelu, nato-
miast im C, > p, tym dopasowanie jest gorsze. Wskaznik ten mozna stoso-

wac przy eliminowaniu pewnych zmiennych z modelu w regresji wielokrot-
nej. Oprocz wskaznikéw R?, (R?) i C, mozna praktycznie wykorzystywac
tez i inne kryteria wyboru modeli, ktére sg opisane na przyktad w ksigzce
Maddali [2006] czy tez Daniela i Wooda [1980] oraz stosowaé wskazniki
oceniajgce jakos¢ modelu oparte na analizie reszt, ktére mozna znalez¢
w ksigzce Dobosza [2001].

Przyktady zastosowan

Przyktad 1

Wardecki [2006] na podstawie przeprowadzonych badan stanowiskowych
opracowat modele matematyczne, opisujace zapotrzebowanie na moc efek-
tywng i prace jednostkowag toporowego zespotu sieczkarni polowej przy
uwzglednieniu wptywu dodatkowych elementéw wspomagajacych rozdrab-
nianie roslin, takich jak listwy promieniowe, topatki rozrzutnika, ptytka denna
czy szczelina robocza. Modele te maja nastepujaca postacé:

- dla mocy efektywnej
2

bh z 1+k)? cos?’t+f2 sin’r
Pt:Lj o +A( ) 2 am 2"2"'/Jkrqum 2rt2(:8t_:8td)+
2 2 (9)
+ gk, foQm 2ryi +UsG, 2rl Sm =S ) Im__Ti
dfripYm tkCOSdk sYm rtd Sm h 2
- dla pracy jednostkowej
L, bhz (d+kfPoos?rifisin’t 5 5 Kifp 2rt2(,3t_13td)+
T 2(1-w,) T-w, (10)
krfp Zrtikbk 2rt/d(Sm—S) 2rt2
+ + Us +Ap
(1-w, )cosa, (1-w,)sm 2(1-w;)

W modelach tych wielkosci nieznanych wspoétczynnikow L, A, y, pg, ps
oraz A, zostaty oszacowane na podstawie danych eksperymentalnych przy
uzyciu programéw zawartych w pakiecie Statgraphics v.4.1.

Modele te mozna zaliczy¢ do grupy Il ze wzgledu na to, ze cze$é wspot-
czynnikbw wyznaczono na podstawie rozwazan teoretycznych, a czes¢ na
podstawie wynikow pomiarow. Wykorzystujac dwa zbiory wartosci: obliczo-
nych zgodnie z podanymi modelami oraz warto$ci empirycznych obliczono
kolejne wskazniki i zastosowano odpowiednie testy, ktére rozwazono w po-
przedniej czesci pracy:

12
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1. Wspotczynnik determinacji R? obliczony wedtug wzoru (1)

dla mocy efektywnej P: R = 83%
dla pracy jednostkowej L: Rf =55%
2. Wspotczynnik zbieznosci  ¢? obliczony wedtug wzoru (2)
dla mocy efektywnej P: 02 =17%
dla pracy jednostkowej L: ‘PL2 =45%

Oba wspétczynniki wskazuja, ze lepiej jest dopasowany model mocy
efektywnej niz pracy jednostkowe;.

3. Wzgledny wskaznik podobienstwa struktur (wzor (3))
dla mocy efektywnej P: Z,=0752lub Z, =75%

dla pracy jednostkowej L: Z, =0,403 lub Z, =40%

Ten wspotczynnik takze potwierdza wniosek o lepszym dopasowaniu
modelu dla mocy efektywne.

4. Sredni btad wzgledny W (wzér (4)):
dla mocy efektywnej P: W, =11%

dla pracy jednostkowej L: W, =10%

Wartosci obu ostatnich wspotczynnikéw dla rozwazanych modeli wykazujg
niewielkie zréznicowanie, a mniejszy $redni btad wzgledny sugeruje jako
jedyny ze wskaznikow lepsze dopasowanie modelu pracy jednostkowej niz
dla mocy efektywne;.

Jezeli potraktuje sie oba zbiory wartosci jako proby losowe, mozna badac
zgodnosc¢ rozktaddw zmiennych losowych reprezentowanych przez te proby.
Poniewaz rozwazane zmienne nie sg niezalezne zostang wykorzystane te-
sty znakéw i Wilcoxona zaréwno dla zbadania zgodnosci rozktadéw mocy
efektywnej (P), jak i pracy jednostkowej (L). Przypomnijmy, ze test znakéw
sprawdza hipoteze zerowg o réwnosci dystrybuant dla zmiennych z dwdch
populacji Hy : Fi(x)=Fy(y) przeciw Hy; :F;(x)=Fo(y). Obie préby musza
mie¢ te samg liczebno$¢ n. Obliczamy réznice (x; —y;) dla i=1,..,n i zli-
czamy ile jest roznic dodatnich, oznaczamy te liczbe r* oraz ile jest réznic
ujemnych (r~). Przez r oznaczamy mniejszg z wartosci r' i r—, czyli:

r=min(r*,r) (11)

13
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Statystyka r jest tu funkcjg testowa, ktéra przy prawdziwej H, ma rozktad
dwumianowy. Lewostronny obszar krytyczny okreslony jest réwnoscig
P(r<ry)=a i r, odczytuje sie z odpowiednich tablic (patrz np. [Domanski
1990 s. 168])).

Wracajgc do przyktadu mamy:

- dla mocy efektywnej P:

rp =43, rp =27; rp=min(rg,rp) =27, przy a=0,01, rypo; =24 zatem
rp >rq i nie ma podstaw do odrzucenia Hy, co potwierdza zgodnosc¢ roz-
ktadéw czyli mozna przyja¢, ze model (4.1) dobrze opisuje moc efektywna,

- dla pracy jednostkowej L:

rLJr =43, r. =27; rp=min(r},r[ )=27, przy a=0,01; rgps =24; mamy
wiec r; >r, itez nie ma podstaw do odrzucenia H,, mozna wiec przyjac,
ze model (4.2) dobrze opisuje prace jednostkowa.

Zobaczmy jeszcze, jakie wnioski uzyskamy stosujgc test Wilcoxona. Dla
zastosowania tego testu, tak jak w poprzednim tescie, nalezy obliczy¢ war-
tosci réznic x; - y;, ale do dalszych dziatan nalezy braé¢ pod uwage ich war-
tosci bezwzgledne |x; - y;|. Tym wartoéciom bezwzglednym nalezy przypi-
sac¢ rangi, a nastepnie obliczy¢ osobno sume rang réznic, ktére byty dodat-
nie oznaczajac ja T+ oraz sume rang dla réznic ujemnych T~ . Funkcja te-
stowa jest rowna mniejszej wartosci z tych sum, czyli

T =min(T*,T") (12)

Obszar krytyczny testu wyznacza relacja: P(T <T,)=a. Wartosci krytyczne
mozna odczyta¢ z tablic zamieszczonych na przyktad w ksigzce Doman-
skiego [1990, s. 269]. Jezeli liczebnos¢ préb jest duza (n>25), to przy
prawdziwej H, o rownosci dystrybuant mozna wykorzysta¢ inng postac
funkcji testowej, ktéra ma rozktad asymptotycznie normalny N(0,7). Ma ona
postac:

wo - T-E(M) (13)
D(T)

gdzie E(T):%n(n+1) i D2(T)=2—14n(n+1)(2n+1), ,a D(T)=+D?(T).

Jesli u°

>u, to H, odrzucamy tak jak przy innych testach, gdzie funkcja

testowa ma rozktad normalny.
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Uwzgledniajgc wartosci liczbowe z przyktadu, gdzie n=70:

- dla mocy efektywnej P:

Ep(T)=1242,5; D3(T)=29198,8 i Dp(Y)=170,876, T3 =1512; Tp =973
zatem Tp =973
U,g = M =-158
170,876
przy a =001, u, =2,576 zatem u® <-u, czyli nie odrzucamy H,, a zatem
mozna przyjac, ze model dobrze opisuje moc efektywna,

- dla pracy jednostkowej L:

E, (T)=12425; DLZ(T):29198,8 i D (T)=170,876, T, =1654; T =831
wiec T, =831
831-1242,5

=241
170,876

uf =

przy a =0,01, u, = 2,576 czyli ‘uf‘ < u, i podobnie jak poprzednio nie odrzu-

camy Hy, czyli przyjmujemy iz dane empiryczne potwierdzajg, ze przedsta-
wiony model dobrze opisuje prace jednostkowa.

Poréwnajmy jeszcze otrzymane w wyniku zastosowania tego testu wnioski
z wnioskami uzyskanymi po zastosowaniu testu wiekszej mocy t-Studenta
dla zmiennych potaczonych. Uzyty wczesniej test normalnosci A-Kof-
mogorowa dla obu cech nie odrzucit sprawdzanej hipotezy (dla danych

empirycznych dotyczgcych mocy efektywnej Ag =0,613 przy Agpos =1,358;
a dla danych obliczanych z modelu /\?n = 0,485 ; natomiast dla pracy jednost-
kowej A2 =0,819 i A% =0,280 przy Ayys takim samym, jak dla mocy). Sto-

sujac znany test -Studenta dla zmiennych potaczonych dla obu cech, to
jest mocy efektywnej i pracy jednostkowej, otrzymujemy:

- dla mocy efektywnej: t° =1,565 przy tjos5.69 =1,995, co pozwala przyjac

hipoteze zerowg i stwierdzi¢, ze model poprawnie opisuje zmiany badanej
cechy,

- dla pracy jednostkowej: t° = 2,947 przy tyos5.69 =1,995 i tyo1 = 2,649, @ po-

niewaz nawet t° >t zatem hipoteze o réwnosci srednich danych empi-

0,01°
rycznych i obliczonych z modelu nalezy odrzuci¢, dlatego nie wydaje sie,
aby przyjety model dobrze opisywat zmiany badanej cechy.
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Zauwazmy jeszcze, ze wsrod wczesniej podanych obliczonych wskaznikéw,
ich wartosci obliczone dla pracy jednostkowej takze nie potwierdzaty wyso-
kiej zgodnosci danych empirycznych z modelowymi.

Przyktad 2

W badaniach dotyczacych pewnych wiasnosci brykietow wytwarzanych
z resztek pozniwnych kukurydzy, przeprowadzonych w Katedrze Maszyno-
znawstwa Rolniczego Akademii Rolniczej w Lublinie, obserwowano ich wy-
sokos¢ y w zaleznosciach od czasu po sprasowaniu przy stosowaniu rézne-
go nacisku. Uwzgledniono pomiary wysokosci bezposrednio po sprasowa-
niu, oraz w 15, 30, 45 i 60 minut po nim. Uzywajac funkcji regresji wielomia-
nowej probowano ustali¢ jak ksztattuje sie wysokos$¢ brykietu jako funkcja
czasu. Na podstawie dwoch zestawdw zamieszczonych w tabelce ponizej
przy uwzglednionym nacisku 10 ti 15 t dokonano odpowiednich pomiaréw.

Tabela 1. WysokoS$¢ brykietow w réznym czasie po sprasowaniu
Table 1. The height of briquetts at different time after pressing

. y- wysokos¢ brykietow (mm)
Xx- czas (w min)
zestaw | zestaw Il
po sprasowaniu 40,35 37,24
15 43,51 39,82
30 42,85 41,22
45 43,07 42,61
60 43,19 42,80

Do modelowania wybrano wielomiany stopnia pierwszego, drugiego i trze-
ciego. Dla kazdego z nich policzono wspdtczynniki R? oraz C,, wedtug wzo-
réw (6) i (8), na podstawie ktorych ustalono stopien wielomianu najlepiej
opisujacy relacje miedzy wysokoscig a czasem. Dla zestawu | obserwacji
przy nacisku 10 ton wyznaczone réwnania regresji i odpowiednie wspot-
czynniki R? i C,, byly nastepujace:

- wielomian stopnia pierwszego
y =0,0349x + 41,546; R? = 0,421 i Cp =132,
- wielomian stopnia drugiego
y =-0,0017x? +0,134x + 40,803; R? =07171 i C, = 21577,
- wielomian stopnia trzeciego

y=05-10"x% +0,0099x? +0,3117x + 40,431, R? =09293 i C, = 24039 .
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Sposrdd przytoczonych powyzej modeli regresyjnych nalezy wybraé model
stopnia drugiego. Wskazuje na to wyraznie wartos¢ C, najblizsza p = 3. Wi-
da¢ tez, ze R? nie jest tu najlepsza miarg dopasowania, poniewaz warto$é
jego wzrasta wraz ze wzrostem stopnia wielomianu. Obliczone wartosci tych
wskaznikéw dla drugiego zestawu danych przy nacisku 15 ton sg nastepujace:
- regresja liniowa
y =0,0927 x + 37,956; R? = 09184 i Cp =-0,67

- regresja kwadratowa

y =-0,015x% +0,184x + 37,272, R?=09962 i C, =10167
- regresja kubiczna

y =-07-10"°x% +0,0015x? +0,183x + 37,274; R? =0,9962 i C,, = 42,105

Tym razem takze najblizszy wartosci p=3 jest C, =1,0167 , zatem nalezy
przyja¢ model regresji kwadratowe;j.

Dla petniejszego poréwnania, czy przebieg zmian wysokosci w czasie w ba-
danych zestawach réznigcych sie wielkoscig zastosowanego nacisku jest
podobny a wiec, czy mozna bytoby opisaé¢ go jednym wspdlnym réwnaniem
nalezataby zastosowa¢ odpowiedni test. Poréwnanie réwnan regresji doko-
nywane jest z uwzglednieniem jednakowych lub réznych wariancji cechy y
w badanych zbiorach wartoéci. Odpowiednie testy stuzace do takiego po-
réwnania mozna znalez¢ w ksigzce Sebera [1977] i licznych pracach, jak np.
Chow [1960], czy Szczepanik i Wesotowska-Janczarek [2006]. Bardziej za-
awansowanymi wielozmiennymi metodami, uwzgledniajgcymi poréwnanie
dowolnie wielu réwnan regresji wielomianowych dla skorelowanych obser-
wacji wyrazonych jako funkcja czasu, sg metody krzywych wzrostu, ktérych
przeglad zawarty jest w pracy Wesotowskiej-Janczarek [1993].
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