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Streszczenie

Prostokatne okno pomiarowe jest przyczyna zakldcen dyskretnego widma Fouriera.
Skonczony czas pobrania sygnatu diagnostycznego okresla zbior dyskretnych czestotliwosci,
dopuszczalnych dla przekazania informacji widmowej. Skladowa harmoniczna sygnatu
o czestotliwosci, ktora nie nalezy do zbioru dopuszczalnych jest przedstawiana w widmie
dyskretnym w postaci widma zastgpczego. Sktadowe tego widma pojawiaja si¢ tylko dla
czestotliwosci dopuszczalnych a ich superpozycja jest przyblizeniem tej skladowej sygnahu.
Sktadowe widma zastgpczego wytwarza procedura DFT wedtug szeregu Fouriera. Zafalszowanie
widma dyskretnego wynika z faktu, ze sktadowe widma zastgpczego prezentuja informacje,
ktérych nigdy nie byto w oryginalnym sygnale diagnostycznym.

Stowa kluczowe: informacja diagnostyczna, dyskretna transformacja Fouriera, okno pomiarowe.
EFFECT OF MEASURING WINDOW ON DISCRETE FOURIER SPECTRUM

Summary

The interferences of the discrete Fourier spectrum are the consequence of rectangular
measuring window. The finite acquisition time of diagnostic signal defines a set of discrete
frequencies, permissible for the representation of spectral informations. Signal harmonic
component having a frequency that does not belong to the set of permissibles is presented in
a discrete spectrum in the form of equivalent spectrum. The components that form an equivalent
spectrum appear for permissible frequencies only, and their superposition is an approximate
representation of this component. The DFT procedure produce these components according to
Fourier series. The adulteration of spectral information result from the fact that components of the
equivalent spectrum present informations that never existed in the original diagnostic signal.

Keywords: diagnostic information, discrete Fourier transform, measuring window.

1. TRANSFORMACJA FOURIERA SYGNALU
DIAGNOSTYCZNEGO

Francuski matematyk i inzynier, baron Joseph
Fourier udowodnit, ze funkcj¢ okresowa, okreslong
w pewnym przedziale w sposdb analityczny lub
graficzny, mozna wyrazi¢ jako sume szeregu funkcji
trygonometrycznych:

() =a, + Z(an cos@ +b sin @j ()
n=1

Szereg (1) mozna okresli¢ dla funkcji, ktore sa
stacjonarne, liniowe 1 spetniaja warunki Dirichleta,
tzn. sa ograniczone, przedziatami ciagle, posiadaja
skoniczong liczbg nieciagtosci, maksimoéw i minimow.

Czas T’ - jest okresem podstawowym funkeji 7(¢);

dla funkcji nieokresowych, zaklada si¢ okres:
(—,0). Argument: 27m/T =w,, jest czgstoscia

kotowa 7 -tej funkcji harmonicznej sin i cos, 4, -

érednia, a a,, b, - sa
rozktadu funkcji JAGE
Wyznaczanie tych wspotczynnikéw dla kolejnych
warto$ci: n=1,2,...,0, jest analiza harmoniczng
funkcji £(¢) [2, 5]

Oznaczajac czestotliwosci:
v,=n/T, v ,=m+1)/T, oraz

jest  wartoscia

wspotczynnikami

v=w/2r,

réznicg:
Av=v,  —v =1/T, i zastgpujac sumowanie po
indeksach 7, catkowaniem po nieskonczenie matych

przyrostach czgstotliwosci: Av —dv, szereg (1)
mozna przedstawi¢ w postaci catki Fouriera:

F(v)= [£(0)-exp(=j2mv)dt @

Calka (2) jest funkcjonatem, ktory funkcji 7(¢)
przyporzadkowuje liczbg, w postaci transformaty
F(v). Funkcja okreslona w dziedzinie czasu i jej
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transformata okreslona w dziedzinie czestotliwosci,
staja si¢ para rownowazna: F(v)< f(¢). Jezeli
funkcja  f(¢) jest suma wielu harmonicznych
o roéznych czgstotliwosciach: v e (—o0,00), to
transformata kazdej z nich jest kolejno wyznaczana
przez jadro: exp(—j2mvt), 1 przedstawiana w postaci
liczby zespolonej, usrednionej po czasie catkowania.
Catka (2) zostala wyprowadzona dla funkcji
o okresie: (—oo,00). Jezeli funkcja f(¢) opisuje
sygnal  diagnostyczny, pobrany w przedziale
domknigtym: [-7/2,T/2], to czas pobrania
T=T/2—(-T/2), staje si¢ skoficzonym okresem
podstawowym, tej funkcji. Transformacji Fouriera
podlega wtedy iloczyn: f(¢):t € (—o0,00)]- W(¢),
gdzie: w(r)=1,dla re[-T/2,T/2] i w(t)=0, dla
te[-T/2,T/2]. Funkcja w(r) opisuje prostokatne
okno pomiarowe i odzwierciedla skonczony czas
pobrania sygnalu. Rezultatem transformacji Fouriera

iloczynu algebraicznego sygnatu i okna, jest iloczyn
splotowy ich transformat [1, 3, 4, 5]:

[Lr@)-wo))-exp(=jendi = [1(t)-exp(=jor)di =
—0 -T/2
F(0)*W(0) 3)

Podstawiajac w(z) pod catke (2), transformate
prostokatnego okna pomiarowego mozna wyznaczy¢
zmieniajac granice catkowania funkcji
ekspotencjalnej, z nieskonczonych na skonczone, od
—T/2 do T/2, i zapisaé w postaci zaleznosci (4).
Przebieg otrzymanej w ten sposob transformaty,
zostat przedstawiony na rysunku 1.

)
sin —7
Wwy=r—2 @)
“r
2
Z zaleznosci (4) 1 rysunku 1 wynika, ze dla
zerowej wartosci licznika, tzn. dla sinTw/2 =0,
transformata okna W (w)=0, wyjatek stanowi
przypadek, kiedy @ =0, wtedy W (w) # 0, 1 jest
proporcjonalne do 7. To oznacza, ze argument
funkcji sinus Tw/2=i-7, gdzie i #0 oraz i =int.
Taka warto§¢ argumentu odpowiada czgstosci
kotowej: w=27m/T, i czgstotliwoscei:
v=w/27r=i/T; wspotczynnik i przebiega
wartosci: i =,...,—3,-2,—1,1,2.3,....

W)

12

W

Rys. 1. Transformata prostokatnego okna
pomiarowego

Dla dla: W(w)#0, widmo funkcji
f(t):te[-T/2,T/2], uzyskane w rezultacie

transformacji Fouriera, jest zaklécone, zgodnie
z zaleznoscig (3), efektem prostokatnego okna
pomiarowego (4). Dla widm uzyskanych na drodze
bezposredniego pomiaru, zaklocenia, ujawniaja si¢
w postaci zafalowan bocznych, wzglgdem v =0
i tzw. wycieku widma, powodujacego pogorszenie
rozréznialnosci  skladowych fal harmonicznych
funkeji £(7).

Na rysunku 2a, pokazano prawdziwe widmo
modutu dwoch fal o czestotliwosciach, ktore rdznia
si¢ od siebie nieznacznie. To samo widmo modutu
obcigzone efektem okna pomiarowego,
przedstawione na rysunku 2b, wykazuje istnienie
tylko jednej fali i zafalowan bocznych. Niekorzystny
efekt prostokatnego okna pomiarowego probuje si¢
zmniejszac, stosujac okna korekcyjne (Hanninga,
Hamminga 1 inne), ktére ,,zaokraglaja” pobrany
sygnat, na poczatku i koficu okresu 7" [3, 5].

W ama sew Eee o0 mee wee

Rys. 2. Widmo dwdch sktadowych nierozréznialnych

2. DYSKRETNA TRANSFORMACJA
FOURIERA

Bazg danych podczas numerycznej obrobki
sygnatlu diagnostycznego jest dyskretna postaé
funkcji £(¢):t e[-T/2,T /2], uzyskana w rezultacie
przetwarzania analogowo-cyfrowego. Jest to szereg
wartosci, wyznaczonych dla kolejnych chwil:
Lystyseeistynensty  €[-T/2,T/2].  Stala  warto$¢

roznicy ¢, —t, =T,, okresla okres probkowania,
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1 czgstotliwos¢ probkowania: v, =1/7, . Wartosci T
i T,, wyznaczaja catkowita liczbg probek:
N =T/T, =int. pobranego fragmentu funkcji
f(2), ktore ,,zmieszcza si¢” w oknie pomiarowym
[-T/2,T/2]. Sygnat  f(kT,)=f(k), gdzie
k=0,12,..,N—-1, jest poddawany dyskretnej
transformacji (5), ktora zostata wyprowadzona z catki

Fouriera (2), przez zastapienic catkowania
sumowaniem [1, 2, 5]:

F(n)= %ff(k)-exp(—jZﬂnk/N) ®)

Dyskretne widmo Fouriera jest szeregiem
prazkéw F (7) , roztozonych na osi czestotliwosci, co
wartos¢ Av=v, =1/T, obliczonych kolejno dla
v,=nv,. Indeks n=01,2,.,N/2-1, wyznacza
przedziat czestotliwodci [0,v,, ), gdzie v, =v,/2.
Zgodnie z kryterium Shannona-Nyquista, w tym

przedziale moze by¢ okreslone widmo pozbawione
aliasingu [1, 2, 5].

3. ZAKEOCENIA WIDMA DYSKRETNEGO

Wybrany  przez  badacza dla  potrzeb
eksperymentu, czas pobrania sygnatu
diagnostycznego T, okreSla  czestotliwosé
podstawowa sygnalu V.., ktéra na osi odcigtych, na
plaszczyznie: czgstotliwosé-modut i czestotliwoscé-kat
fazowy, oddziela od siebie dwa sasiednie prazki,
mogace wystapi¢ w widmie dyskretnym, i decyduje
o jego rozdzielczosci. Catkowita krotnos¢ nv,
wyznacza zbidr dyskretnych wartosci czgstotliwosci
,dopuszczalnych”. Tylko dla tych czgstotliwosci
moze by¢ okreslone widmo dyskretne.

Wybrana takze przez badacza czgstotliwosé
probkowania sygnatu diagnostycznego v, =1/T7,,

wyznacza pasmo czgstotliwosci [0,Vy,,) okreslone

przez ciag indeksow: n=0,1,2,...,N/2 -1, w ktorym
moga by¢ przekazywane wiarygodne informacije,
w dyskretnym widmie Fouriera.

Dla stafej czgstotliwosci probkowania sygnatu

V., 1 szerokosci pasma [0, VNM), wraz z¢ wzrostem

dhugosci czasu pobrania T, rosnie liczno$¢ zbioru
czestotliwosei  dopuszezalnych 1 maleje odlegtosé
migdzy nimi. W rezultacie, wzrasta ilo$¢ informacji,
ktore mozna przekaza¢ w widmie dyskretnym, w tym
pasmie. Dla T — oo czgstotliwos¢ v, — 0, i widmo
dyskretne dazy do postaci ciaglej.

W dyskretnym widmie sygnatu, pobranego
w skoficzonym czasie 1, iloczyn splotowy (3)
przedstawia  przebieg  transformaty  okna,
-zawieszony” na prazku reprezentujacym sktadowa

harmoniczng, ktora wystapita dla czestotliwosci
dopuszczalnej, okreslonej przez pewien indeks 7.
Tak samo przebieg W (@) jest ,,zawieszony” na

prazku dla i =0, na rysunku 1.

Znaczenie indeksu #n, ktory okresla zbidr
czestotliwosci  dopuszczalnych  oraz  indeksu
i, ktdry okresla zerowe wartosci transformaty okna
pomiarowego, jest identyczne. Zachodzi tu relacja:
n =1, z zastrzezeniem, ze zerowa warto$¢ indeksu
i, odpowiada wartosci indeksu 7, dla ktdrej
wystepuje  prazek  reprezentujacy  sktadowa
harmoniczna. Tylko dla tej wartosci: W () #0. Dla

wszystkich  pozostalych  wartosci  catkowitych
n=i, wyznaczajacych czestotliwosci
dopuszczalne, transformata okna: W (v)=0,
i iloczyn splotowy (3) jest rowniez rowny zero.

Wynika stad, ze  zaktocenia  widma
dyskretnego, ktore sg efektem istnienia okna
pomiarowego, nie wystgpuja w takiej postaci jak to
pokazano na rysunku 2. Mimo tego, badania widm
sygnatléw, obliczonych metoda DFT oraz
doswiadczenia zebrane podczas ich stosowania
w diagnostyce urzadzen technicznych wykazuja, ze
te widma sa zaktocane.

Zaklocenie, a $cislej biorac zafalszowanie widma
dyskretnego w pasmie [0, Vi) ujawnia si¢ inaczej

niz to wynika z zaleznosci (3). Jest ono posrednig
konsekwencja  istnienia  prostokatnego  okna
pomiarowego 1 jest zwigzane z dyskretnym
(punktowym) sposobem przekazywania informacji
zawartych w sygnale diagnostycznym, pobranym
w postaci funkcji  f(r):re[-T/2,T/2] [1, 2,
3,4,5].

Skonczony czas pobrania sygnalu
diagnostycznego 7', powoduje taka dyskretyzacje
widma, ktora wyklucza mozliwos$¢ przekazywania
informacji dla  innych  czgstotliwosci, niz
dopuszczalne. Badania  wykazuja, ze jezeli
w pobranym sygnale znajdzie si¢ skladowa
harmoniczna o czgstotliwosci, ktéra nie nalezy do
zbioru  dopuszczalnych, to  zostanie  ona
zaprezentowana w widmie w sposob przyblizony.

Na rysunku 3a, zostal pokazany sygnal,
w postaci fali harmonicznej, ktory podano dyskretnej
transformacji Fouriera. Jezeli czgstotliwos¢ fali
nalezy do zbioru dopuszczalnych, to prawdziwe
widmo modutu, przedstawia prazek pokazany na
rysunku 3b. Niewielkie skrocenie czasu pobrania 7'
powoduje taki wzrost wartosci v, Ze czgstotliwos¢

tej fali straci swoje miejsce w  zbiorze
dopuszczalnych; prazek przedstawiony na rysunku 3b
wypada teraz pomigdzy tymi czgstotliwosciami. Aby
przedstawi¢  badany  sygnat w  dziedzinie
czestotliwosei  dopuszczalnych, procedura DFT
wytwarza widmo zastepcze, pokazane na rysunku 3c,
ktore przedstawia zbior fal, ktére nie istniejq
w sygnale.
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Rys. 3. Sygnat, jego widmo prawdziwe i zastgpcze
4. WIDMO ZASTEPCZE

Sposob, w jaki catka Fouriera zostata
wyprowadzona z szeregu (1) oraz dotychczasowe
badania widm dyskretnych, pozwalaja sformutowaé
nastepujaca hipoteze:
fale dyskretnego widma zastegpczego sq wyznaczane
wedlug  szeregu  Fouriera  dla  zadanych
czestotliwosci, nalezqcych do zbioru dopuszczalnych,
i majq tak dobrane amplitudy i fazy, aby ich
superpozycja byla przyblizeniem fali o czestotliwosci,
ktora do tego zbioru nie nalezy.

Dla sprawdzenia wiarygodnosci tej hipotezy
zostal wykonany eksperyment numeryczny, ktdrego
celem bylo: 1) obliczenie zastgpczego widma modulu
fali harmonicznej, za pomoca szeregu Fouriera, 2)
porownanie tego widma, z zastgpczym widmem
modutu, wytworzonym przez procedurg DFT.

Wykorzystujac fakt, ze funkcj¢ cosinus da si¢
przeksztalci¢ do sinusa przez zmiang kata fazowego,
szereg Fouriera (1) mozna zapisa¢ w postaci:

n=N/2-1
f= e, sin(z’”’kﬂpn) 6)
n=0 N

Zalezno$¢ (6) uzyskano z szeregu Fouriera (1)
przy zalozeniu, ze rozwijana fala harmoniczna
reprezentuje sygnal pobrany w skonczonym czasie
i przetworzony do postaci dyskretnej. W szeregu (6),
okres podstawowy fali jest rowny czasowi pobrania:
T = NT,, i wspotrzedna niezalezna — czas: 1 =kT,.
Bezwymiarowa dziedzina
dopuszczalnych  jest oznaczona

n=01,2,.,N/2—-1, symbol ¢  oznacza Kkat

czestotliwosci
indeksem

fazowy n — tej fali dyskretnego widma zastgpczego.
Fale harmoniczna mozna zapisa¢é w postaci
funkeji: f(f)= Asin27zv. Jesli badana fala,

reprezentujaca sygnal, bedzie pobrana w skonczonym
czasie T =const., to zbior zadanych czgstotliwosci
dopuszczalnych, przeznaczonych dla jej rozwinigcia
w szereg Fouriera, bedzie staly. Poniewaz kazda
wartos¢ 1/T , pomnozona przez liczbg catkowita 77,
wigksza od  zera, wyznaczy  czgstotliwosé
dopuszczalna, to ani szereg Fouriera, ani procedura
DFT, nie wygeneruje widma zastgpczego. Aby

uzyska¢ informacje, ktére moga potwierdzi¢ (lub
obali¢) przyjeta hipoteza, nalezy zapewni¢ mozliwosé
modyfikacji wartosci czgstotliwosci badanej fali, bez
zmiany ustalonego czasu pobrania.

Niech czgstotliwos¢ badanej fali  bedzie
v=(+a)/T. Wtedy dla «=0, jeden okres fali
harmonicznej jest réwny T, a jej czestotliwosé
v =1/T . Natomiast dla kazdej wartosci & <(0,1),
v=1/T, i czgstotliwo$¢ fali nie bedzie nalezata do
zbioru dopuszczalnych, przy zachowaniu czasu
pobrania 7 = const.

Po podstawieniu: v =(1+a)/T, T =NT, oraz
t=kT,, argument funkcji sinus przyjmie postac
27(1+a)k/N . Badana fala zapisana, w dziedzinie
indeksu, k - reprezentujacego czas, bedzie:

£(t) = Asin w (7

Dyskretna posta¢ fali zostata okreslona dla:
N=16 probek, ponumerowanych indeksem:
k=0,2,.15. Dla 4=1, falg (7) wygenerowano
kolejno dla: ¢ =0, ¢ =1/6 1 o =2/3. Przebiegi tych
fal zostaty przedstawione na rysunkach 4, 51 6.

1) m 1 286 314"& m i 5 J<."éns

16 ke Te

Rys. 4. Sygnal, o =0

16 ke Te

Rys. 5. Sygnatl, o =1/6
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Rys. 6. Sygnat, o =2/3
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Uwzgledniajac  kryterium  Shannona-Nyquista,
widmo zastgpcze fali zostalo wyznaczone w postaci
sktadowej statej, dla »=0 oraz prazkow, dla
n=12..7.

Przebiegi zastgpczych widm modutu zostaty
przedstawione na rysunkach 7 i 8. Prazki naniesione
na siatce Wwyznaczajace] wartosci czgstotliwosci
dopuszczalnych oznaczonych indeksami n=1,2....,7,

przedstawiaja widmo zastgpcze uzyskane za pomoca
szeregu Fouriera, a prazki obok - metoda DFT.

Na wykresach, wysoko$¢ prazkow uzyskanych
tymi dwoma metodami jest identyczna, co moze byc
dowodem, Zze widmo zastgpcze jest rezultatem
rozwinigcia w szereg Fouriera skladowej sygnatu
o czestotliwosci, ktdéra nie nalezy do zbioru
dopuszczalnych.

[ 1 H] 4 5 ]

n, 1005

Rys. 7. Widmo zastgpcze falidla o =1/6
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Rys. 8. Widmo zastgpcze falidla o =2/3

Na rysunku 9 przedstawiono pordwnanie
przebiegu oryginalnej fali wytworzonej dla o =1/6
i przebiegu fali, ktdra jest rezultatem superpozycji fal
harmonicznych, odtworzonych z prazkow widma
zastgpczego,  wyznaczonego  dla  tej fali
(uwzglednieniem kata fazowego), za pomoca szeregu
Fouriera. Na rysunku 10 pokazano residuum,
wyznaczone przez rdznicg, ktoéra jest rezultatem
odjecia fali odtworzonej od oryginalnej. Na
rysunkach 11 1 12 przedstawiono takie same
przebiegi, dla fali wytworzonej dla o =2/3.

,,,, " 0Bs f A A
)

tTe

Rys. 9. Fala oryginalna i fala odtworzona dla o =1/6

31]
Rys. 10. Residuum fal oryginalnej i odtworzonej
dla @=1/6

N Vd
* 1 28
T i 4

fy 1= 2
() i I . N

tTe
Rys. 11. Fala oryginalna i fala odtworzona
dla @ =2/3

T

Rys. 12. Residuum fal oryginalnej i odtworzonej
dla @¢=2/3

5. PODSUMOWANIE

Wykonany eksperyment numeryczny potwierdza
prawdziwos¢ przyjetej hipotezy.

Czas pobrania, wybrany przez badacza dla celéw
eksperymentu  diagnostycznego, okresla dlugosé
pobranego fragmentu sygnalu 1 jego okres,
a w konsekwencji jego czgstotliwos¢ podstawowa.
W dyskretnym  widmie  takiego  sygnalu,
wyznaczonym metoda DFT, catkowita krotnosé
odwrotnosci czasu pobrania sygnatu okresla zbior
czgstotliwosei  dopuszezalnych. Tylko dla tych
czestotliwosei moze by¢ przekazywana informacja
widmowa reprezentowana przez skladowe fale
harmoniczne zawarte w sygnale.

Kazda fala harmoniczna o czestotliwosci, ktora
nie nalezy do zbioru dopuszczalnych, jest
przedstawiana w  postaci  dyskretnego widma
zastegpezego. Takie widmo wytwarza procedura DFT
niezaleznie od woli badacza, rozkladajac falg
o czestotliwosci, ktora nie nalezy do zbioru
dopuszczalnych, na  skladowe  harmoniczne
o czgstotliwosciach, ktore do tego zbioru naleza,
wedlug szeregu Fouriera.
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Sktadowe tego widma przekazujg informacje,
ktorych nigdy nie bylo w oryginalnym sygnale
diagnostycznym, zaktocajac widmo dyskretne.

Fale sygnatu diagnostycznego odtworzone
z rezultacie superpozycji tych sktadowych
wykazuja, ze informacja zawarta w widmie
zastgpczym jest zafalszowana w dziedzinie czasu
i czestotliwosci. Przebiegi residuum wykazuja, ze
efekt okna pomiarowego w widmie dyskretnym
znieksztatca rozktad energii reprezentowanej przez
sygnat diagnostyczny w czasie pobrania.

Nie udato si¢ wyjasni¢ znaczenia i sposobu
powstawania sktadowej statej widma zastgpczego,
ktora ujawnia si¢ dla n=0. Z przebiegdw
residuum widaé, ze gdyby ta wartos¢, w sposdb
arbitralny, przyja¢ rowna zero, to fala odtworzona
ze sktadowych tego widma bytaby doktadniejsza,
w stosunku do fali oryginalne;.

Uzyskane rezultaty potwierdzaja wnioski
uzyskane z innych badan, ze sposdéb wytwarzania
widm dyskretnych obliczonych metodq DFT dla
sygnaldw diagnostycznych pobranych w czasie
skonczonym powoduje zaklécenia, ktore sa
nieuniknione (przy dzisiejszym poziomie wiedzy),
i nie dadza si¢ ani usunal ani zmniejszy¢ za
pomoca obecnie stosowanych okien korekcyjnych.
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