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Streszczenie

Prostok tne okno pomiarowe jest przyczyn  zak óce  dyskretnego widma Fouriera. 

Sko czony czas pobrania sygna u diagnostycznego okre la zbiór dyskretnych cz stotliwo ci,

dopuszczalnych dla przekazania informacji widmowej. Sk adowa harmoniczna sygna u

o cz stotliwo ci, która nie nale y do zbioru dopuszczalnych jest przedstawiana w widmie 

dyskretnym w postaci widma zast pczego. Sk adowe tego widma pojawiaj  si  tylko dla 

cz stotliwo ci dopuszczalnych a ich superpozycja jest przybli eniem tej sk adowej sygna u.

Sk adowe widma zast pczego wytwarza procedura DFT wed ug szeregu Fouriera. Zafa szowanie

widma dyskretnego wynika z faktu, e sk adowe widma zast pczego prezentuj  informacje, 

których nigdy nie by o w oryginalnym sygnale diagnostycznym. 

S owa kluczowe: informacja diagnostyczna, dyskretna transformacja Fouriera, okno pomiarowe. 

EFFECT OF MEASURING WINDOW ON DISCRETE FOURIER SPECTRUM 

Summary 

The interferences of the discrete Fourier spectrum are the consequence of rectangular 

measuring window. The finite acquisition time of diagnostic signal defines a set of discrete 

frequencies, permissible for the representation of  spectral informations. Signal harmonic 

component having a frequency that does not belong to the set of permissibles is presented in  

a discrete spectrum in the form of equivalent spectrum. The components that form an equivalent 

spectrum appear for permissible frequencies only, and their superposition is an approximate 

representation of this component. The DFT procedure produce these components according to 

Fourier series. The adulteration of spectral information result from the fact that components of the 

equivalent spectrum present informations that never existed in the original diagnostic signal.

Keywords: diagnostic information, discrete Fourier transform, measuring window. 

1. TRANSFORMACJA FOURIERA SYGNA U
DIAGNOSTYCZNEGO 

Francuski matematyk i in ynier, baron Joseph 

Fourier udowodni , e funkcj  okresow , okre lon

w pewnym przedziale w sposób analityczny lub 

graficzny, mo na wyrazi  jako sum  szeregu funkcji 

trygonometrycznych:  
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Szereg (1) mo na okre li  dla funkcji, które s

stacjonarne, liniowe i spe niaj  warunki Dirichleta, 

tzn. s  ograniczone, przedzia ami ci g e, posiadaj

sko czon  liczb  nieci g o ci, maksimów i minimów.  

Czas T  - jest okresem podstawowym funkcji )(tf ;

dla funkcji nieokresowych, zak ada si  okres: 

( , ). Argument: 
nTn /2 , jest cz sto ci

ko ow n -tej funkcji harmonicznej sin  i cos , 0a  - 

jest warto ci redni , a na , nb  - s

wspó czynnikami rozk adu funkcji )(tf .

Wyznaczanie tych wspó czynników dla kolejnych 

warto ci: ,...,2,1n , jest analiz  harmoniczn

funkcji )(tf  [2, 5]. 

Oznaczaj c cz stotliwo ci: 2/ ,

Tnn / , Tnn /)1(1
, oraz ró nic :

Tnn /11
, i zast puj c sumowanie po 

indeksach n , ca kowaniem po niesko czenie ma ych

przyrostach cz stotliwo ci: d , szereg (1) 

mo na przedstawi  w postaci ca ki Fouriera: 

F dttjtf )2exp()()(          (2) 

Ca ka (2) jest funkcjona em, który funkcji )(tf

przyporz dkowuje liczb , w postaci transformaty 

F )( . Funkcja okre lona w dziedzinie czasu i jej 
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transformata okre lona w dziedzinie cz stotliwo ci,

staj  si  par  równowa n : F )()( tf . Je eli

funkcja )(tf  jest sum  wielu harmonicznych  

o ró nych cz stotliwo ciach: ),( , to 

transformata ka dej z nich jest kolejno wyznaczana 

przez j dro: )2exp( tj , i przedstawiana w postaci 

liczby zespolonej, u rednionej po czasie ca kowania.

Ca ka (2) zosta a wyprowadzona dla funkcji  

o okresie: ),( . Je eli funkcja )(tf  opisuje 

sygna  diagnostyczny, pobrany w przedziale 

domkni tym: ]2/,2/[ TT , to czas pobrania 

)2/(2/ TTT , staje si  sko czonym okresem 

podstawowym, tej funkcji. Transformacji Fouriera 

podlega wtedy iloczyn: )()],(:)( twttf ,

gdzie: 1)(tw , dla ]2/,2/[ TTt  i 0)(tw , dla 

]2/,2/[ TTt . Funkcja )(tw  opisuje prostok tne

okno pomiarowe i odzwierciedla sko czony czas 

pobrania sygna u. Rezultatem transformacji Fouriera 

iloczynu algebraicznego sygna u i okna, jest iloczyn 

splotowy ich transformat [1, 3, 4, 5]:

dttjtfdttjtwtf

T

T

)exp()()exp()]()([

2/

2/

                             =F )( W )(             (3) 

Podstawiaj c )(tw  pod ca k  (2), transformat

prostok tnego okna pomiarowego mo na wyznaczy

zmieniaj c granice ca kowania funkcji 

ekspotencjalnej, z niesko czonych na sko czone, od 

2/T  do 2/T , i zapisa  w postaci zale no ci (4). 

Przebieg otrzymanej w ten sposób transformaty, 

zosta  przedstawiony na rysunku 1. 
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Z zale no ci (4) i rysunku 1 wynika, e dla 

zerowej warto ci licznika, tzn. dla 02/sinT ,

transformata okna W 0)( , wyj tek stanowi 

przypadek, kiedy 0 , wtedy W 0)( , i jest 

proporcjonalne do T . To oznacza, e argument 

funkcji sinus iT 2/ , gdzie 0i  oraz .inti
Taka warto  argumentu odpowiada cz sto ci

ko owej: Ti /2 , i cz stotliwo ci:

Ti /2/ ; wspó czynnik i  przebiega 

warto ci: ,...3,2,1,1,2,3,...,i .

Rys. 1. Transformata prostok tnego okna 

pomiarowego 

Dla dla: W )( 0 , widmo funkcji 

]2/,2/[:)( TTttf , uzyskane w rezultacie 

transformacji Fouriera, jest zak ócone, zgodnie  

z zale no ci  (3), efektem prostok tnego okna 

pomiarowego (4). Dla widm uzyskanych na drodze 

bezpo redniego pomiaru, zak ócenia, ujawniaj  si

w postaci zafalowa  bocznych, wzgl dem 0
i tzw. wycieku widma, powoduj cego pogorszenie 

rozró nialno ci sk adowych fal harmonicznych 

funkcji )(tf .

Na rysunku 2a, pokazano prawdziwe widmo 

modu u dwóch fal o cz stotliwo ciach, które ró ni

si  od siebie nieznacznie. To samo widmo modu u

obci one efektem okna pomiarowego, 

przedstawione na rysunku 2b, wykazuje istnienie 

tylko jednej fali i zafalowa  bocznych. Niekorzystny 

efekt prostok tnego okna pomiarowego próbuje si

zmniejsza , stosuj c okna korekcyjne (Hanninga, 

Hamminga i inne), które „zaokr glaj ” pobrany 

sygna , na pocz tku i ko cu okresu T  [3, 5]. 

Rys. 2. Widmo dwóch sk adowych nierozró nialnych

2. DYSKRETNA TRANSFORMACJA 
FOURIERA

Baz  danych podczas numerycznej obróbki 

sygna u diagnostycznego jest dyskretna posta

funkcji ]2/,2/[:)( TTttf , uzyskana w rezultacie 

przetwarzania analogowo-cyfrowego. Jest to szereg 

warto ci, wyznaczonych dla kolejnych chwil: 

]2/,2/[,...,,...,, 110 TTtttt Nk
. Sta a warto

ró nicy
ekk Ttt 1
, okre la okres próbkowania,  
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i cz stotliwo  próbkowania: 
ee T/1 . Warto ci T

i eT , wyznaczaj  ca kowit  liczb  próbek: 

N = .int/ eTT  pobranego fragmentu funkcji 

)(tf , które „zmieszcz  si ” w oknie pomiarowym 

]2/,2/[ TT . Sygna )()( kfkTf e
, gdzie 

1,...,2,1,0 Nk , jest poddawany dyskretnej 

transformacji (5), która zosta a wyprowadzona z ca ki

Fouriera (2), przez zast pienie ca kowania

sumowaniem [1, 2, 5]:  
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)/2exp()(
1
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k

Nnkjkf
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n       (5) 

Dyskretne widmo Fouriera jest szeregiem 

pr ków F )(n , roz o onych na osi cz stotliwo ci, co 

warto TT /1 , obliczonych kolejno dla 

Tn n . Indeks 12/,...,2,1,0 Nn , wyznacza 

przedzia  cz stotliwo ci ),0[ Nyq
, gdzie 2/eNyq

.

Zgodnie z kryterium Shannona-Nyquista, w tym 

przedziale mo e by  okre lone widmo pozbawione 

aliasingu [1, 2, 5]. 

3. ZAK ÓCENIA WIDMA DYSKRETNEGO 

Wybrany przez badacza dla potrzeb 

eksperymentu, czas pobrania sygna u

diagnostycznego T , okre la cz stotliwo

podstawow  sygna u T , która na osi odci tych, na 

p aszczy nie: cz stotliwo -modu  i cz stotliwo -k t

fazowy, oddziela od siebie dwa s siednie pr ki,

mog ce wyst pi  w widmie dyskretnym, i decyduje  

o jego rozdzielczo ci. Ca kowita krotno
Tn

wyznacza zbiór dyskretnych warto ci cz stotliwo ci

„dopuszczalnych”. Tylko dla tych cz stotliwo ci

mo e by  okre lone widmo dyskretne. 

Wybrana tak e przez badacza cz stotliwo

próbkowania sygna u diagnostycznego 
ee T/1 ,

wyznacza pasmo cz stotliwo ci ),0[ Nyq
, okre lone

przez ci g indeksów: 12/,...,2,1,0 Nn , w którym 

mog  by  przekazywane wiarygodne informacje,  

w dyskretnym widmie Fouriera. 

Dla sta ej cz stotliwo ci próbkowania sygna u

e , i szeroko ci pasma ),0[ Nyq
, wraz ze wzrostem 

d ugo ci czasu pobrania T , ro nie liczno  zbioru 

cz stotliwo ci dopuszczalnych i maleje odleg o

mi dzy nimi. W rezultacie, wzrasta ilo  informacji, 

które mo na przekaza  w widmie dyskretnym, w tym 

pa mie. Dla T  cz stotliwo 0T
, i widmo 

dyskretne d y do postaci ci g ej.

W dyskretnym widmie sygna u, pobranego  

w sko czonym czasie T , iloczyn splotowy (3) 

przedstawia przebieg transformaty okna, 

„zawieszony” na pr ku reprezentuj cym sk adow

harmoniczn , która wyst pi a dla cz stotliwo ci

dopuszczalnej, okre lonej przez pewien indeks n .

Tak samo przebieg W )(  jest „zawieszony” na 

pr ku dla 0i , na rysunku 1. 

Znaczenie indeksu n , który okre la zbiór 

cz stotliwo ci dopuszczalnych oraz indeksu  

i , który okre la zerowe warto ci transformaty okna 

pomiarowego, jest identyczne. Zachodzi tu relacja: 

in , z zastrze eniem, e zerowa warto  indeksu 

i , odpowiada warto ci indeksu n , dla której 

wyst puje pr ek reprezentuj cy sk adow

harmoniczn . Tylko dla tej warto ci: W 0)( . Dla 

wszystkich pozosta ych warto ci ca kowitych

in , wyznaczaj cych cz stotliwo ci

dopuszczalne, transformata okna: W 0)( ,

i iloczyn splotowy (3) jest równie  równy zero. 

Wynika st d, e zak ócenia widma 

dyskretnego, które s  efektem istnienia okna 

pomiarowego, nie wyst puj  w takiej postaci jak to 

pokazano na rysunku 2. Mimo tego, badania widm 

sygna ów, obliczonych metod  DFT oraz 

do wiadczenia zebrane podczas ich stosowania  

w diagnostyce urz dze  technicznych wykazuj , e

te widma s  zak ócane.

Zak ócenie, a ci lej bior c zafa szowanie widma 

dyskretnego w pa mie ),0[ Nyq
, ujawnia si  inaczej 

ni  to wynika z zale no ci (3). Jest ono po redni

konsekwencj  istnienia prostok tnego okna 

pomiarowego i jest zwi zane z dyskretnym 

(punktowym) sposobem przekazywania informacji 

zawartych w sygnale diagnostycznym, pobranym  

w postaci funkcji ]2/,2/[:)( TTttf  [1, 2,  

3, 4, 5]. 

Sko czony czas pobrania sygna u

diagnostycznego T , powoduje tak  dyskretyzacj

widma, która wyklucza mo liwo  przekazywania 

informacji dla innych cz stotliwo ci, ni

dopuszczalne. Badania wykazuj , e je eli

w pobranym sygnale znajdzie si  sk adowa

harmoniczna o cz stotliwo ci, która nie nale y do 

zbioru dopuszczalnych, to zostanie ona 

zaprezentowana w widmie w sposób przybli ony. 

Na rysunku 3a, zosta  pokazany sygna ,

w postaci fali harmonicznej, który podano dyskretnej 

transformacji Fouriera. Je eli cz stotliwo  fali 

nale y do zbioru dopuszczalnych, to prawdziwe 

widmo modu u, przedstawia pr ek pokazany na 

rysunku 3b. Niewielkie skrócenie czasu pobrania T
powoduje taki wzrost warto ci

T
, e cz stotliwo

tej fali straci swoje miejsce w zbiorze 

dopuszczalnych; pr ek przedstawiony na rysunku 3b 

wypada teraz pomi dzy tymi cz stotliwo ciami. Aby 

przedstawi  badany sygna  w dziedzinie 

cz stotliwo ci dopuszczalnych, procedura DFT 

wytwarza widmo zast pcze, pokazane na rysunku 3c, 

które przedstawia zbiór fal, które nie istniej

w sygnale. 
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Rys. 3. Sygna , jego widmo prawdziwe i zast pcze

4.  WIDMO ZAST PCZE 

Sposób, w jaki ca ka Fouriera zosta a

wyprowadzona z szeregu (1) oraz dotychczasowe 

badania widm dyskretnych, pozwalaj  sformu owa

nast puj c  hipotez :

fale dyskretnego widma zast pczego s  wyznaczane 

wed ug szeregu Fouriera dla zadanych 

cz stotliwo ci, nale cych do zbioru dopuszczalnych, 

i maj  tak dobrane amplitudy i fazy, aby ich 

superpozycja by a przybli eniem fali o cz stotliwo ci,

która do tego zbioru nie nale y.

Dla sprawdzenia wiarygodno ci tej hipotezy 

zosta  wykonany eksperyment numeryczny, którego 

celem by o: 1) obliczenie zast pczego widma modu u

fali harmonicznej, za pomoc  szeregu Fouriera, 2) 

porównanie tego widma, z zast pczym widmem 

modu u, wytworzonym przez procedur  DFT. 

Wykorzystuj c fakt, e funkcj  cosinus da si

przekszta ci  do sinusa przez zmian  k ta fazowego, 

szereg Fouriera (1) mo na zapisa  w postaci:

   
n

Nn

n

n
N

nk
ctf

2
sin)(

12/

0

         (6) 

Zale no  (6) uzyskano z szeregu Fouriera (1) 

przy za o eniu, e rozwijana fala harmoniczna 

reprezentuje sygna  pobrany w sko czonym czasie  

i przetworzony do postaci dyskretnej. W szeregu (6), 

okres podstawowy fali jest równy czasowi pobrania: 

eNTT , i wspó rz dna niezale na – czas: 
ekTt .

Bezwymiarowa dziedzina cz stotliwo ci

dopuszczalnych jest oznaczona indeksem 

12/,...,2,1,0 Nn , symbol 
n

 oznacza k t

fazowy n tej fali dyskretnego widma zast pczego.

Fal  harmoniczn  mo na zapisa  w postaci 

funkcji: tAtf 2sin)( . Je li badana fala, 

reprezentuj ca sygna , b dzie pobrana w sko czonym 

czasie .constT , to zbiór zadanych cz stotliwo ci

dopuszczalnych, przeznaczonych dla jej rozwini cia

w szereg Fouriera, b dzie sta y. Poniewa  ka da

warto T/1 , pomno ona przez liczb  ca kowit n ,

wi ksz  od zera, wyznaczy cz stotliwo

dopuszczaln , to ani szereg Fouriera, ani procedura 

DFT, nie wygeneruje widma zast pczego. Aby 

uzyska  informacje, które mog  potwierdzi  (lub 

obali ) przyj t  hipotez , nale y zapewni  mo liwo

modyfikacji warto ci cz stotliwo ci badanej fali, bez 

zmiany ustalonego czasu pobrania. 

Niech cz stotliwo  badanej fali b dzie

T/)1( . Wtedy dla 0 , jeden okres fali 

harmonicznej jest równy T , a jej cz stotliwo

T/1 . Natomiast dla ka dej warto ci )1,0( ,

T/1 , i cz stotliwo  fali nie b dzie nale a a do 

zbioru dopuszczalnych, przy zachowaniu czasu 

pobrania .constT

Po podstawieniu: T/)1( ,
eNTT  oraz 

ekTt , argument funkcji sinus przyjmie posta

Nk /)1(2 . Badana fala zapisana, w dziedzinie 

indeksu, k - reprezentuj cego czas, b dzie:

                 

N

k
Atf

)1(2
sin)(         (7) 

Dyskretna posta  fali zosta a okre lona dla: 

16N  próbek, ponumerowanych indeksem: 

15,...2,1,0k . Dla 1A , fal  (7) wygenerowano 

kolejno dla: 0 , 6/1  i 3/2 . Przebiegi tych 

fal zosta y przedstawione na rysunkach 4, 5 i 6.

Rys. 4. Sygna , 0

Rys. 5. Sygna , 6/1

Rys. 6. Sygna , 3/2
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Uwzgl dniaj c kryterium Shannona-Nyquista, 

widmo zast pcze fali zosta o wyznaczone w postaci 

sk adowej sta ej, dla 0n  oraz pr ków, dla 

7,...,2,1n .

Przebiegi zast pczych widm modu u zosta y

przedstawione na rysunkach 7 i 8. Pr ki naniesione 

na siatce wyznaczaj cej warto ci cz stotliwo ci

dopuszczalnych oznaczonych indeksami 7,...,2,1n ,

przedstawiaj  widmo zast pcze uzyskane za pomoc

szeregu Fouriera, a pr ki obok  - metod  DFT. 

Na wykresach, wysoko  pr ków uzyskanych 

tymi dwoma metodami jest identyczna, co mo e by

dowodem, e widmo zast pcze jest rezultatem 

rozwini cia w szereg Fouriera sk adowej sygna u

o cz stotliwo ci, która nie nale y do zbioru 

dopuszczalnych.

Rys. 7. Widmo zast pcze fali dla 6/1

Rys. 8. Widmo zast pcze fali dla 3/2

Na rysunku 9 przedstawiono porównanie 

przebiegu oryginalnej fali wytworzonej dla 6/1

i przebiegu fali, która jest rezultatem superpozycji fal 

harmonicznych, odtworzonych z pr ków widma 

zast pczego, wyznaczonego dla tej fali 

(uwzgl dnieniem k ta fazowego), za pomoc  szeregu 

Fouriera. Na rysunku 10 pokazano residuum, 

wyznaczone przez ró nic , która jest rezultatem 

odj cia fali odtworzonej od oryginalnej. Na 

rysunkach 11 i 12 przedstawiono takie same 

przebiegi, dla fali wytworzonej dla 3/2 .

Rys. 9. Fala oryginalna i fala odtworzona dla 6/1

Rys. 10. Residuum fal oryginalnej i odtworzonej  

dla 6/1

Rys. 11. Fala oryginalna i fala odtworzona

dla 3/2

Rys. 12. Residuum fal oryginalnej i odtworzonej  

dla 3/2

5. PODSUMOWANIE 

Wykonany eksperyment numeryczny potwierdza 

prawdziwo  przyj tej hipotezy. 

Czas pobrania, wybrany przez badacza dla celów 

eksperymentu diagnostycznego, okre la d ugo

pobranego fragmentu sygna u i jego okres,  

a w konsekwencji jego cz stotliwo  podstawow .

W dyskretnym widmie takiego sygna u,

wyznaczonym metod  DFT, ca kowita krotno

odwrotno ci czasu pobrania sygna u okre la zbiór 

cz stotliwo ci dopuszczalnych. Tylko dla tych 

cz stotliwo ci mo e by  przekazywana informacja 

widmowa reprezentowana przez sk adowe fale 

harmoniczne zawarte w sygnale. 

Ka da fala harmoniczna o cz stotliwo ci, która 

nie nale y do zbioru dopuszczalnych, jest 

przedstawiana w postaci dyskretnego widma 

zast pczego. Takie widmo wytwarza procedura DFT 

niezale nie od woli badacza, rozk adaj c fal

o cz stotliwo ci, która nie nale y do zbioru 

dopuszczalnych, na sk adowe harmoniczne  

o cz stotliwo ciach, które do tego zbioru nale ,

wed ug szeregu Fouriera. 
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Sk adowe tego widma przekazuj  informacje, 

których nigdy nie by o w oryginalnym sygnale 

diagnostycznym, zak ócaj c widmo dyskretne. 

Fale sygna u diagnostycznego odtworzone  

z rezultacie superpozycji tych sk adowych 

wykazuj , e informacja zawarta w widmie 

zast pczym jest zafa szowana w dziedzinie czasu  

i cz stotliwo ci. Przebiegi residuum wykazuj , e

efekt okna pomiarowego w widmie dyskretnym 

zniekszta ca rozk ad energii reprezentowanej przez 

sygna  diagnostyczny w czasie pobrania. 

Nie uda o si  wyja ni  znaczenia i sposobu 

powstawania sk adowej sta ej widma zast pczego,

która ujawnia si  dla 0n . Z przebiegów 

residuum wida , e gdyby t  warto , w sposób 

arbitralny, przyj  równ  zero, to fala odtworzona 

ze sk adowych tego widma by aby dok adniejsza,

w stosunku do fali oryginalnej.

Uzyskane rezultaty potwierdzaj  wnioski 

uzyskane z innych bada , e sposób wytwarzania 

widm dyskretnych obliczonych metod  DFT dla 

sygna ów diagnostycznych pobranych w czasie 

sko czonym powoduje zak ócenia, które s

nieuniknione (przy dzisiejszym poziomie wiedzy),  

i nie dadz  si  ani usun  ani zmniejszy  za 

pomoc  obecnie stosowanych okien korekcyjnych. 
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