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Streszczenie. Funkcja wrazliwosci wzglednej okresla sile wptywu poszczegodlnych zmien-
nych na warto$¢ funkcji pierwotnej. Obliczenia wrazliwosci wzglgdnej mozna przeprowadzié
po obliczeniu pochodnej czastkowej. W pracy przedstawiono wrazliwosci wybranych funkcji.
Funkcje¢ wrazliwosci wykorzystano do okreslenia sity wptywu wspotczynnikow tarcia na na-
pigcie wstgpne ztacza gwintowego przy staltym momencie dokrgcania. Funkcjg ta uzyto row-
niez do okreslenia wplywu parametrow ciagnika, takich jak masa, momenty bezwladnosci,
potozenie $rodka cigzkosci, sztywnosci opon na czgstotliwosci drgan wiasnych ciagnika.
Zaprezentowano takze wykorzystanie funkcji wrazliwosci do oceny wptywu maszyny zawie-
szonej z tytu ciagnika na te drgania.

Stowa kluczowe: wrazliwo$¢ wzgledna, napigcie wstgpne, drgania ciagnika

Wstep

Jednym z najwazniejszych zadan nauki jest badanie i opisywanie §wiata rzeczywistego.
Naukowy opis obiektow, zjawisk, proceséw, umozliwiajacy ich analizg, czgsto polega na
budowie modeli matematycznych. W zalezno$ci od rodzaju modelowanego podmiotu,
dotychczasowej wiedzy naukowej, ilosci i rodzaju obserwacji, modele matematyczne moga
by¢ statyczne lub dynamiczne, ciagle lub dyskretne, strukturalne lub empiryczne, determi-
nistyczne lub statystyczne (rowniez neuronowe). Wpltyw na rodzaj modelu ma takze cel,
jaki przy$wieca modelowaniu. Celem tym, oprocz analizy zjawisk, moze by¢ zmiana (cech,
charakterystyk) obiektow lub sterowanie procesami. Aby zrealizowa¢ wymienione cele,
oprocz zbudowania modelu matematycznego, czgsto konieczna jest jego doglgbna analiza.
Do jej przeprowadzenia stosuje si¢ metody analizy matematycznej takie jak rachunek roz-
niczkowy, catkowy, wektorowy, wariacyjny i rachunek prawdopodobienstwa z metodami
statystycznymi. W analizie matematycznej czgsto wykorzystuje sig takze liczby zespolone
i szeregi Fouriera (analiza harmoniczna). W badaniu modeli matematycznych moze pomoc
funkcja wrazliwosci wzglednej [Dworecki i in. 2001; Dworecki 2003]. Celem niniejszej
pracy jest zbudowanie zalezno$ci przydatnych do obliczania wrazliwo$ci wybranych funk-
cji, uwypuklenie roznic pomigdzy funkcja pochodna i funkcja wrazliwo$ci oraz przedsta-
wienie mozliwosci, przyktadow i korzysci wynikajacych z zastosowania funkcji wrazliwo-
$ci w inzynierii rolnicze;j.
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Definicja funkcji wrazliwosci wzglednej

Wrazliwo$¢ wzgledna (znormalizowana) W,” funkcji y = f(x;) na zmienna (para-
metr) X; mozna zdefiniowa¢ zaleznoscia:
g Oy _x oy
Olnx; y Ox;
Jest to nowa funkcja zmiennych x;, bgdaca iloczynem czynnika wagowego danej

zmiennej i oraz pochodnej czastkowej funkcji pierwotnej S—y Dla jednej funkcji pier-
y

1
wotnej mozna utworzy¢ tyle funkcji wrazliwosci, ile zmiennych (i parametréw) wystgpuje
w funkcji pierwotnej. W uproszczeniu mozna przyjac, ze funkcja wrazliwosci wskazuje
o ile procent zmieni si¢ warto$¢ funkcji, jezeli okreslona zmienna zwigkszy sig o 1%.
Pochodna (czastkowa) moéwi o zmianie funkcji, ale nie odnosi tej zmiany do war-

tosci funkcji i warto$ci zmiennej. Jezeli przyktadowo porownamy pochodna najprostszej
funkcji kwadratowej y = x? z pochodna funkcji przesunigtej np. o 5 wzdhiz osi odcie-

tych; y:(x—S)z, oraz pochodna funkcji przesunigtej o 5 wzdhuz osi rzednych;
y—5=x%, w tych samych punktach tych funkcji, odpowiednio (1;1), (6;1) i (1;6)), to

pochodne tych funkcji beda oczywiscie takie same (;ﬂ: 2), pomimo ze funkcje te sa
X

r6zne. Natomiast wrazliwosci wzgledne tych funkcji w wymienionych punktach begda wy-
nosity odpowiednio 2, 12 i 1/3. Wartosci te mowia o iloSciowym wplywie zmiennej na
warto$ci tych funkcji. Wzrost zmiennej o 1% spowoduje wzrost poszczegolnych funkcji
odpowiednio o 2%, 12% i 0,(3)%. Dla funkcji wielu zmiennych, dzigki obliczeniu wrazli-
wosci, mozna zidentyfikowac t¢ zmienna, przy pomocy ktorej najskuteczniej mozna zmie-
nia¢ funkcje (sterowanie i regulacja).

Wrazliwosci wzgledne a pochodne czastkowe wybranych funkcji

Porownujac funkcje pochodne (czastkowe) i funkcje wrazliwos$ci réznych funkcji pierwot-
nych, mozna sprecyzowac roéznice w informacjach, jakie te funkcje przekazuja o funkcji
pierwotnej. Ekstrapolujac przyrosty elementarne zmiennych i funkcji uzywane w definicji
pochodnej, mozna przyjac, ze pochodna funkcji mowi o ile zmieni si¢ funkcja (w jednost-
kach funkcji), jezeli zmienna zmieni si¢ o jeden (w jednostkach zmiennej). Funkcja wraz-
liwosci wzglednej odnosi te zmiany do wartosci funkcji 1 warto$ci zmiennej (zmiany pro-
centowe). W wyniku tej roznicy migdzy funkcja pochodna a funkcja wrazliwosci
wzglednej, pojawiaja si¢ pewne rdéznice w ich obliczaniu:

1. Pochodna czastkowa iloczynu liczby i funkcji y=a- f(x,) jest iloczynem liczby

i pochodnej funkcji; y; =a- f'(x,), wrazliwos¢ natomiast jest taka sama jak wrazli-

wo$¢ samej funkcji: > =W, (f(x;)) .
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2. Pochodna czastkowa sumy funkcji y = f(x;)+g(x;) jest zwykla suma pochodnych:
vi=f'"(x,)+g'(x;). Wrazliwo$¢ w tym przypadku jest suma iloczynéw wrazliwosci
tych funkcji i wag, jakie te funkcje maja w calej sumie funkeji: 7 = /. w/ + g. WE.

Y Y

3. Pochodna czastkowa iloczynu funkcji y=f(x,) g(x,) Wynosi:
vi=f'(x;)-g(x)+ f(x,)-g'(x;). Wrazliwo$¢ iloczynu funkcji na dana zmienna x;
jest zwykla suma wrazliwosci tych funkcji na t¢ zmienna: W =W,/ +Wg . Powoduje
to, ze obliczenie wrazliwosci iloczynu wigkszej ilosci funkcji jest duzo prostsze niz ob-
liczenie pochodnej takiego iloczynu.

4. Pochodna czastkowa funkcji zlozonej y = f(u) gdzie u=g(x;), jest iloczynem
pochodnej funkcji zewngtrznej i pochodnej funkcji wewngtrznej: y! = f'(u)-g'(x,) .
Podobnie wrazliwos¢ funkcji ztozonej jest iloczynem wrazliwos$ci funkcji zewngtrznej
na funkcje wewnegtrzng 1 wrazliwosci funkcji wewngtrznej na zmienna:
wr=w]*w.

n
5. Pochodne czastkowe funkcji y =Y (a,x;) sa réwne y; = a,. Wrazliwo$¢ na zmien-
i=1

Xi

ng X, bedzie wynosita ;"

! n

Z(aixi)

i=l1

*q;, czyli tyle ile udzialu ma sktadnik @, x;

w wartosci funkcji y (wrazliwo$¢ bedzie rowna wadze skladnika a,Xx;). Latwo za-
uwazy¢, ze suma wrazliwosci na wszystkie zmienne bedzie w tym przypadku wynosita 1.
6. Pochodna funkcji jednej zmiennej y=x" wynosi y'=rx""'. Wrazliwo$¢ wzgledna

znormalizowana tej funkcji bedzie wynosi¢: W?» =r, czyli przybiera tu warto$¢ takiej
liczby rzeczywistej, jaka ma wyktadnik 7.

7. Pochodna czastkowa funkcji y =X, - X, - X5 -.....- X, Wynosi y’ =

Natomiast wrazliwo$¢ wzgledna na kazda ze zmiennych jest tu taka sama i wynosi
wr=1.
Jak wida¢, dla przedstawionych funkcji, obliczanie wrazliwosci wzglednej przebiega

podobnie jak obliczanie pochodnej. W niektérych przypadkach jest prostsze, w innych
bardziej skomplikowane niz obliczanie pochodnych.

Przykiady zastosowania funkcji wrazliwosci wzglednej w inzynierii rolniczej

Warunki pracy maszyn rolniczych moga by¢ przyczyna zmian wspotczynnikow tarcia
pomigdzy elementami zlaczy gwintowych wystepujacych w tych maszynach. Zmiany te
powoduja, ze przy dokrgcaniu zlacza tym samym momentem dokrecajacym, uzyskamy
roézne napigcia wstepne zlaczy O [Loboda i inni 1997]. Warto$¢ napigcia wstgpnego uzy-
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skanego po dokrgceniu ztacza okreslonym momentem dokrgcajacym zalezy, migdzy inny-
mi, od wspolczynnika tarcia na powierzchni gwintu x, i wspoélczynnika tarcia na po-

wierzchni czotowej nakretki f,,. W celu sprawdzenia jak zmienia si¢ napigeie wstgpne

zlacza gwintowego przy zmianie tych wspotczynnikow tarcia, zbudowano funkcje wrazli-
wosci wzglednej znormalizowane]j napigcia wstgpnego na zmiang wymienionych wspot-
czynnikéw tarcia [Dworecki, Loboda 2003]. Obliczen dokonano dla zlacza MI6,
powszechnie stosowanego w maszynach rolniczych.

0 _ 0 _
W2 =-0340 w2, =-0514

Wyniki obliczen potwierdzily znang zalezno$¢ méwiaca o tym, ze przy dokrgcaniu zta-
cza statym momentem, wigksza sitg napigcia wstepnego uzyskamy w ztaczu o mniejszych
wspolczynnikach tarcia na powierzchni czotowej nakretki i na powierzchni gwintu. Oka-
zalo sig, ze na napigcie wstegpne ztacza gwintowego uzyskane przy statym momencie do-
krecajacym, wigkszy wpltyw ma wspotczynnik tarcia na powierzchni czotowej nakretki niz
wspotczynnik tarcia na powierzchni gwintu. Roznica wptywu analizowanych wspoétczyn-
nikow nie jest duza, ale jest wyrazna. Przeprowadzone obliczenia wskazuja, ze szczegolnie
wazna jest niezmienno$¢ wspotczynnika tarcia na powierzchni czotowej nakretki. Zmniej-
szenie rozrzutu wspolczynnikéw tarcia mozna uzyskaé poprzez wymiang nakretek przed
kazdym dokrgcaniem i stosowanie odpowiedniego smaru.

Funkcje wrazliwosci wzglednej zastosowano rowniez do oceny wptywu roéznych para-
metréw ciagnika rolniczego na jego drgania wlasne [Dworecki i in. 2006]. Obliczono
wrazliwosci wzgledne czgstotliwosei drgan pionowych fyy, fi. (czgstotliwo$¢ drgan piono-
wych obliczono na podstawie dwoch modeli: w plaszczyznie bocznej i w plaszczyznie
czotowej), czestotliwosci kotysania przod-tyt f,, i czgstotliwosci wahania na boki f,., na
poszczegodlne parametry ciggnika. Parametrami tymi byly, wystgpujace w modelach mate-
matycznych czgstotliwosci drgan wielkosci, takie jak masa ciagnika m, jego momenty
bezwtadnosci J,,, J. w plaszczyznie bocznej i czotowej, odlegtos¢ srodka cigzkosci ciagnika
1 od osi przedniej, sztywnos$ci opon ko6t przednich k;, i tylnych k;.

Tabela 1. Wrazliwo$¢ czgstotliwosci drgan wlasnych ciagnika na jego parametry
Table 1. Sensitivity of tractor free vibration frequencies to its parameters

Wrazliwo$¢ czgstotliwosci drgan wiasnych
Parametr
fip fop fic fo
m -0,46 -0,04 -0,50 0
Ty -0,04 -0,46 0 0
Jc 0 0 0 -0,50
1 -0,44 0,44 0 0
k, 0,06 0,44 0,21 0,21
ki 0,44 0,02 0,29 0,29

Zrédio: Dworecki i in. 2006

Wiyniki tych obliczen (tab. 1) wykazaly, Zze na drgania pionowe zasadniczy wplyw ma
masa ciagnika i sztywno$¢ opon tylnych. Wzrost masy ciagnika powoduje spadek czgsto-
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tliwosci drgan pionowych. Sztywniejsze opony tylne zwigksza czgstotliwos$¢ drgan. Zna-
czacy wplyw na te drgania ma roéwniez polozenie $rodka cigzkos$ci ciagnika. Obliczenia
wykazaty maty wptyw sztywno$ci opon przednich i momentow bezwiadnosci na czgstotli-
wos¢ drgan pionowych.

Jesli chodzi o czgstotliwos¢ kotysania przod-tyt, to obliczenia wykazaly podobny
wplyw na nia sztywno$ci opon przednich i odleglosci srodka cigzko$ci od osi przedniej.
Wplyw momentu bezwladnosci w ptaszczyznie bocznej na tg czgstotliwos$é jest rownie
silny, ale jego wzrost powoduje obnizenie tej czgstotliwosci. Masa ciagnika nie ma wptywu
na czgstotliwos$¢ kotysania przod-tyt.

Czestotliwos¢ wahania na boki silnie zalezy od momentu bezwladnos$ci ciagnika
w plaszczyznie czotowej. Wzrost tego momentu bezwladnosci powoduje spadek czgstotli-
wosci drgan. Wplyw sztywnos$ci opony przedniej i sztywnos$ci opony tylnej na czgstotli-
wo$¢ wahania na boki jest podobny i o polowg mniejszy niz wptyw momentu bezwtadno-
Sci. Wzrost tych sztywnosci powoduje wzrost czgstotliwosci wahania na boki.

Funkcje wrazliwosci wzglednej wykorzystano rowniez do zbadania jak wptynie zawie-
szenie maszyny rolniczej z tytu ciggnika na wymienione wyzej czgstotliwosci drgan wia-
snych [Dworecki 2003]. Z punktu widzenia dynamiki ciagnika, maszyng rolnicza charakte-
ryzuja takie parametry jak masa m,, momenty bezwladnosci w plaszczyznie bocznej Jy,
i czotowej J,,. oraz odlegto$¢ jej $rodka cigzkosci od osi tylnej ciagnika b.

Wyniki obliczen wrazliwosci wzglednej czgstotliwosci (tab. 2) wykazaty, ze z wymie-
nionych parametréw maszyny, na drgania pionowe ciagnika oraz jego kotysanie przod-tyt
najsilniej wptywa potozenie srodka cigzko$ci maszyny w stosunku do ciagnika. Na czgsto-
tliwo$¢ wahania no boki wptywa moment bezwtadno$ci maszyny w ptaszczyznie czolowej.

Tabela 2. Wrazliwo$¢ czgstotliwosci drgan ciagnika na parametry zawieszonej maszyny
Table 2. Sensitivity of tractor vibration frequencies to the parameters of suspended machine

Wrazliwosci czgstotliwosci drgan wasnych
Parametr
Fi, b fic fe
m, -0,03 -0,02 -0,05 0
Tob -0,01 -0,01 0 0
Joc 0 0 0 -0,04
b -0,08 0,08 0 0

Zrédlo: na podstawie danych zawartych w pracy Dworeckiego [2003]

Mozliwosci wykorzystania funkcji wrazliwosci wzglednej

Funkcja wrazliwosci wzglednej umozliwia oceng sity wptywu poszczegdlnych zmien-
nych i parametréw na warto$¢ funkcji pierwotnej. Obliczenie wrazliwos$ci funkcji na rézne
parametry pozwala pordwnaé sile wptywu tych zmiennych i parametréw. Sita wplywu
jednej zmiennej na warto$¢ funkcji jest rézna w réznych miejscach tej funkcji. Dlatego
otrzymywane wyniki liczbowe obliczen wrazliwosci dotycza konkretnego punktu funkcji
pierwotnej. Badana funkcja moze by¢ mato wrazliwa na zmiang danej zmiennej w otocze-
niu interesujacego nas punktu. Stanowi¢ to moze problem w sterowaniu, jezeli chcemy
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zmienia¢ warto$¢ funkcji poprzez zmiang jednego sygnatu sterujacego, na ktory funkcja
jest mato wrazliwa. Zmieniajac inne zmienne (parametry, sygnaty) mozemy zwigkszy¢
wrazliwo$¢ funkcji na ten sygnat. Aby dowiedzie¢ sig, ktore zmienne zmienié, aby
Luwrazliwi¢” funkcje na dany sygnal nalezy powtdrnie obliczy¢é wrazliwo$é. Otrzymana
funkcja to wrazliwos¢ funkcji wrazliwosci:

olnw? .
VVi(Vij)_ J X

i any
- Olnx,

W) ox,

Obliczenie wrazliwo$ci W, funkcji wrazliwosci erv na wszystkie zmienne x;
i porobwnanie ich wskaze t¢ zmienna, ktorej warto$¢ nalezy zmieni¢ (podwyzszyé, obni-
zy¢), aby sterowanie zmienng X f byto bardziej efektywne. Obliczanie wrazliwosci funkcji

wrazliwo$ci moze mie¢ rowniez wiele innych zastosowan. Badajac funkcje wrazliwosci
funkcji wrazliwos$ci, ponownie mozna zastosowac funkcjg wrazliwosci. Takie postgpowa-
nie jest analogiczne do obliczania drugiej, trzeciej i kolejnej pochodne;.

Z jednej funkcji mozna wygenerowaé wiele ,,pozioméw” wrazliwosci [Dworecki 2003]:

Wy, Wy, WD), W 0,00 itd.

Dla n zmiennych na p -tym poziomie otrzymamy n? funkcji wrazliwosci.

y=fx)
// \
wy w5 W,
T — 7/  \
Lo | o)) o) | [wow)] [ mo)] [woor)]

Obliczanie wrazliwosci funkcji na réznych ,,poziomach” moze da¢ odpowiedz na wiele
interesujacych badacza pytan.

W inzynierii rolniczej tworzy si¢ r6zne modele matematyczne. Najczgsciej sa to modele
empiryczne, ktore w naukach empirycznych sa podstawowym opisem badanych zjawisk
i procesow. W modelach empirycznych (na przyktad: regresyjnych) sitg wptywu poszcze-
golnych zmiennych na warto$¢ funkcji, okreslaja wspotczynniki wystgpujace przy tych
zmiennych.

Coraz czgsciej jednak w inzynierii rolniczej buduje si¢ modele strukturalne (poznaw-
cze, wyjasniajace). W modelach strukturalnych, do okreslenia sity wptywu zmiennych,
mozna wykorzysta¢ funkcje wrazliwosci wzglednej. Jest to celowe szczegolnie wtedy, gdy
chcemy poréwnac sitg wptywu réznych zmiennych i parametréw na wartos¢ funkcji.

Korzysci, jakie mozna osiagna¢ dzigki zastosowaniu funkcji wrazliwosci wzglednej
moga by¢ bardzo duze, na przyktad przy badaniu sity wpltywu takich réznorodnych
czynnikow, jak warunki glebowe, nawadnianie, temperatura, promieniowanie itp. na wyso-
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kos$¢ plonow. Wysokos¢ plonow bylta przedmiotem zainteresowania cztowieka od czasow
rozpoczecia produkcji rolniczej. Doktadne okreslenie wptywu roznych czynnikéw na plony
bedzie mozliwe po zbudowaniu odpowiednich modeli matematycznych. Prace nad takimi
modelami rozpoczeto pod koniec ubiegtego wieku [Manes 1995; Wit 1982]. Doprowadzity
one do zbudowania wielu wersji systemu ,,Decision Support System for Agrotechnology
Transfer — DSSAT” pozwalajacego na przewidywanie zbiorow kilkunastu roslin. Przybliza
to mozliwo$§¢ optymalizacji wzrostu plonéw. Funkcja wrazliwosci wzglednej moze tu by¢
bardzo pomocna.
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THE RELATIVE SENSITIVITY FUNCTION AND
ITS APPLICATION IN AGRICULTURAL ENGINEERING

Summary. The relative sensitivity function determines the power of impact of individual variables
on the primitive value. Relative sensitivity may be computed after having calculated partial deriva-
tive. The paper presents sensitivity values for certain functions. The sensitivity function was used to
determine the power of impact of friction coefficients on initial tension of screwed joint at constant
tightening torque. This function was also used to determine the impact of tractor parameters (includ-
ing: weight, moments of inertia, gravity centre position, tyre rigidity) on the frequencies of tractor
free vibrations. Moreover, the paper discusses using the sensitivity function to determine the impact
of machine suspended in the back of the tractor on these vibrations.

Key words: relative sensitivity, initial tension, tractor vibrations
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