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Streszczenie

W artykule przedstawiono zastosowanie Metody Elementéw Brzegowych
(MEB) w numerycznej analizie wytrzymato$ci zgbow. Przeanalizowano wplyw
cech konstrukcyjnych kota zebatego oraz cech konstrukcyjnych narzedzia na
warto$ci naprezen w stopie zeba kota wewngtrznie oraz zewnetrznie uzgbione-
go. Przeprowadzono réwniez analize¢ wplywu zuzycia powierzchni roboczych
zgbow oraz parametréw protuberancji narzedzia na warto$ci napr¢zen w ich
stopach. Ponadto zastosowano MEB do wyznaczania zmian wartos$ci sztywnos$ci
zazebienia kot zgbatych oraz naprezen w dnach wrebéw miedzyzebnych wiefica
zgbatego kota podatnego przektadni falowe;j.

Wprowadzenie

Dazenie do zmniejszenia wymiarow napedéw zebatych, a takze wzrost ob-
cigzen roboczych przenoszonych przez przekladnie wptywaja na zwigkszenie sit
migdzyzebnych. Potrzeba spelnienia wysokich wymagan stawianych przektad-
niom zegbatym w czasie ich eksploatacji powoduje, ze prowadzi si¢ ciagle bada-
nia w celu zwigkszenia wytrzymatosci zebdw ich két zebatych.
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Jedna z najprostszych metod obliczeniowych pozwalajacych na okreslenie
naprezen w podstawie zgba kota zebatego jest metoda tamanych przekrojow.
Metoda ta za pomoca elementarnych sposobéw znanych z wytrzymalo$ci mate-
riatéw daje jakoSciowo dobry obraz stanu naprezenia w podstawie zgba,
uwzgledniajac naprezenia wywotane momentem gnacym, sita $cinajaca oraz silta
sciskajaca. Jednakze wyniki obliczen ta metoda nie sa wystarczajaco doktadne
z uwagi na zbyt uproszczony model obliczeniowy zgba. Inna z metod stuzaca do
okreslania naprgzen w podstawie zeba jest metoda odwzorowan wiernokatnych
(MOW). Gtéwna zaleta MOW jest to, ze otrzymuje si¢ zadowalajace wartosci
naprezen w podstawie zgba przy zalozeniu kilku punktéw na zarysie stopy zgba.
Zaleta ta okupiona jest jednak koniecznos$cia rozwiazywania ukladu nielinio-
wych réwnan algebraicznych, co stwarza problemy natury numerycznej. Do
gléwnych wad MOW nalezy jednak przede wszystkim brak uniwersalnosci.
Zastosowanie MOW do obliczen naprezen w kotach wewngtrznie uzgbionych
napotyka na znaczne trudno$ci. Obecnie w praktyce konstrukcyjnej najczegsciej
do wyznaczania naprezen w podstawach zgbow kot napedéw zgbatych stosuje
si¢ metody zalecane przez normy [1], ktére przede wszystkim uwzgledniaja
naprezenia gnace w podstawie zgba. Dla uscislenia obliczen wytrzymatoscio-
wych oraz optymalizacji cech konstrukcyjnych przektadni celowe jest stosowa-
nie doktadnych metod wyznaczania naprgzen. Metodami zapewniajacymi naj-
wigksza doktadnos$¢ uzyskanych wynikow naprezen w podstawie zeba sa dzisiaj
numeryczne metody analizy stanu naprezenia. Naleza do nich Metoda Elemen-
tow Brzegowych (MEB) oraz Metoda Elementéw Skonczonych (MES). Wyko-
rzystanie tych metod do wyznaczania wartosci naprezen w kotach napedow
zgbatych pozwala obecnie wykonywac¢ analizy wytrzymatosciowe zgbéw o do-
wolnej geometrii k6t wewnetrznie i zewngtrznie uzgbionych oraz pozwala na
optymalny dobdr cech konstrukcyjnych két zgbatych i zarysu odniesienia.

W niniejszym opracowaniu przedstawiono zastosowanie MEB w oblicze-
niach wytrzymato§ciowych zgbow ko6t napedéw zgbatych. W tym celu opraco-
wano programy komputerowe stuzace do analizy stanu naprezenia i przemiesz-
czen zgbow kot zebatych [2—7]. Obliczenia wykonywane sa przy wykorzystaniu
trzech programéw komputerowych. Pierwszy program pozwala wyznaczy¢ do-
ktadne zarysy zgb6éw kot zewnetrznie lub wewngtrznie uzgbionych w zaleznos$ci
od przyjetych cech geometrycznych két zebatych i parametréw zarysu odniesie-
nia. Kolejny program na podstawie wczytanych danych geometrycznych umoz-
liwia zadanie warunkéw brzegowych (obciazen i podp6r w dowolnie przyjetych
weztach) oraz dowolne zobrazowanie przyjetego modelu numerycznego. Po
wczytaniu tak przygotowanych danych wejsciowych przy pomocy programu do
analizy ptaskiego stanu naprgzenia i przemieszczenia wykonywane sa obliczenia
numeryczne z wykorzystaniem MEB.
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1. Wyznaczanie naprezen w stopie z¢ba z wykorzystaniem MEB

Podstawowym powodem wyboru MEB do analizy stanu naprgzenia w pod-
stawie zgba byto to, ze w metodzie tej napr¢zenia wyznaczane sa bezposrednio
na brzegu elementu (na zarysie zgba). Z badan doswiadczalnych wynika, ze
w przypadku zgbéw maksymalne naprgzenia wystgpuja wiasnie bezposrednio na
ich zarysie. Metoda ta ponadto wymaga zwykle dyskretyzacji brzegu ciata, a nie
jego wnetrza, jak to jest w innych metodach numerycznych, np. w MES (rys. 1).
Ta redukcja wymiaru zadania o jeden rzad ulatwia przygotowywanie danych
wejsSciowych 1 prowadzi do uktadu réwnan algebraicznych znacznie mniejszego
rzedu niz w MES.

a)

Rys. 1. Przyktadowy podziat zgb6w na elementy w metodzie: a) MES, b) MEB

Zastosowanie MEB do efektywnych i doktadnych obliczen wytrzymato-
sciowych zebdéw wymaga wczesniejszego przyjecia modelu numerycznego zgba.
Wykonane obliczenia k6t wewngtrznie 1 zewnetrznie uzebionych dotyczyty
zgbow obciazonych jednostkowa sita skupiona w gérnej czgsci zarysu oraz pod-
partych w sposéb przedstawiony na rysunku 2a. W obliczeniach rozpatrywano
wyodrebniony z kota zgbatego pojedynczy zab pomijajac wpltyw sasiednich
zgbow. Zatozenie to upraszcza obliczenia numeryczne, nie wprowadzajac do
wynikéw obliczen znacznych biedow.

Rozwazono takze naprezenia w wiencu ze¢batym kota podatnego przektadni
falowej, ktérego opracowany model numeryczny przedstawiono na rysunku 2b.
W modelu tym obciazenie kota pochodzace od generatora przektadni falowej
zostato zadane w postaci uprzednio wyznaczonych przemieszczen powierzchni
wewnetrznej kota podatnego. Natomiast obciazenie wywolane przenoszonym
przez przektadni¢ momentem obrotowym zostalo zadane w postaci sit migedzy-
zgbnych. W obliczeniach rozpatrywano wyodrebnione z wienca zebatego trzy
zgby pomijajac wptyw pozostalych. Ze wzgledu na trudnosci numeryczne przy-
jeto uproszczony model wienca zgbatego w zakresie analizy stanu naprezenia
przy asymetrii stref obciazenia: migdzyzebnej i opierania na generatorze.

Na rysunku 2c przedstawiono natomiast sposéb podparcia i obciazenia zgba
przyjety do wyznaczania zmian sztywnos$ci zazgbienia na odcinku przyporu.
Opracowany model numeryczny uwzglednia rzeczywisty ksztatt zgba oraz od-
ksztatcenie wienca kota zgbatego. W przeprowadzonych obliczeniach przy wy-
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znaczeniu sztywnoS$ci zazgbienia nie uwzgledniono sptaszczenia powierzchni
obu zgbéw w kolejnych punktach styku spowodowanego kontaktem tych po-
wierzchni.

W programie komputerowym do obliczen wspoétrzednych punktéw zarysu
zgbow wykorzystano zalezno$ci podane przez L. Miillera [8, 9]. Wszystkie wy-
miary zgbow zostaly odniesione do modutu réwnego jeden, co pozwolito uzy-
ska¢ parametry geometryczne zarysu ze¢ba oraz wyniki obliczen w wielko$ciach
bezwymiarowych.

a) e b)

Rys. 2. Opracowane modele numeryczne MEB stosowane w obliczeniach: a) wytrzymatosci zg-
béw kot zebatych, b) wienca zgbatego kota podatnego przektadni falowej, ¢) zmian sztyw-
nosci zazebienia kot

2. Zastosowanie MEB w analizie stanu naprezenia w podstawie z¢ba

O ksztalcie zeba, a zwtaszcza jego stopy, decyduja nie tylko parametry na-
cinanego kota (liczba zgbéw, wspoétczynnik przesunigcia zarysu), ale takze pa-
rametry zarysu odniesienia. W pracach [2-5] przeanalizowano wplyw cech geo-
metrycznych kola i narzedzia na warto$ci naprezen w stopie zgba. Wyniki obli-
czen przedstawiono w postaci krzywych ukazujacych zalezno$¢ naprezen
w stopie zgba w funkcji liczby zgbéw kota przy statych wartosciach wspétczyn-
nika przesunigcia zarysu kota (rys. 3). Naprgzenia podano w jednostkach bez-
wymiarowych [8, 9]:
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gdzie: G4,

maksymalna warto$¢ naprezenia na brzegu zeba,
szeroko$¢ kota zebatego,

modut zeba,

warto$¢ sity miedzyzebne;j.

Z zaleznosci (1) wynika, ze przy zatozeniu F, /b-m=1 wartos¢ naprezen

w stopie zgba 0, rOwna jest wyznaczonym warto$cia wspodtczynnika Y, [8, 9].
Otrzymane przykladowe wyniki obliczen numerycznych dla przyjetych za-
lozen przedstawiono na rys. 3-5.
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Rys. 3. Napregzenia w stopie zgba kota: a) wewnegtrznie uzgbionego, b) zewngtrznie uzgbionego
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Rys. 5. a) zab z karbem szlifierskim i z protuberancja, b) naprezenia w stopie zgba

Waznym problemem zwiazanym z eksploatacja kot zgbatych jest wplyw za-
chodzacego zuzycia powierzchni roboczych na wystepujace naprgzenia w stopie
zgba. W opracowaniu [4] rozwazono przypadek naturalnego procesu zuzywania
si¢ zebow w wyniku ich wspélpracy, a w szczegdlnosci wplywu tego zuzycia na
warto$ci naprezen wystepujacych w stopie zgba. Obliczenia naprezen wykonano
dla zgba niezuzytego oraz dla kilku warto$ci glebokosci zuzycia g/m oraz war-
to$ci promienia zuzycia p/m = 0,5 przyjetych na podstawie badan doswiad-
czalnych (rys. 4a). Przyktadowe wyniki obliczen przedstawiono na rysunku 4b.
Na podstawie do$wiadczen eksploatacyjnych mozna stwierdzi¢, ze zuzycie po-
wierzchni roboczej zebéw prowadzi do wystapienia karbu w skrajnym punkcie
przyporu potozonym na stopie zgba. Analizujac wyniki przedstawione na rys. 4b
mozna zauwazy¢, ze zwigkszenie wartosci gtebokosci zuzycia powoduje spadek
warto$ci naprgzen w stopie zgba, przy jednoczesnym wzroscie naprezen w kar-
bie spowodowanym zuzyciem. Podstawowa przyczyna tego jest odciazenie sto-
py zgba przez powstajacy w wyniku zuzycia karb [4].

W opracowaniu [5] przeprowadzono analiz¢ wplywu parametréw protube-
rancji narzedzia na warto$ci maksymalnych naprezen w podstawie zgba kota
zewngtrznie uzebionego. W przypadku kot szlifowanych oprécz karbu zmecze-
niowego w stopie z¢ba moze powsta¢ dodatkowy ostry karb od krawedzi tarczy
szlifierskiej, ktory moze znacznie zmniejszy¢ wytrzymato§¢ zmeczeniowa zgba.
Aby unikna¢ tego szkodliwego zjawiska stosuje si¢ zarysy odniesienia z protu-
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berancja, ktéra polega na wykonywaniu w trakcie nacinania zgbdw specjalnego
fagodnego wglebienia u podstawy zgba (rys. 5a). Wglebienie to stanowi wybieg
dla tarczy szlifierskiej, stosowanej w procesie obrébki wykanczajacej przez
szlifowanie. Przyktadowe otrzymane wyniki obliczen numerycznych pokazano
na rys. 5b. Wplyw parametréw protuberancji na zmiany napre¢zen w podstawie
zgba jest nieznaczny, dlatego celowe jest w kazdym przypadku przeprowadzenie
obliczen sprawdzajacych.

Waznym etapem obliczen wytrzymato$ciowych przektadni falowych jest
ocena warto$ci napr¢zen w dnach wrgboéw migdzyzgbnych wienca kota podat-
nego [6]. Czegstym zjawiskiem poprzedzajacym zniszczenie tego elementu prze-
ktadni jest jego pekanie w miejscach lokalnego wzrostu naprezen w wiencu
zgbatym. Przyktadowe wyniki obliczen oraz fragment dna wrebu mig¢dzyzgbne-
go z zaznaczong numeracja siatki MEB pokazano na rys. 6. Dotycza one wpty-
wu na napregzenia wzglednej deformacji promieniowej w,/m. Wzrost wzglednej
deformacji promieniowej powoduje zwigkszenie warto$ci naprezen. Miejscem
narazonym na znaczny wzrost wartosci napr¢zen sa dna wrgbow migdzyzeb-
nych, co odpowiada wynikom badan do$wiadczalnych.
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Rys. 6. Rozktady naprezen w dnie wrgbu migdzyzgbnego wienca kota podatnego

Podsumowanie

W pracy przedstawiono obliczenia wytrzymatosciowe kot napedéw zgba-
tych z wykorzystaniem MEB. Otrzymane wyniki dotyczace naprezen w stopach
zgbOéw stawiaja t¢ metode¢ na réwni z innymi, wykorzystywanymi obecnie meto-
dami analizy stanu napr¢zenia. Zastosowanie MEB w obliczeniach wytrzymato-
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sciowych zebéw kot umozliwia nie tylko ich numeryczna analiz¢ wytrzymato-
Sci, ale takze analiz¢ wrazliwo$ci oraz optymalizacje¢ ksztaltu zarysu podstawy
zeba.

Przedstawione w pracy wykresy zbiorcze wynikow obliczen moga stano-
wi¢ wytyczne do konstruowania két napeddw zebatych.
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The calculation of the values of stresses of the tooth base of a driving gear

Key words

Toothed wheel, state of stress, boundary elements method.

Summary

Application of the Boundary Elements Method (BEM) in the numerical
analysis of the strength of the wheels' gears has been presented in the paper.
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There has been presented the influence of the construction features of gear
wheel and construction features of the tool (gear-shaper cutter) on the values of
stresses in the base of an internal and external gear tooth. Analysis of the influ-
ence of wear of active faces of teeth and the influence of the construction fea-
tures of protuberation on the values of stresses in their bases has also been
made. Application of the BEM in the numerical analysis of the stiffness of
meshing of toothed wheels and of the harmonic gear drive flexspline has also
been presented in the paper.
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