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Streszczenie

W pracy przedstawiono wyniki modelowania matematycznego drga  poprzecznych 

konstrukcji masztowych, które w ogólnym przypadku charakteryzuj  si  zmienn  sztywno ci ,

nierównomiernie roz o on  mas  i zawieraj  w czenia dyskretne w postaci ci arów

o skupionych masach i podpór spr ystych. Do sk adania równa  ruchu stosuje si  metod

przemieszcze  uogólnionych. 

S owa kluczowe: konstrukcja masztowa, dynamika, metoda przemieszcze  uogólnionych, diagnostyka. 

THE USE OF METHOD OF DISLOCATIONS GENERALIZED  

TO ANALYSIS OF TRANSVERSE TREMBLINGS OF POLE CONSTRUCTIONS  

 Summary 

The results of mathematical modelling of transverse tremblings of pole constructions in work 

were introduced. In general case constructions be characterize variable stiffness, variable splitting 

mass and discreet inclusions contain - weights about collected masses and springy supports. The 

equation of movement the received with the help of methods of dislocations generalized. 

Keywords: the pole construction, dynamics, method of dislocations generalized, the diagnostics. 

1.  WST P

Konstrukcje no ne o du ej d ugo ci s  szeroko 

stosowane w maszynach roboczych, d wigowych, 

transportowych oraz w wiertnicach, robotach-

manipulatorach, maszynach technologicznych. Od 

stanu technicznego konstrukcji no nych w znacznym 

stopniu zale e skuteczno  i bezpiecze stwo

eksploatacji maszyn i urz dze  [1, 10]. Podczas 

rozwi zywania zagadnie  diagnostyki technicznej 

konstrukcji no nych na stadium projektowania 

i eksploatacji zachodzi potrzeba modelowania 

matematycznego procesów dynamicznych w celu 

podwy szenia dok adno ci oblicze  wytrzyma o -

ciowych i trwa o ciowych oraz usuni cia zjawisk 

rezonansowych [4, 8, 9]. W analizie dynamicznej 

konstrukcji no nych o du ej d ugo ci s  szeroko 

u ywane modele obliczeniowe w postaci pr tów lub 

uk adów pr towych. 

Podczas bada  swobodnych i wymuszonych 

drga  harmonicznych wykonuje si  bezpo rednie 

ca kowanie równa  w cz ciowych pochodnych, 

którymi opisuje si  ruch odcinków konstrukcji, 

w po czeniu z metod  parametrów pocz tkowych 

[2, 6, 7]. Trudno ci analizy procesów przej ciowych 

s  zwi zane z nieobecno ci  skutecznych metod 

analitycznych rozwi zywania niestacjonarnych 

(liniowych oraz nieliniowych) zagadnie  dynamiki 

kontynualno-dyskretnych uk adów mechanicznych. 

W zwi zku z tym racjonalnym podej ciem do 

oblicze  procesów niestacjonarnych mo na uwa a

dyskretyzacj  uk adu mechanicznego za pomoc

metody uogólnionych przemieszcze  [12], która 

mo e by  stosowana do ca o ciowego opisywania 

ruchu konstrukcji no nej [5, 12], jak równie  do 

opisywania ruchu poszczególnych elementów 

sko czonych [3, 11]. 

Celem danej pracy jest opracowanie modelu 

matematycznego drga  poprzecznych konstrukcji 

masztowych, które w ogólnym przypadku 

charakteryzuj  si  zmienn  sztywno ci ,

nierównomiernie roz o on  mas  i zawieraj

w czenia dyskretne w postaci ci arów

o skupionych masach i podpór spr ystych. Do 

sk adania równa  ruchu stosuje si  metod

przemieszcze  uogólnionych. Ograniczenie liczby 

stopni swobody kontynualno-dyskretnego uk adu

mechanicznego osi ga si  poprzez zadawanie 

postaci drga  elementów o parametrach 

roz o onych. Wspó czynniki funkcji amplitudowych 

odgrywaj  role uogólnionych wspó rz dnych. 

Ca kowanie otrzymywanych uk adów równa

ró niczkowych wykonuje si  za pomoc  metod 

numerycznych. 
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2.  MODEL MATEMATYCZNY PROCESÓW 

DYNAMICZNYCH 

Zbudowano model matematyczny drga  wymu-

szonych masztu, którego schemat przedstawiono na 

rys.1 , gdzie L – wysoko  konstrukcji; m1, m2, …, 

mm – skupione masy zamocowanych na maszcie 

elementów (wskazane elementy rozpatrujemy jako 

cia a ca kowicie sztywne); c1, c2, …, cm – 

wspó czynniki sztywno ci mocuj cych lin 

w kierunku poziomym; M – obci enie podane 

w postaci momentu, który mo e by  dowoln

funkcj  czasu, x1, x2, …, xm-1, L – wspó rz dne

rodków ci ko ci odpowiednich elementów; x, y – 

kartezja ski uk ad wspó rz dnych, w którym s

rozpatrywane drgania poprzeczne maszyn. Poniewa

masztowe konstrukcje projektuje si  przy wielkim 

zapasie statyczno ci i maj  wielk  sztywno

w kierunku osiowym, to wp yw osiowych obci e

na drgania poprzeczne pomija si .

a

b

Rys. 1. Schemat obliczeniowy konstrukcji 

masztowej ( ) oraz wykresy pi ciu ni szych

postaci drga  poprzecznych (b)

Dla ograniczenia liczby stopni swobody 

kontynualno-dyskretnego uk adu mechanicznego 

masztu skorzystano z metody przemieszcze

uogólnionych [12]. 

Funkcj , która opisuje ugi cie masztu, przedsta-

wiono w postaci: 

n

j
jj xtYtxy

1

)()(),( ,      (1) 

gdzie j(x) – postacie drga , które nale y dobiera

w taki sposób, aby zosta y spe nione warunki 

brzegowe na ko cach masztu; Yj(t) – wspó czynniki 

amplitudowe. 

Postacie drga  poprzecznych masztu (funkcje 

bazowe) okre lono wzorem: 
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2
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Wykresy pierwszych pi ciu funkcji (2) przedsta-

wiono na rys. 1 b.

Liczba stopni swobody modelu obliczeniowego 

stanowi n. Uwa aj c na uogólnione wspó rz dne  Yj

(j=1, 2, …, n), zastosowano równanie de Lagrange’a 

drugiego rodzaju do opisywania ruchu uk adu

mechanicznego: 
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(j=1, 2, …, n),

gdzie T  – kinetyczna i potencjalna energia; qj – 

uogólniona wspó rz dna;  – funkcja Rayleigh’ta; 

Qj – niekonserwatywna uogólniona si a.

Energie kinetyczn  zapisujemy jako 
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gdzie (x) – masa jednostki d ugo ci masztu; Jr (r=1,

2, …, m) – momenty bezw adno ci elementów 

o masach  mr; t – czas. 

Energi  potencjaln  okre la si  wzorem   
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gdzie I(x) – osiowy moment bezw adno ci przekroju 

poprzecznego konstrukcji masztowej. 

Funkcja Reyleigh’ta, za pomoc  której 

uwzgl dniamy rozproszenie energii drga ,

przedstawiono jako: 
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gdzie  – wspó czynnik dyssypacji, uwzgl dnianej

zgodnie z hipotez  Foyght’a; r (r=1, 2, …, m) – 

wspó czynniki dysypacji dyskretnych podpór 

spr ystych . 

Z uwzgl dnieniem (1) doprowadzono zale no ci

(4)–(6) do postaci: 
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Wyra enia do okre lenia  mij, cij ij (i, j=1, 2, ..., 

n), zgodnie z przyj t  terminologi  [12], nazywaj

si  odpowiednio: bezw adno ciowymi, energetycz-

nymi i dysypatywnymi iloczynami funkcji 

bazowych.

Wykonuj c ró niczkowanie wzorów nergii 

kinetycznej (7)  potencjalnej (8) a tak e funkcje 

Rayleigh’ta (9)  podstawiaj c otrzymywane wyniki 

do równo ci (3), równania ruchu uk adu

mechanicznego zapisano nast puj co:
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Dla okre lenia uogólnionych si  uk adu zapisano 

obrotowe przemieszczenia wielokr ka jako: 
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Wirtualn  prac  obci enia okre lono wzorem 

MA ,                     (12) 

gdzie  – wirtualne przemieszczenie, które 

okre lono zgodnie  ze wzorem (11), 
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przy czym  Yi (i=1, 2, …, n) – wariacje 

uogólnionych wspó rz dnych. 

Z uwzgl dnieniem (12), (13) zapisano wirtualn

prac  w postaci 
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Jak wynika z zale no ci (14), uogólnione si y

okre laj  si  zale no ciami 

)()()( LtMtQ ii .                 (15) 

Tak wi c niestacjonarne drgania poprzeczne 

masztu opisuj  si  uk adem zwyk ych równa

ró niczkowych (10). Ca kowania tych równa

wykonuje si  z uwzgl dnieniem wspó zale no ci

(15) przy okre lonych warunkach pocz tkowych. 

Je eli przed uruchomieniem uk ad znajdowa  si

w stanie spoczynku to pocz tkowe warto ci

amplitudowych wspó czynników s  równe zeru. 

3. WYNIKI OBLICZE  DRGA

SWOBODNYCH I WYMUSZONYCH 

Praktyczne zastosowanie przedstawionego 

modelu matematycznego wymaga obliczania 

bezw adno ciowych, energetycznych oraz dysypa-

tywnych iloczynów zawartych we wspó czynnikach

równa  ruchu (10). Wyra enia tych iloczynów maj

posta  oznaczonych ca ek. Dla uproszczenia 

i u atwienia analizy drga  konstrukcji masztowych 

wymienione ca ki zosta y wyznaczone analitycznie. 

Wzory do oblicze  bezw adno ciowych i energe-

tycznych iloczynów przedstawiono w tab. 1. 

Tabela 1. Analityczne wzory bezw adno ciowych 

i energetycznych iloczynów funkcji bazowych 

Ozna-

czenia

Wzór 

analityczny

Ozna-

czenia

Wzór 

analityczny

m11 L
2

83
c11

3

4

32L
EI

m22 L
2

3
c22

3

4

2L
EI

m33 L
6

89
c33

3

4

32

81

L
EI

m12=m21 L
3

43
c12=c21

3

3

6L
EI

m13=m31 L
3

43
c13=c31 0

m23=m32 L
15

2815
c23=c32

3

3

30

81

L
EI
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Spr ysto-bezw adno ciowe charakterystyki dys-

kretnego modelu obliczeniowego masztu wiertni-

czego MRUGU-18/20 przedstawiono w tab. 2. 

Badanie swobodnych oraz nierezonansowych 

wymuszonych drga  przeprowadzono bez 

uwzgl dnienia rozproszenia energii w uk adzie

mechanicznym, w zwi zku z czym parametry 

dysypacji w tab. 2 nie podano.  

abela 2. Parametry dyskretnego  

modelu masztu wiertniczego 

Parametr Jednostka Warto

x1

x2

x3

L

I(x)

(x)

m1

m2

m3

m4

E

J1

J2

J3

J4

c1

c2

c3

c4

m

m

m

m

m4

g/m 

g

g

g

g

P

g·m2

g·m2

g·m2

g·m2

N/m 

N/m 

N/m 

N/m 

5,900

10,08

13,84

15,10

1,447·10-3

57,21

47,10

69,30

19,60

42,90

2,100·105

3,800

5,200

2,000

3,650

2,993·106

0

3,270·105

0

W tab. 3 przedstawiono warto ci w asnych

cz stotliwo ci masztu wiertniczego, otrzymane 

z zastosowaniem dyskretnego modelu 

obliczeniowego z uwzgl dnieniem jednej, dwóch 

lub trzech ni szych postaci swobodnych drga

poprzecznych. W zale no ci od liczby 

uwzgl dnionych zgodnie z zale no ci  (2) postaci 

procesu drgaj cego, liczba stopni swobody uk adu

mechanicznego równa si  jeden, dwa lub trzy. 

Porównuj c wyniki, przedstawione w tab. 3, 

z wynikami dok adnych oblicze , wykonanych 

zgodnie z metod  [13], mo na zauwa y , e warto

pierwszej cz stotliwo ci w asnej, obliczona 

z uwzgl dnieniem jednego stopnia swobody, 

odró nia si  od odpowiedniej warto ci, otrzymanej 

z zastosowaniem kontynualno-dyskretnego modelu 

bez uwzgl dnienia odkszta ce cinania, o 0,96 %. 

Dla dyskretnego modelu o dwóch stopniach 

swobody dana odchy ka stanowi 0,49 %, a dla 

modelu o trzech stopniach swobody – 0,47 %. 

wiadczy to o tym, e zale no  (2) z wysok

dok adno ci  odzwierciedla podstawow  posta

gi tych drga  masztu. Odchy ki warto ci pierwszej 

w asnej cz stotliwo ci, otrzymanych 

z zastosowaniem dyskretnych modeli 

obliczeniowych o jednym, dwóch i trzech stopniach 

swobody od dok adnie obliczonej w asnej

cz stotliwo ci masztu z uwzgl dnieniem podatno ci

zginania oraz cinania [13] stanowi  odpowiednio 

3,11%; 2,63% i 2,61%. 

Zestawiaj c dane tab. 3 z wynikami, 

otrzymanymi na zasadzie wykorzystania najbardziej 

dok adnego modelu matematycznego pod u no-

poprzecznych drga  konstrukcji [13], mo na

zauwa y , e najwi ksze odchy ki okre lenia ni szej

cz stotliwo ci w asnej masztu, niepoddanego 

obci eniu osiowemu, dla modeli o jednym, dwóch 

i trzech stopniach swobody s  równe odpowiednio 

7,86%; 7,36% i 7,33%. wiadczy to o mo liwo ci

zastosowania modeli obliczeniowych o ograniczonej 

liczbie stopni swobody do analizy 

nierezonansowych drga  konstrukcji masztowych. 

Wyniki oblicze , przedstawione w tab. 3, s

potwierdzeniem wystarczalnej dok adno ci

dyskretnych modeli analitycznych i charakteryzuj

wp yw sztywno ci elementów masztu oraz lin 

naci gowych na charakterystyki widma 

cz stotliwo ciowego. Sztywno  masztu na zginanie 

w wi kszym stopniu wp ywa na drug  w asn

cz stotliwo , ni  na pierwsz ,  natomiast sztywno

lin naci gowych bardziej wp ywa na pierwsz

cz stotliwo , ni  na drug .

abela 3. Przybli one warto ci cz stotliwo ci

swobodnych drga  poprzecznych

zamocowanego w postawie masztu wiertniczego 

Warto ci

cz stotliwo ci,

Hz

I(x),

m4
c1; c2; c3; c4,

N/m 
n

1 2 3 

1 7,561 – – 

2 7,526 43,12 – 
1,447·10-3

1=29,93·105;

3=3,270·105;

2= 4=0 3 7,524 33,01 162,0

1 5,849 – – 

2 5,831 43,13 – 
1,447·10-3 1=29,93·105;

2= 3= 4=0 3 5,830 32,90 162,0

1 5,439 – – 

2 5,387 42,76 – 
1,447·10-3 1=19,96·105;

2= 3= 4=0 3 5,378 32,15 161,8

1 6,604 – – 

2 6,600 29,84 – 
6,608·10-4

1=29,93·105;

3=3,270·105;

2= 4=0 3 6,595 23,55 109,7

1 9,356 – – 

2 9,236 43,63 – 
1,447·10-3

1=29,93·105;

2=0; 3= 4=

=3,270·105
3 9,216 33,41 162,1

1 9,756 – – 

2 9,671 43,75 – 
1,447·10-3

1=29,93·105;

2= 3= 4=

=3,270·105
3 9,660 33,53 162,1

Na rys. 3 i 4 przedstawiono wykresy wspó -

czynnika podatno ci dynamicznej kMW od 

cz stotliwo ci drga f= /2 . Fizyczne traktowanie 

danego wspó czynnika polega na tym, e on jest 

stosunkiem amplitudy przemieszczenia górnego 

ko ca masztu w poziomym kierunku do amplitudy 

momentu, dzia aj cego na wielokr ek masztu. Jak 

wida  z graficznych zale no ci, warto ci wspó -
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czynnika podatno ci dynamicznej, otrzymane 

z uwzgl dnieniem dwóch oraz trzech postaci drga

konstrukcji o du ej wysoko ci, dla dorezonanso-

wego zakresu cz stotliwo ci i znacznej cz ci

mi dzyrezonansowego zakresu, ograniczonego 

pierwsz  i drug  cz stotliwo ci  w asn , prawie 

pokrywaj  si .

Rys. 3. Zale no ci wspó czynnika podatno ci

dynamicznej kMW od cz stotliwo ci drga f:

I=6,608·10-4 m4; c1=29,93·105 N/m; 

c3=3,270·105 N/m; 2= 4=0

Rys. 4. Zale no ci wspó czynnika podatno ci

dynamicznej kMW od cz stotliwo ci drga f:

I=1,447·10-3 m4; c1=29,93·105 N/m; c2=0;

3= 4=3,270·105 N/m 

Zastosowanie opracowanej metodyki zestawienia 

dyskretnych modeli dynamicznych uk adów

mechanicznych daje mo liwo  znacznego 

uproszczenia analizy drga  swobodnych  

i wymuszonych konstrukcji no nych o du ej

wysoko ci. Opracowana metodyka zape nie 

wystarczy dla praktyki in ynierskiej zapewniaj c

wystarczaj c  dok adno  analizy procesów 

drganiowych i mo e by  wykorzystana podczas 

projektowania wiertnic, podno ników budowlanych, 

linii przesy ania energii elektrycznej oraz innych 

maszyn i urz dze .

4. PODSUMOWANIE 

Przy zastosowaniu metody uogólnionych 

przemieszcze  opracowano metodyk  modelowania 

matematycznego swobodnych i wymuszonych drga

konstrukcji masztowych. Okre lenie za pomoc

zaproponowanej metodyki cz stotliwo ci drga

w asnych masztu wiertniczego i porównanie 

otrzymanych wyników z wynikami oblicze  drga

swobodnych danej konstrukcji z wykorzystaniem 

kontynualno-dyskretnego modelu pokazuje 

wystarczaj c  dok adno  budowanych dyskretnych 

modeli matematycznych. Najwi ksze odchy ki 

warto ci pierwszej cz stotliwo ci w asnej,

otrzymanych z wykorzystaniem dyskretnych modeli 

o jednym, dwóch oraz trzech stopniach swobody od 

warto ci obliczonych z uwzgl dnieniem 

roz o onego charakteru parametrów bezw adno ci

i spr ysto ci konstrukcji oraz odkszta ce  zginania 

i cinania, stanowi  odpowiednio: 3,11%; 2,63% 

i 2,61%. Zauwa ono, e sztywno  masztu na 

zginanie w wi kszym stopniu wp ywa na drug

w asn  cz stotliwo , ni  na pierwsz , natomiast 

sztywno  lin naci gowych bardziej wp ywa na 

pierwsz  cz stotliwo , ni  na drug .

Dla przypadków obci enia harmonicznego 

otrzymano charakterystyki amplitudowo-

cz stotliwo ciowe drga  wymuszonych masztu. 

Pokazano, e warto ci wspó czynników podatno ci

dynamicznej, okre lone z uwzgl dnieniem dwóch 

oraz trzech postaci drga  konstrukcji o du ej

wysoko ci, dla dorezonansowego zakresu cz stot-

liwo ci i znacznej cz ci mi dzyrezonansowego 

zakresu, ograniczonego pierwsz  i drug  cz stot-

liwo ci  w asn , prawie pokrywaj  si . wiadczy to 

o mo liwo ci zastosowania otrzymywanych na 

zasadzie metody uogólnionych przemieszcze

dyskretnych modeli matematycznych drga

konstrukcji masztowych w praktyce in ynierskiej. 
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