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Streszczenie
W  pracy przedstawiono wyniki modelowania matematycznego drgan poprzecznych
konstrukeji masztowych, ktore w ogolnym przypadku charakteryzuja si¢ zmienng sztywnoscia,
nierownomiernie roztozona masa 1 zawieraja wlaczenia dyskretne w postaci cigzarow
o skupionych masach i podpor sprezystych. Do sktadania réwnan ruchu stosuje si¢ metode

przemieszczen uogdlnionych.

Stowa kluczowe: konstrukcja masztowa, dynamika, metoda przemieszczen uogélnionych, diagnostyka.

THE USE OF METHOD OF DISLOCATIONS GENERALIZED
TO ANALYSIS OF TRANSVERSE TREMBLINGS OF POLE CONSTRUCTIONS

Summary
The results of mathematical modelling of transverse tremblings of pole constructions in work
were introduced. In general case constructions be characterize variable stiffness, variable splitting
mass and discreet inclusions contain - weights about collected masses and springy supports. The
equation of movement the received with the help of methods of dislocations generalized.

Keywords: the pole construction, dynamics, method of dislocations generalized, the diagnostics.

1. WSTEP

Konstrukcje nosne o duzej dtugosci sa szeroko
stosowane w maszynach roboczych, dzwigowych,
transportowych oraz w wiertnicach, robotach-
manipulatorach, maszynach technologicznych. Od
stanu technicznego konstrukcji no$nych w znacznym
stopniu  zaleze skutecznos¢ i bezpieczenstwo
eksploatacji maszyn i urzadzen [1, 10]. Podczas
rozwigzywania zagadnien diagnostyki technicznej
konstrukcji nosnych na stadium projektowania
i eksploatacji zachodzi potrzeba modelowania
matematycznego proceséw dynamicznych w celu
podwyzszenia doktadnosci obliczen wytrzymatos-
ciowych i trwalosciowych oraz usunigcia zjawisk
rezonansowych [4, 8, 9]. W analizie dynamicznej
konstrukcji nosnych o duzej dlugosci sa szeroko
uzywane modele obliczeniowe w postaci pretow lub
uktadow pretowych.

Podczas badan swobodnych i wymuszonych
drgan harmonicznych wykonuje si¢ bezposrednie
catkowanie réwnan w czegsciowych pochodnych,
ktérymi opisuje si¢ ruch odcinkéw konstrukeji,
w potaczeniu z metoda parametréw poczatkowych
[2, 6, 7]. Trudno$ci analizy procesow przejsciowych
sa zwigzane z nieobecnoscig skutecznych metod
analitycznych  rozwiazywania  niestacjonarnych
(liniowych oraz nieliniowych) zagadnien dynamiki

kontynualno-dyskretnych uktadéw mechanicznych.
W zwigzku z tym racjonalnym podejsciem do
obliczen proceséw niestacjonarnych mozna uwazaé
dyskretyzacj¢ uktadu mechanicznego za pomoca
metody uogdlnionych przemieszczen [12], ktdéra
moze by¢ stosowana do catosciowego opisywania
ruchu konstrukcji nosnej [5, 12], jak rowniez do
opisywania ruchu poszczegdlnych elementow
skonczonych [3, 11].

Celem danej pracy jest opracowanie modelu
matematycznego drgan poprzecznych konstrukceji
masztowych, ktére w  ogdélnym przypadku
charakteryzuja sie zmienna sztywnoscia,
nierbwnomiernie roztozona masa 1 zawieraja
wlaczenia  dyskretne ~w  postaci  cigzarow
o skupionych masach i podpor sprezystych. Do
sktadania réwnan ruchu stosuje si¢ metodg
przemieszczen uogdlnionych. Ograniczenie liczby
stopni swobody kontynualno-dyskretnego uktadu
mechanicznego osiaga si¢ poprzez zadawanie
postaci  drgan  elementow o  parametrach
roztozonych. Wspotczynniki funkcji amplitudowych
odgrywaja role uogdlnionych wspolrzednych.
Calkowanie otrzymywanych uktadow réwnan
rézniczkowych wykonuje si¢ za pomoca metod
numerycznych.
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2. MODEL MATEMATYCZNY PROCESOW
DYNAMICZNYCH

Zbudowano model matematyczny drgan wymu-
szonych masztu, ktorego schemat przedstawiono na
rys.1 a, gdzie L — wysokos¢ konstrukcji; my, my, ...,
m,, — skupione masy zamocowanych na maszcie
elementdw (wskazane elementy rozpatrujemy Jako
ciata calkowicie sztywne); ¢y, ¢, ..., Cm
wspolezynniki  sztywnosci  mocujacych lin
w kierunku poziomym; M — obciazenie podane
w postaci momentu, ktdry moze by¢ dowolng
funkcja czasu, xj, x5, ..., X1, L — wspodlrzedne
srodkow cigzkosci odpowiednich elementdéw; x, y —
kartezjanski uktad wspdtrzednych, w ktorym sa
rozpatrywane drgania poprzeczne maszyn. Poniewaz
masztowe konstrukcje projektuje si¢ przy wielkim
zapasie statycznosci 1 maja wielkg sztywnosé
w kierunku osiowym, to wplyw osiowych obciazen
na drgania poprzeczne pomija si¢.
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Rys. 1. Schemat obliczeniowy konstrukcji
masztowej (a) oraz wykresy pigciu nizszych
postaci drgan poprzecznych ()

Dla ograniczenia liczby stopni swobody
kontynualno-dyskretnego uktadu mechanicznego
masztu skorzystano z metody przemieszczen
uogdlnionych [12].

Funkcje, ktora opisuje ugigcie masztu, przedsta-
wiono w postaci:

Y=Y,y ;). (1)
=l

gdzie y(x) — postacie drgan, ktére nalezy dobiera¢
w taki sposob, aby zostaly spetnione warunki
brzegowe na koficach masztu; Y,(r) — wspdtczynniki
amplitudowe.

Postacie drgan poprzecznych masztu (funkcje
bazowe) okreslono wzorem:

JTX .
y; =1-cos L j=L2,.,n. 2)

Wykresy pierwszych pigciu funkcji (2) przedsta-
wiono narys. 1 b.

Liczba stopni swobody modelu obliczeniowego
stanowi n. Uwazajac na uogolnione wspdtrzedne Y;
(=1, 2, ..., n), zastosowano réwnanie de Lagrange’a
drugiego rodzaju do opisywania ruchu uktadu
mechanicznego:

_i[ajj or A1 s,
di\oq; | 0q; 0q; 0q;

=12, ...,n),
gdzie T'i Il — kinetyczna i potencjalna energia; g; —
uogdlniona wspoélrzgdna; @ — funkcja Rayleigh’ta;
O; — niekonserwatywna uogdlniona sita.
Energie kinetyczna zapisujemy jako
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gdzie p(x) — masa jednostki dlugosci masztu; J, (=1,
2, ..., m) — momenty bezwladnosci elementow
o masach m,; t— czas.
Energi¢ potencjalng okresla si¢ wzorem

2
=_Ej1( )[ }dx+ icryz(x,,f), (&)
r:l

gdzie /(x) — osiowy moment bezwtadnosci przekroju
poprzecznego konstrukcji masztowe;j.

Funkcja Reyleigh’ta, za pomoca ktorej
uwzgledniamy  rozproszenie  energii  drgan,
przedstawiono jako:

=—vﬁ({

gdzie v — wspdtczynnik dyssypacji, uwzglednianej
zgodnie z hipotezg Foyght’a; v, (=1, 2, ..., m) —
wspotczynniki  dysypacji  dyskretnych  podpor
sprezystych .

Z uwzglednieniem (1) doprowadzono zaleznosci
(4)—(6) do postaci:

m 2
:| dx+— : Z r|:ay(xr’l):| > (6)
ot

2= ot
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Vrij = Vr\vi(xr)wj'(xr) .

Wyrazenia do okreslenia my;, c; i vy (i, /=1, 2, ...,
n), zgodnie z przyjeta terminologia [12], nazywaja
si¢ odpowiednio: bezwladnosciowymi, energetycz-
nymi i dysypatywnymi iloczynami funkcji
bazowych.

Wykonujac rozniczkowanie wzordw energii
kinetycznej (7) 1 potencjalnej (8) a takze funkcje
Rayleigh’ta (9) i podstawiajac otrzymywane wyniki
do rownosci  (3), réwnania ruchu ukiadu
mechanicznego zapisano nastgpujaco:

n . n m .
Zl|:mij + Z (m”j +J )}Yj + Zl(v,-j + zlv,,,j]Yj +
Jj= Jj= r=

3o

Dla okreslenia uogélnionych sit uktadu zapisano
obrotowe przemieszczenia wielokrazka jako:

I MS

UJYJ =0; (i=1,2,..,n) (10)

o=2Y.(Ovi(L). (11)
i=1
Wirtualna pracg obcigzenia okreslono wzorem
04 = Moo, (12)
gdzie 8¢ — wirtualne przemieszczenie, ktore

okreslono zgodnie ze wzorem (11),

So=3 2067 ~SiLer,. (1)
i=1 i i=1

przy czym 8Y; (=1, 2, ..., nm) — warlacje
uogolnionych wspotrzednych.
Z uwzglednieniem (12), (13) zapisano wirtualng

pracg w postaci

84 = Myi(L)3Y; =3 08Y; . (14)
i=1 i=1

Jak wynika z zaleznosci (14), uogdlnione sity
okreslaja si¢ zaleznosciami

Q,(n=M@)yi(L). 15

Tak wigc niestacjonarne drgania poprzeczne
masztu opisuja si¢ uktadem zwyklych réwnan
rézniczkowych (10). Catkowania tych rownan
wykonuje si¢ z uwzglgdnieniem wspolzaleznoscei
(15) przy okreslonych warunkach poczatkowych.
Jezeli przed uruchomieniem uktad znajdowat sig¢
w stanie  spoczynku to poczatkowe wartosci
amplitudowych wspotczynnikow sa réwne zeru.

3. WYNIKI OBLICZEN DRGAN
SWOBODNYCH I WYMUSZONYCH

Praktyczne  zastosowanie  przedstawionego
modelu  matematycznego wymaga obliczania
bezwladnosciowych, energetycznych oraz dysypa-
tywnych iloczyndéw zawartych we wspotczynnikach
réwnan ruchu (10). Wyrazenia tych iloczyndéw maja
posta¢  oznaczonych calek. Dla uproszczenia
i utatwienia analizy drgan konstrukcji masztowych
wymienione calki zostaty wyznaczone analitycznie.
Wzory do obliczen bezwladnosciowych i energe-
tycznych iloczyndéw przedstawiono w tab. 1.

Tabela 1. Analityczne wzory bezwladnosciowych
i energetycznych iloczyndéw funkcji bazowych
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Sprezysto-bezwtadnosciowe charakterystyki dys-
kretnego modelu obliczeniowego masztu wiertni-
czego MRUGU-18/20 przedstawiono w tab. 2.
Badanie swobodnych oraz nierezonansowych
wymuszonych  drgan  przeprowadzono  bez
uwzglednienia rozproszenia energii w ukladzie
mechanicznym, w zwiazku z czym parametry
dysypacji w tab. 2 nie podano.

Tabela 2. Parametry dyskretnego
modelu masztu wiertniczego

Parametr | Jednostka | Wartos$¢
X1 m 5,900
X m 10,08
X3 m 13,84
L m 15,10

I(x) m* 1,447-107

u(x) Kg/m 57,21
m Kg 47,10
m, Kg 69,30
m; Kg 19,60
my Kg 42.90
E MPa 2,100-10°
Ji Kg'm’ 3,800
J Kg'm® 5,200
Js Kg'm® 2,000
Jy Kg'm’ 3,650
¢ N/m 2,993-10°
(&) N/m 0
P N/m 3,270-10°
Cy N/m 0

W tab. 3 przedstawiono wartosci wilasnych
czestotliwosci  masztu  wiertniczego, otrzymane
z zastosowaniem dyskretnego modelu
obliczeniowego z uwzglednieniem jednej, dwodch
lub trzech nizszych postaci swobodnych drgan
poprzecznych. W zaleznosci  od  liczby
uwzglednionych zgodnie z zaleznoscia (2) postaci
procesu drgajacego, liczba stopni swobody uktadu
mechanicznego rowna si¢ jeden, dwa lub trzy.

Porownujac wyniki, przedstawione w tab. 3,
z wynikami dokladnych oblicze, wykonanych
zgodnie z metoda [13], mozna zauwazy¢, ze wartos$é
pierwszej  czestotliwosci  wilasnej,  obliczona
zuwzglednieniem  jednego stopnia  swobody,
odréznia si¢ od odpowiedniej wartosci, otrzymanej
z zastosowaniem kontynualno-dyskretnego modelu
bez uwzglednienia odksztatcen $cinania, o 0,96 %.
Dla dyskretnego modelu o dwoch stopniach
swobody dana odchytka stanowi 0,49 %, a dla
modelu o trzech stopniach swobody — 0,47 %.
Swiadczy to o tym, ze zalezno$¢ (2) z wysoka
doktadnoscia odzwierciedla podstawowa postaé
gietych drgan masztu. Odchylki wartosci pierwszej
wlasnej czestotliwosci, otrzymanych
z zastosowaniem dyskretnych modeli
obliczeniowych o jednym, dwdch i trzech stopniach
swobody od dokladnie obliczonej wlasnej

czestotliwoscei masztu z uwzglegdnieniem podatnosci
zginania oraz $cinania [13] stanowig odpowiednio
3,11%; 2,63% 12,61%.

Zestawiajac  dane tab. 3 z  wynikami,
otrzymanymi na zasadzie wykorzystania najbardziej
doktadnego modelu matematycznego podtuzno-
poprzecznych drgan konstrukcji [13], mozna
zauwazy¢, ze najwigksze odchytki okreslenia nizszej
czestotliwosci  wlasnej masztu, niepoddanego
obcigzeniu osiowemu, dla modeli o jednym, dwoch
i trzech stopniach swobody sa réwne odpowiednio
7,86%; 7,36% i 7,33%. Swiadczy to o mozliwoci
zastosowania modeli obliczeniowych o ograniczonej
liczbie stopni swobody do analizy
nierezonansowych drgan konstrukcji masztowych.
Wyniki obliczen, przedstawione w tab. 3, sa
potwierdzeniem wystarczalnej doktadnosci
dyskretnych modeli analitycznych i charakteryzuja
wplyw sztywnosci elementéw masztu oraz lin
naciagowych na charakterystyki widma
czestotliwosciowego. Sztywnos¢ masztu na zginanie
w wigkszym stopniu wplywa na drugg wiasng
czestotliwosé, niz na pierwszg, natomiast sztywnosé
lin naciagowych bardziej wplywa na pierwsza
czestotliwoscé, niz na druga.

Tabela 3. Przyblizone warto$ci czestotliwosci
swobodnych drgan poprzecznych
zamocowanego w postawie masztu wiertniczego

Wartos$ci

Ix), |eieyesies| | czestotliwoded,
m* N/m Hz

1 2 [ 3
¢=29,93-10%| 1 |7,561| — | —
L 305=3,270-10%| 2 |7,526[43,12] —
1,447:10 c=c,=0 | 37,524/33,01[162,0
29.93-10% 2= =
317299310515 15, 831[43,13] -
LAATI07) c0= e3=¢,=0 [ 3 5,830(32,90(162.0
19.96-10° LSO =
3= 199610515 15 387]42,76] -
LAATI07) c0= e3=e,=0 [ 3 5378[32,15/161.8
¢1=29,93-10%:| 1 [6,604| — | —
| ale3=3,270-10%] 2 [6,600[29,84] —
6,608-10 c=c;=0 | 316,595|23,55(109,7
¢1=29,93-10%:| 1 [9,356] — | —
103 02:0; C3=C4~ 2 9,236 43,63 —
LAATI07) 23 570-10° [3 [9.216]33.41]162.1
¢1=29,93-10%:| 1 [9,756| — | —
103 Cr= C3=C4~ 2 9,671 43,75 —
LAATI07) 3 570-10° [319.660[33.53]162.1

Na rys. 3 i 4 przedstawiono wykresy wspot-
czynnika  podatnosci  dynamicznej kyy  od
czestotliwosci drgan f~w/2m. Fizyczne traktowanie
danego wspotczynnika polega na tym, Zze on jest
stosunkiem amplitudy przemieszczenia goérnego
konca masztu w poziomym kierunku do amplitudy
momentu, dzialajacego na wielokrazek masztu. Jak
wida¢ z graficznych zaleznosci, wartosci wspot-
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czynnika podatnosci  dynamicznej, otrzymane
z uwzglednieniem dwodch oraz trzech postaci drgan
konstrukcji o duzej wysokosci, dla dorezonanso-
wego zakresu czgstotliwosci 1 znacznej czegsci
migdzyrezonansowego  zakresu,  ograniczonego
pierwsza i druga czestotliwoscia wlasna, prawie

pokrywaja sig.
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Rys. 3. Zaleznosci wspotczynnika podatnosci
dynamicznej k) od czgstotliwosci drgan f:
1=6,608-10"* m*; ¢,=29,93-10° N/m;
¢3=3,270-10° N/m; ¢,=¢,=0
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Rys. 4. Zaleznosci wspotczynnika podatnosci
dynamicznej ky od czgstotliwosci drgan f:
I=1,447-10° m*; ¢,=29,93-10° N/m; ¢,=0;
€3=¢4=3,270-10° N/m

Zastosowanie opracowanej metodyki zestawienia
dyskretnych  modeli  dynamicznych  ukladéw
mechanicznych  daje  mozliwos¢  znacznego
uproszczenia analizy drgan swobodnych
i wymuszonych konstrukcji no$nych o duzej
wysokosci.  Opracowana metodyka  zapehie
wystarczy dla praktyki inzynierskiej zapewniajac
wystarczajaca ~ doktadnos$¢  analizy  procesow
drganiowych i moze by¢ wykorzystana podczas
projektowania wiertnic, podno$nikow budowlanych,
linii przesylania energii elektrycznej oraz innych
maszyn i urzadzen.

4. PODSUMOWANIE
Przy zastosowaniu metody uogolnionych

przemieszczen opracowano metodyke modelowania
matematycznego swobodnych i wymuszonych drgan

konstrukcji masztowych. Okreslenie za pomoca
zaproponowanej metodyki czestotliwosci  drgan
wlasnych masztu wiertniczego 1 pordéwnanie
otrzymanych wynikéw z wynikami obliczen drgan
swobodnych danej konstrukcji z wykorzystaniem
kontynualno-dyskretnego modelu pokazuje
wystarczajaca doktadnos¢ budowanych dyskretnych
modeli matematycznych. Najwigksze odchytki
wartos§ci  pierwszej  czgstotliwosci  wilasnej,
otrzymanych z wykorzystaniem dyskretnych modeli
o jednym, dwoch oraz trzech stopniach swobody od
warto$ci obliczonych z uwzglednieniem
roztozonego charakteru parametréw bezwladnosci
i sprezystosci konstrukcji oraz odksztatcen zginania
i $cinania, stanowia odpowiednio: 3,11%; 2,63%
12,61%. Zauwazono, ze sztywno$¢ masztu na
zginanie w wigkszym stopniu wplywa na druga
wlasna czgstotliwo$¢, niz na pierwsza, natomiast
sztywnos$¢ lin naciggowych bardziej wplywa na
pierwsza czestotliwos¢, niz na druga.

Dla przypadkdw obcigzenia harmonicznego
otrzymano charakterystyki amplitudowo-
czestotliwosciowe drgan wymuszonych masztu.
Pokazano, ze wartosci wspotczynnikow podatnosci
dynamicznej, okreslone z uwzglednieniem dwoch
oraz trzech postaci drgan konstrukcji o duzej
wysokosci, dla dorezonansowego zakresu czgstot-
liwosci 1 znacznej czg$ci miedzyrezonansowego
zakresu, ograniczonego pierwsza i druga czgstot-
liwoscia whasna, prawie pokrywaja sie. Swiadczy to
o mozliwosci zastosowania otrzymywanych na
zasadzie metody uogdlnionych przemieszczen
dyskretnych  modeli  matematycznych  drgan
konstrukcji masztowych w praktyce inzynierskiej.
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