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PRÓBKOWANIE SYGNA ÓW DIAGNOSTYCZNYCH 

CZ C III 
PRÓBKOWANIE W PRZESTRZENI HILBERTA Z BAZAMI 

WIELOMIANOWYMI ZA POMOC  NIEKLASYCZNYCH J DER 
 

Zenon SYROKA 

Uniwersytet Warmi sko – Mazurski, Wydzia  Nauk Technicznych 

Ul. Oczapowskiego 11, 10 –717 Olsztyn, e-mail: syrokaz@onet.eu 

 

Streszczenie 

W pracy wyprowadzono regu  Cristoffela – Darboux oraz dokonano analizy próbkowania 

sygna ów diagnostycznych przy wykorzystaniu j dra Legendr’a. Czebyszewa, Laguerre’a 

i Hermite’a. Podano metodyk  wyprowadzania j der reprodukuj cych w bazach opartych 

o klasyczne wielomiany ortogonalne. 

 

S owa kluczowe: próbkowanie sygna ów, przestrze  Hilberta, bazy wielomianowe,  

nieklasyczne j dra reprodukuj ce. 

 

SAMPLING THE DIAGNOSTIC SIGNALS 

PART III 

SAMPLING IN THE HILBERT SPACE WITH POLYNOMIALS BASIS USING NON 

CLASICAL KERNEL 

 

Summary 

In this article removaled the Cristoffela – Darboux rule. The analysis of the sampling 

diagnostic signals using Legendr’s. Czebyszew’s, Laguerre’s and Hermite’s kernals was made. 

Methodology of derivation of reproducing kernels in basics, based on clasical ortogonal 

polynomial. 

 

Keywords: sampling signals, Hilbert space, polynomials basis, reproducing kernel. 

 

1.WPROWADZENIE 
 

W pracy przeanalizowano próbkowanie 

sygna ów diagnostycznych w oparciu 

o generatory zbudowane na podstawie 

klasycznych wielomianów ortogonalnych.  

Praca jest niezale n  cz ci  jednocze nie 

stanowi kontynuacj  pracy „Próbkowanie 

sygna ów diagnostycznych. Cz  I. 

Próbkowanie w przestrzeni Hilberta 

z reprodukuj cym j drem Shanona” oraz pracy 

Próbkowanie sygna ów diagnostycznych. Cz  

II. Próbkowanie w przestrzeni Hilberta z bazami 

harmonicznymi za pomoc  nieklasycznych 

j der” 

 

2. OGÓLNA TEORIA J DER 
REPRODUKCYJNYCH W BAZACH 
WIELOMIANOWYCH 

 
 Niech  

 xPxPxP n....,........., 10
 (1) 

 
01

1

1 ............. axaxaxaxP n

n

n

nn
  (2) 

b dzie szeregiem wielomianów ortogonalnych na 

przedziale [a,b], ba . 

 

Definicja 1 [1] 

Mówimy, e szereg wielomianów xPn
 jest 

ortogonalny w przedziale [a,b] je eli spe niony 

jest warunek: 

 
b

a

nmnmn hxPxP  (3) 

gdzie 
nm

jest symbolem delta Kroneckera. 

 

Niech ts  b dzie funkcj  tak , e: 

 
dttPts

b

a

n

 (4) 

istnieje dla ka dego n. 

Odpowiadaj cy temu szereg Fouriera dany 

jest w postaci: 

 .................1100 xPcxPcxPs nn
  (5) 

gdzie: 
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b

a

n

b

a

n

n

dttP

dttPts

c
2

  (6) 

Suma cz ciowa takiego szeregu dana jest 

w postaci [1]: 

 
dtxtKts

dttP

dttPts

xPxs n

b

a

b

a

n

b

a

nn

j

jn ,
20

  (7) 

gdzie  

 n

j j

jj

n
tP

tPxP
xtK

0
2

,
 (8) 

W przypadku gdy szereg (1) jest 

ortonormalny to zale no  (8) przybierze posta : 

 n

j

jjn tPxPxtK
0

,
 (9) 

W [1] podano definicj : 

Definicja 2 [1] 

Dla szeregu ortonormalnego xPn
 szereg 

xtK n ,  dany zale no ci  

 n

j

jjn tPxPxtK
0

,
 

nazywany jest j drem wielomianowym. 

  

Twierdzenie 3 [1] 

Ka dy szereg ortogonalnych wielomianów 

xPn  spe nia równanie: 

0  dla    11 nxPCxPBxAxP nnnnnn

 (10) 

gdzie: 

 01 xP  (11) 

 

a

n
n

a

a
A 1  (12) 

 

n

n

n

n

nn
a

a

a

a
AB 1

1

 (13) 

 

11 n

n

n

n
n

h

h

A

A
C

 (14) 

gdzie h dane jest wyra eniem (3) 

 

Na podstawie twierdzenia (3) mo emy 

zapisa : 

    tPn1

1

xPCtPxPBxA

tPxP

nnnnnn

nn  (15) 

   xPn1

1

tPCtPxPBtA

xPtP

nnnnnn

nn  (16) 

Odejmuj c od wyra enia (15) wyra enie 

(16) otrzymujemy: 

xPtPtPxP nnnn 11
 

 
xPtPCtPxPBtA

tPxPCtPxPBxA

nnnnnnn

nnnnnnn

1

1   

 
tPxPxPtPC

BtABxAtPxP

nnnnn

nnnnnn

11

  

 tPxPxPtP
h

h

A

A
txAtPxP nnnn

n

n

n

n
nnn 11

11

 

  (17) 

Dziel c obie strony równania (17) przez 

htxAn otrzymamy: 

tx

tPxPxPtP

hA
tPxP

tx

xPtPtPxP

hA

nnnn

nn

nn

nnnn

nn

11

11

11

11

11

 

(18) 

 St d: 

tx

tPxPxPtP

hA

tx

xPtPtPxP

hA
tPxP

nnnn

nn

nnnn

nn
nn

11

11

11

11

11

 

  (19) 

Wykorzystuj c w (19) w asno  (11) 

twierdzenia 3 otrzymamy: 

 
tx

xPtPtPxP

hA
tPxP nnnn

nn

n

j

jj

11

0

11    

  (20) 

Podstawiaj c zale no  (20) do (8) 

otrzymamy: 

tx

xPtPtPxP

hAh

tPxP
xtK nnnn

nn

n

j n

jj

n
11

0

11
,

 

 (21) 

 W przypadku uk adu ortonormalnego 

wielomianów ( 1nh ) mamy: 

tx

xPtPtPxP

A
tPxPxtK nnnn

n

n

j

jjn

11

0

1
,

 

(22) 

W miejsce An podstawimy zale no  (12) 

twierdzenia 3 i otrzymamy: 

 
tx

xPtPtPxP

a

a
tPxPxtK nnnn

n

n
n

j

jjn
11

10

,
  

(23) 

Zale no  (22) dla wielomianów 

stanowi cych uk ad ortonormalny oraz zale no  

(20) dla wielomianów stanowi cych uk ad 

ortogonalny nazywana jest twierdzeniem lub 

regu  Christoffela-Darboux [1], [6]. 

Regu a Christoffela-Darboux okre la j dro 

wielomianowe dla wielomianów stanowi cych 

uk ad ortogonalny lub ortonormalny. 

Zbiory wielomianów wykorzystywanych do 

reprezentacji sygna ów w przestrzeni Hilberta 

nie s  zbiorami ortogonalnymi, ale 

ortogonalnymi z pewn  wag  xw . 

 

Definicja 4 

Zbiór wielomianów xPn  nazywamy 

ortogonalnym z wag  xw  je eli: 

 

D n

mn
mnk

mn
xPxPxw

  dla   

  dla              0   (24) 
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Funkcja wagowa nale y do L1 i spe nia swoje 

warunki normuj ce w pewnym przedziale [a, b]. 

Do najwa niejszych typów funkcji wagowych 

w przedziale [a, b] zaliczamy [4]: 

1. Dla ka dego sko czonego przedzia u [a, b] 

 -1  i  1 gdzie   axxbxw   

  (25) 

2. Dla przedzia u ),[a , a jest sko czone: 

 1  gdzie   
 

axexw x   (26) 

3. Dla przedzia u , : 

 
2xexw   (27) 

Wielomiany ortogonalne otrzymane przez 

ortogonalizacj  przy pomocy wag danych 

zale no ciami (25), (26), (27) [4] nazywamy 

klasycznymi ortogonalnymi wielomianami.  
Funkcja xH  [4] zostanie zdefiniowana 

w nast puj cy sposób: 

axxbxH  dla funkcji wagowej (25) (28) 

 axxH  dla funkcji wagowej (26)  (29) 

 1xH  dla funkcji wagowej (27)  (30) 

Twierdzenie Rodrigueza [4] umo liwia 

uzyskanie odpowiedniej postaci analitycznej 

wielomianu ortogonalnego: 

 
xHxw

dx

d

xw
xP n

n

n

n

n

11   (31) 

 gdzie n jest odpowiedni  sta . 

 

Do klasycznych wielomianów ortogonalnych 

dla, których analizowane b d  j dra 

reprodukcyjne zaliczamy: 

1. Wielomiany Legendre’a , w przedziale 1,1 , 

1xw      (32) 

2. Wielomiany Czebyszewa pierwszego 

rodzaju, w przedziale ,1,1  2

1
21 xxw

     (33) 

3. Wielomiany Laguerre’a, w przedziale 

,a , axexw x
 gdzie 

1 .     (34) 

4. Wielomiany Hermite’a, w przedziale 

, , 2

2x

exw   (35) 

 

J dra reprodukcyjne zwi zane z tymi 

wielomianami zostan  wyprowadzone 

w nast pnych podrozdzia ach. 

 

 

 

 

 

 

3. PRZESTRZE  HILBERTA 
Z REPRODUKUJ CYM J DREM 
LEGENDRE’A 

 

Wielomiany Legendre’a xPn  dla 

dowolnych rzeczywistych lub zespolonych 

warto ci zmiennej otrzymujemy z twierdzenia 

Rodrigueza [4] podstawiaj c do (31) zale no  

(28) oraz warunek (32) otrzymamy: 

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n
n

x
dx

d
xx

dx

d

xHxw
dx

d

xw
xP

2
1

1
11

1

11

 (36) 

Warto  wspó czynnika n wynosi [2]: 

 

!2

11

nn

n

n

 (37) 

Uwzgl dniaj c w (36) zale no  (37) 

otrzymamy wzór okre laj cy wielomiany 

Legendre’a: 

 n

n

n

nn x
dx

d

n
xP 1

!2

1 2 , n = 0 ,1,2,....... (38) 

W [4] podano, i : 

 

mn dla   
12

2
k

mn dla                   0

n

1

1
n

xPxP mn

  (39) 

Równanie rekurencyjne dla wielomianów 

Legendre’a wynosi [6]: 

 0121 11 xnPxxPnxPn nnn
 (40) 

 
xP

n

n
xxP

n

n
xP nnn 11

!1

12   (41) 

W zwi zku z tym: 

 
!

12

n

n
An

 (42) 

Podstawiaj c do (21) zale no ci (39) i (42) 

otrzymamy: 

tx

xPtPtPxP

kAk

tPxP
xtK nnnn

nn

n

j n

jj

n

11

0

11
,

 

tx

xPtPtPxPn

tx

xPtPtPxPn

n

n

nnnn

nnnn

11

11

2

1

2

22

12

1

 (43) 
St d wyra enie: 

 

tx

xPtPtPxPn
xtKxtL nnnn

nn

11

2

1
,,

(44) 

nazywane jest j drem reprodukcyjnym 
Legandre’a. J dra takie rozwa ano w pracy [3] 

jako przyk ad j dra realizuj cego próbkowanie  

w sko czonym przedziale. Próbkowaniu takiemu 

mo na poddawa  kana y pracuj ce z sygna ami 

nadawanymi kierunkiem pr du lub napi cia. 

Amplituda takich sygna ów jest ograniczona do 

przedzia u [-A, A], który jest atwo unormowa  

do [-1, 1]. 
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Rozwini cie danej funkcji (sygna u) xs  

w szereg wed ug wielomianów Legandre’a ma 

posta : 

 

0

11   gdzie          
j

jj xxPcxs
 (45) 

Wspó czynniki nc  tego rozwini cia mog  

by  formalnie wyznaczone z warunku 

ortogonalno ci (39) oraz mno c wyrazy szeregu 

(45) przez xPm  i ca kuj c je w przedziale  

(-1, 1) otrzymamy: 
1

1 0 0

1

1

1

1
12

2

j j

nnjjnjjm c
n

dxxPxPcxPxPcxsdxxPxs

(46) 

st d wynika, e: 

 
1

1

......... 1, ,0  gdzie   
2

12
ndxxPxs

n
c nn

(47) 

Oznaczymy przez xsn
 sum  n+1 wyrazów 

ci gu (45): 

 
n

j

jjn xPcxs
0

 (48) 

Podstawiaj c do (48) zale no  (47) 

otrzymamy: 

dtxtLtsdttPtsxPjxs j

n

j

jjn ,
2

1
1

10

1

1

  (49) 

gdzie: 

 tPxPjxtL jj

n

j

n

0 2

1
,   (50) 

jest j drem reprodukuj cym Legendre’a. 

Uwzgl dniaj c w (49) zale no  (44) 

otrzymamy: 

 dt
tx

xPtPtPxPn
tsxs nnnn

n

11

1

1
2

1 (51) 

warto  sygna u w odbiorniku odtworzonego  

z próbek pobranych wed ug wielomianów 

Legendre’a. 

 

4. PRZESTRZE  HILBERTA 
Z REPRODUKUJ CYM J DREM 
CZEBYCZEWA PIERWSZEGO 
RODZAJU 

 

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju 

otrzymujemy z twierdzenia Rodrigueza [4] 

podstawiaj c do (31) warunki (28) i (33)  

n

n

n

n

n xx
dx

d

x

xT 22

1
2

2

1
2

11

1

11   (52) 

Uwzgl dniaj c fakt, i  [2]: 

 
!!12

11

n

n

n

 (53)  

 gdzie : 

 )12(..........531!!12 nn   (54) 

Uwzgl dniaj c w (52) zale no  (53) 

otrzymamy wyra enie okre laj ce wielomiany 

Czebyszewa pierwszego rodzaju 

 
2

1
22

1
2 11

!!12

1 n

n

nn

n x
dx

d
x

n
xT

  (55) 

W [4} podano warunek ortonormalizacji: 

1

1

2

1
2

mn  dla          
2

  dla                   0

1
n

mn
k

mn

dxxTxTx
  (56) 

Równanie rekurencyjne dla wielomianów 

Czebyszewa pierwszego rodzaju wynosi [1]: 

 xTxxTxT nnn 11 2   (57) 

St d  

 2nA  (58) 

Uwzgl dniaj c w (21) zale no  (56) i (58) 

otrzymamy 

tx

xTtTtTxT

k

tTxT
xtK

nnnn

n

j n

jj

n

11

0

2

2

1

,
 (59) 

  

St d :wyra enie: 

tx

xTtTtTxT
xtKxtT nnnn

nn

111
,,

 (60) 

nazywane jest j drem reprodukuj cym 
Czebyszewa pierwszego rodzaju. J dra te 

powinny by  wykorzystywane do próbkowania 

sygna ów kierunku pr du lub napi cia podobnie 

jak Legendre’a. 

Funkcja xs  w przedziale (-1, 1), zostanie 

rozwini ta w szereg wed ug wielomianów 

Czebyszewa pierwszego rodzaju:  

 

0j

jj xTcxs
 (61) 

Wspó czynniki cn tego rozwini cia zostan  

wyznaczone z warunku (56), mno c wyrazy 

szeregu (61) przez xTx j
2

1
21  i ca kuj c je 

w przedziale (-1, 1) otrzymamy: 
1

1

1

1 0

2

1
2

2

1
2 11

j

njjn dxxTxTxcdxxTxxs

 
j

j

njj cdxxTxTxc
0

1

1

2

1
2

2
1

  (62) 

St d wynika, e: 

 
1

1

2

1
21

2
dxxTxxsc nn

 (63) 

Oznaczymy przez xsn  sum  n+1 

wyrazów szeregu (61) 

 n

j

jjn xTcxs
0

 (64) 

Uwzgl dniaj c w (64) zale no  (63) 

otrzymamy: 

dttTxTtrsdttTttsxTxs
n

j

jj

n

j

jjn

0

2

1
2

0

1

1

1

1

2

1
2 1

2
1

2

n

j

njj dtxtTttstTxTdttts
0

1

1

2

1
2

1

1

2

1
2 ,1

2
1

 (65) 

gdzie: 
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n

j

jjn tTxTxtT
0

2
,  (66) 

jest j drem reprodukuj cym Czebyszewa 

pierwszego rodzaju. Uwzgl dniaj c w (65) 

zale no  (59) otrzymamy: 

dt
tx

xTtTtTxT
ttsxs nnnn

n

11

1

1

2

1
2 1

1  (67) 

(67) 

warto  sygna u odtworzonego w odbiorniku 

z próbek pobranych wed ug wielomianów 

Czebyszewa pierwszego rodzaju. 

 

1.4. Przestrze  Hilberta z reprodukuj cym 
j drem Laguerre’a 

 

Wielomiany Laguerre’a otrzymujemy 

z twierdzenia Rodrigueza [4] podstawiaj c do 

(31) warunki (29) i (34)  

nx

n

n

x
n

n axaxe
dx

d

axe
xL

11  

 (68) 

Wielomiany Laguerre’a rozpatrywane s  

najcz ciej w przedziale ,0 , st d a = 0. 

oraz n dana jest w postaci [5]: 

 
!

11

nn

 (69) 

St d: 

n

n

n
xnx

n

n

xn xe
dx

d
xe

n
xxe

dx

d

xen
xL

!

11

!

1  

 (70) 

Warunek ortonormalizacji wynosi [4]: 

mn
n

n
k

dxxLxLxe
n

mn

x

  dla     
!

1

mn  dla                             0

0

 

 (71) 

gdzie x  jest funkcj  gamma Eulera. 

Równanie rekurencyjne dla wielomianów 

Laguerre’a wynosi [1] 

11 121 nnn LnxLnxxLn  

 (72) 

Przekszta camy (72) do postaci (10)  

11
11

12
nnn L

n

n
xL

n

nx
xL  

 
1

1!

12

1

1
nn L

n

n
xL

n

n
x

n

 

 (73) 

 St d An dane jest w postaci: 

 
1

1

n
An

 (74) 

Po uwzgl dnieniu w wyra eniu (21) 

zale no  (71) oraz (74) otrzymamy: 

tx

xLtLtLxL

kA

k

tLxL
xtK

nnnn

nn

n

j n

jj

n

11

0

11

,
 

tx

xLtLtLxL

n

nn nnnn 11

1

1!  (75) 

 

Wyra enie 

tx

xLtLtLxL

n

nn

xtKxtLG

nnnn

nn

11

1

1!

,,
 

 (76) 

nazywane jest j drem reprodukuj cym 
Laguerre’a.. Wykorzystywane ono mo e by  do 

próbkowania sygna ów warto ci pr du lub 

napi cia. 

Funkcj  xs  okre lon  w przedziale ,0  

przedstawimy w postaci szeregu: 

 

0j

jj xLcxs  (77) 

Wspó czynniki cn tego szeregu obliczymy 

uwzgl dniaj c warunek (71) oraz mno c 

wyrazy szeregu przez xLex n

x  i ca kuj c 

w przedziale ,0 , w wyniku czego otrzymamy: 

!

1

0 0 0 n

n
cdxxLxLexcdxxLexxs n

j

nj

x

jn

x

 St d wynika, e: 

 
dxxLexxs

n

n
c n

x

n

0
1

!   (79) 

Oznaczymy przez ts  sum  n+1 wyrazów 

szeregu (77): 

 
n

j

jjn xLcxs
0

 (80) 

Uwzgl dniaj c w (80) zale no  (79) suma 

uzyska posta : 

 drtLetts
n

n
xLxs j

t
n

j

jn

00 1

!

dtxtLGtetsdtLxL
n

n
tets n

t

jj

n

j

t ,
1

!

000

  

  (81) 

 Gdzie: 

 tLxL
n

n
xtLG jj

n

j

n

0 1

!
,  (82) 

Uwzgl dniaj c w (81) zale no  (76) 

otrzymamy: 

dt
tx

xLtLtLxL

n

nn

tetsxs

nnnn

t
n

11

0

1

1!

 

 (83) 

warto  sygna u odtworzonego w odbiorniku 

z próbek pobranych wed ug wielomianów 

Laguerre’a. 
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6. PRZESTRZE  HILBERTA 
Z REPRODUKUJ CYM J DREM 
HERMITE’A 

 

Bardzo wa n  klas  klasycznych 

wielomianów ortogonalnych ze wzgl du na 

dziedzin  ,x , s  wielomiany 

Hermite’a. Uzyskujemy je z twierdzenia 

Rodrigueza [4] (31) przez zastosowanie w nim 

warunku (30) i (35) w postaci: 

2

2

1111 x

n

n

x
n

n

n

n

n

n e
dx

d

e
xHxw

dx

d

xw
xH

  (84) 

Warto  n dana jest w postaci [4]: 

 
n

n

1
1  (85) 

Wyra enie (84) z uwzgl dnieniem (85) 

zapiszemy w postaci: 
222

2
1

1
1 x

n

n
xnx

n

n

x

n

n e
dx

d
ee

dx

d

e
xH  (86) 

Zale no  (86) okre la wielomiany 

Hermite’a. 

Warunek ortonormalizacji wynosi [5]: 

mnnk

mn
xHxHe

n

n

mn

x

   dla        !2

  dla                           02  (87) 

Równanie rekurencyjne dla wielomianów 

Hermite’a wynosi [1]: 

 xnHxxHxH nnn 11 22  (88) 

St d An wynosi: 

 2nA  (89) 

Po uwzgl dnieniu w (21) zale no ci (87) 

oraz (89) otrzymamy: 

tx

xHtHtHxH

kA

k

tHxH
xtK
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nn
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j n

jj
n

11

0

11
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xHtHtHxH

n

nnnn
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1

2

1  

  (90) 

 

St d wyra enie: 

tx

xHtHtHxH

n
xtKxtH nnnn

nnn

11

1 !2

1
,,

 (91) 

nazwane jest j drem reprodukuj cym 
Hermite’a.  

Rozwini cie funkcji xs  okre lonej 

w przedziale ,  w szereg wed ug 

wielomianów Hermite’a dane jest w postaci: 

 

0j

jj xHcxs
 (92) 

Wspó czynniki cc obliczymy korzystaj c 

z warunku (87) oraz mno c wyrazy szeregu 

(92) przez xHe n

x2

 i ca kuj c w przedziale 

, , otrzymamy: 
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x

jn

x cndxxHxHecdxxHexs

 (93) 

 St d wynika, e: 

 
dxxHxs

n
c nnn

!2

1  (94) 

Sum  n+1 pierwszych sk adników szeregu 

(94) przybiera posta : 

dttHets
n

xHxHcxs
n

j

n

j

j

t

njjjn

0 0

2

!2

1

dtxtHetsdt
n
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ets n

t
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j
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jjt ,
!2

22

0

 (95) 

gdzie: 

 n

j
n

jj

n
n

tHxH
xtH

0 !2
,

  (96) 

jest j drem reprodukuj cym Hermite’a. 

Uwzgl dniaj c w (95) zale no  (91) 

otrzymamy: 

dt
tx

xHtHtHxH

n
etsxs nnnn

n

t

n

e
11

1 !2

1

 (97) 

warto  sygna u odtworzonego w odbiorniku 

z próbek pobranych wed ug wielomianów 

Hermite’a. 

 

7. PODSUMOWANIE 
 

J dra reprodukuj ce w bazach 

wielomianowych s  rozpatrywane w [3]. Podana 

jest tam analityczna posta  ko cowa j dra 

Legrndre’a lecz bez sposobu jego 

wyprowadzenia. 

Autor poda  sposób wyprowadzania j der 

reprodukuj cych w bazach opartych o klasyczne 

wielomiany ortogonalne oraz wyprowadzi  j dra 

reprodukuj ce dla wielomianów Legendre’a, 

Czebyszewa pierwszego rodzaju, Laguere’a, 

Hermite’a. W przypadku wielomianów 

Legendre’a autor uzyska  taki sam rezultat jaki 

by  podany w [3]. Dla pozosta ych przypadków 

wielomianów ortogonalnych zale no ci 

analityczne okre laj ce j dra reprodukuj ce 

wyprowadzone w pracy autor nie znalaz  

w literaturze przedmiotu. 
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