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PROBKOWANIE SYGNALOW DIAGNOSTYCZNYCH
CZESC 111
PROBKOWANIE W PRZESTRZENI HILBERTA Z BAZAMI
WIELOMIANOWYMI ZA POMOCA NIEKLASYCZNYCH JADER

Zenon SYROKA
Uniwersytet Warminsko — Mazurski, Wydzial Nauk Technicznych
UL. Oczapowskiego 11, 10 =717 Olsztyn, e-mail: syrokaz@onet.cu

Streszczenie
W pracy wyprowadzono regula Cristoffela — Darboux oraz dokonano analizy prébkowania
sygnalow diagnostycznych przy wykorzystaniu jadra Legendr’a. Czebyszewa, Laguerre’a
i Hermite’a. Podano metodyke wyprowadzania jader reprodukujacych w bazach opartych

o klasyczne wiclomiany ortogonalne.

Stowa kluczowe: probkowanie sygnatdéw, przestrzen Hilberta, bazy wielomianowe,
nieklasyczne jadra reprodukujace.

SAMPLING THE DIAGNOSTIC SIGNALS
PART III
SAMPLING IN THE HILBERT SPACE WITH POLYNOMIALS BASIS USING NON
CLASICAL KERNEL

Summary
In this article removaled the Cristoffela — Darboux rule. The analysis of the sampling
diagnostic signals using Legendr’s. Czebyszew’s, Laguerre’s and Hermite’s kernals was made.
Methodology of derivation of reproducing kernels in basics, based on clasical ortogonal

polynomial.

Keywords: sampling signals, Hilbert space, polynomials basis, reproducing kernel.

1.WPROWADZENIE

W  pracy przeanalizowano probkowanie
sygnatow diagnostycznych w oparciu
o generatory  zbudowane na  podstawie
klasycznych wielomianéw ortogonalnych.

Praca jest niezalezna czg$cia jednocze$nie
stanowi  kontynuacj¢ pracy ,Probkowanie
sygnatow diagnostycznych. Czgsc¢ L.
Probkowanie w przestrzeni Hilberta
z reprodukujacym jadrem Shanona” oraz pracy
Probkowanie sygnatéw diagnostycznych. Czgsc
II. Probkowanie w przestrzeni Hilberta z bazami
harmonicznymi za pomoca nieklasycznych
jader”

2. OGOLNA TEORIA JADER
REPRODUKCYJNYCH W BAZACH
WIELOMIANOWYCH

Niech
) AEIV A 63— P (x) (1)

P(x)=ax"+a, x"" +...... ax+a, (2)

bedzie szeregiem wielomianow ortogonalnych na
przedziale [a,b], —o0 < a < b < +00 .

Definicja 1 [1]
Méwimy, ze szereg wielomianow {p (x)} jest
ortogonalny w przedziale [a,b] jezeli spetniony

jest warunek:
b

IP, (x)P (x)z ho (3)

7 m n= nm

a

gdzie 5 jest symbolem delta Kroneckera.

Niech S(l‘ ) bedzie funkcja taka, ze:
Jst0p, (0h @)

a

istnieje dla kazdego n.

Odpowiadajacy temu szereg Fouriera dany
jest w postaci:

5Py (x)+ ¢, B(x)+ oo +¢,P,(x)+ ... (%)

gdzie:
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js(t)p (it 6)

Suma czgsciowa taklego szeregu dana jest
w postaci [1]:

b 7
)= 3P e = o
j=0 J'Pnz(t)dl a
gdzie '
Ie (t,x):ipf(x)P/(t) (8)

W  przypadku gdy szereg (1) jest
ortonormalny to zaleznos¢ (8) przybierze postac:

)= 3,57, 0) ©
W [1] podano deﬁr;ichz

Definicja 2 [1]
Dla szeregu ortonormalnego {P (x)} szereg

{K (¢, x)} dany zaleznosciq

x)=Z:;P/.(x)P :

nazywany jest jqdrem wielomianowym.

Twierdzenie 3 [1]
Kazdy szereg ortogonalnych wielomianow

{P (x)} spetnia rownanie:

n

()= (4,x+B )P (x)=C.P_(x) dlan>0
(10
gdzie:
P,(x)=0 (11)
g = e (12)
ad

5 o4l an (13)

"M e,
A, h, (]4)

n A h

n—1 ""n-1

gdzie h dane jest wyrazeniem (3)

Na podstawie twierdzenia (3) mozemy
zapisac:
Fal0R(0)=
(15)
=4+ B )R (B()-Ch (Rt
Pn+1(t) n(x):
(16)
=t +B, )3 (1)~ C, B 0P (x)
Odejmujac od wyrazenia (15) wyrazenie
(16) otrzymuj emy
P ()P, (1)= P, ()P, (x) =
(Ax+B1 Pn(x) () n nl( )Pn(t)_
(4,04 B,)P, ()P, (1) + C, P, ()P, (x)=
=P, (x)P,(t\4,x+B, —A,t— B,

C, [Pt (00, ()= P,y (x)P, ()] =

+

= BB A, = Lo o (R, (6)- By ()R 0]

An—l hnfl
(17)
Dzielac obie strony rownania (17) przez

A, (x - t)h otrzymamy:
1 1B, (x)R(0)-P,, ()R (x) _

An hn x—1
=P,1(x)P,,(r)+A1 hl P, (r)Rl(x))C:?I(x)a(r)
(18)
Stad:
BP0 = %(x)a(rl: fm(r)a(x),
11 B ORE)-AL()RE)
Ay by x—t
(19)

Wykorzystujac w
twierdzenia 3 otrzymamy

(19) wiasnos¢ (11)
n+l() ()

(20)
zaleznos¢ (20) do (8)

P,a(0)P, (x)
t
2y

ortonormalnego

37, 0)p ()= L L L0

Ah x—

Podstawiajac
otrzymamy:

K, (. ):Z’OP/(?P/(I),AI hl PP, (tx

n

uktadu
wielomianéw ( /1, = 1) mamy:
3 _ 1 PR 0)-P. (0P K)
K0)=3 R0
(22)
W migjsce A, podstawimy zalezno$¢ (12)
twierdzenia 3 i otrzymamy:

W przypadku

_3 _ 4, PP ()-P, (0P x)
x)= 2 AP ()= —

(23)

Zalezno$¢ (22) dla wielomianow

stanowiacych uktad ortonormalny oraz zalezno$¢
(20) dla wielomianéw stanowiacych uktad
ortogonalny nazywana jest twierdzeniem lub
reguta Christoffela-Darboux [1], [6].

Reguta Christoffela-Darboux okresla jadro
wielomianowe dla wielomianéw stanowiacych
uktad ortogonalny Iub ortonormalny.

Zbiory wielomianéw wykorzystywanych do
reprezentacji sygnatldéw w przestrzeni Hilberta
nie sa  zbiorami  ortogonalnymi, ale

ortogonalnymi z pewna waga W(x).

Definicja 4
Zbior  wielomiandéw {Pn (x)} nazywamy
ortogonalnym z wagq W(x) jezeli:

I w<x>a<x)e,,<x>:{° dia mzm - (24)

5 k, <+ dla n=m
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Funkcja wagowa nalezy do L'i spetnia swoje
warunki normujace w pewnym przedziale [a, b].
Do najwazniejszych typow funkcji wagowych
w przedziale [a, b] zaliczamy [4]:

1. Dla kazdego skonczonego przedziatu [a, b]
wx)=(b-x)"(x—a)’ gdziea>-11i f>-1
(25)
2. Dla przedziatu [a,0) , a jest skoficzone:
wix)=e ™ (x—a) gdzie a>-1 (26)
3. Dla przedziatu (— OO,+00) :

2

w(x): e’ (27)
Wielomiany ortogonalne otrzymane przez
ortogonalizacj¢ przy pomocy wag danych
zaleznosciami (25), (26), (27) [4] nazywamy

klasycznymi ortogonalnymi wielomianami.
Funkcja H(x) [4] zostanie zdefiniowana

W nastgpujacy sposob:

H(x)= (b - x)(x-«) dla funkcji wagowej (25) (28)

H(x)=x-a gj, funkeji wagowej (26) (29)
H(x)=1 dla funkcji wagowej (27) (30)
Twierdzenie Rodrigueza [4] umozliwia
uzyskanie odpowiedniej postaci analitycznej
wielomianu ortogonalnego:

P ] G

gdzie £, jest odpowiednig stala.

Do klasycznych wielomianéw ortogonalnych
dla, ktorych  analizowane bgda  jadra
reprodukcyjne zaliczamy:

1. Wielomiany Legendre’a , w przedziale (-1,1),

wx)=1 (32)
2. Wielomiany Czebyszewa pierwszego
1
rodzaju, w przedziale (—1,1), w(x)= ( -x° )7
(33)

3. Wielomiany Laguerre’a,

(a,0), w(x)=e*(x—a)”
a>-1. (34)
4. Wielomiany Hermite’a, w  przedziale

x2

(— 00,+00), w(x) = 6_7 (35)

w  przedziale

gdzie

Jadra reprodukcyjne zwiazane z tymi
wielomianami zostanga wyprowadzone
w nastepnych podrozdziatach.

3. PRZESTRZEN HILBERTA
Z REPRODUKUJACYM JADREM
LEGENDRE’A

P(x) dia
dowolnych rzeczywistych lub zespolonych
wartosci zmiennej otrzymujemy z twierdzenia
Rodrigueza [4] podstawiajac do (31) zaleznos$¢
(28) oraz warunek (32) otrzymamy:

Wielomiany  Legendre’a

mmiﬁﬁmwm% 36)
-l =)

Wartos¢ wspotczynnika A, wynosi [2]:

Ay (37)
M, T
Uwzgledniajac w  (36) zalezno$¢ (37)
otrzymamy wzor okreslajacy  wielomiany
Legendre’a:
P(x)= 1 d (xz_l)“,n:(),l,2, ....... (38)
2" nldx"
W [4] podano, iz:
. 0 dlan #m
(39)
P,(x)P,(x)=
[por= 2

" 2n+1
Roéwnanie rekurencyjne dla wielomianow
Legendre’a wynosi [6]:

(n+1)P,,(x)-(2n+1)xP,(x)+nP, ,(x)=0 (40)
ro)= S n -t ) @D

W zwiazku z tym:
_2n+l (42)

n

n+!

Podstawiajac do (21) zaleznos$ci (39) i (42)
otrzymamy:
K (x)=3 20RO _ 1 1R R0-2.0R)

Ll
=k, A4, k, X—
2P, (x)P,(t)-P,

_n+l 2n+ Hl() ()_
2n+1 2 x—t B
_n+1P,(x)P,(6)= P, ()P, (x)

2 x—t

Stad wyrazenie:

n+1 P, ()P, ()= P, ()P, (x)
2 x—t

L, (t,x) =K, (t,x)

(44)
nazywane jest jadrem reprodukcyjnym
Legandre’a. Jadra takie rozwazano w pracy [3]
jako przyklad jadra realizujacego probkowanie
w skonczonym przedziale. Probkowaniu takiemu
mozna poddawac¢ kanaty pracujace z sygnatami
nadawanymi kierunkiem pradu lub napigcia.
Amplituda takich sygnalow jest ograniczona do
przedzialu [-A, A], ktéry jest tatwo unormowaé
do [-1, 1].
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Rozwinigcie danej funkcji (sygnatu) S(x)
w szereg wedlug wielomianow Legandre’a ma
postac:

s(x)= ichj (x)

J=0

(45)

gdzie —1<x<1

Wspdtezynniki ¢, tego rozwinigcia moga
by¢ formalnie wyznaczone z  warunku
ortogonalnosci (39) oraz mnozac wyrazy szeregu
(45) przez P, (x) i calkujac je w przedziale
(-1, 1) otrzymamy:

Jitr e [se)Se, P 0IR0)= S, [ oo - 2,
(46)

stad wynika, ze:
1
- 2”2+1 J‘S(x)Pn (x)dx gdzie n=0,1,......... (47)

-1

n

Oznaczymy przez s, (x) sumg n+l wyrazéw
ciagu (45):
x):zn:c/.Pj(x) (48)
j=0

Podstawiajac  do (48) zaleznos¢ (47)
otrzymamy:

n

5.)= 33 54 Jp o) s = [t o 4%

J=0 -1
gdzie:
n . 1
Li)=3 13 pr0 GO
jest jadrem reprodukujacym Legendre’a.
Uwzgledniajac w  (49) zalezno$¢ (44)
otrzymamy:
1
sn(x)zjs(z)n+lp”*1( x)P, (¢) Pm(f)Pn(x)dt(Sl)
° 2 x—t
warto$¢ sygnatu w odbiorniku odtworzonego

z probek pobranych wedlug wielomianow
Legendre’a.

4. PRZESTRZEN HILBERTA
Z REPRODUKUJACYM JADREM
CZEBYCZEWA PIERWSZEGO
RODZAJU

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju
otrzymujemy z twierdzenia Rodrigueza [4]
podstawiajac do (31) warunki (28) i (33)

s e | (52

Uwzgledniajac fakt, iz [2]:

Ly (53)
M, B (2n—1)!
gdzie :
(2n—1)1=1-3-5-....... (2n-1) (54)

Uwzgledniajac w  (52) zalezno$¢ (53)
otrzymamy wyrazenie okreslajace wielomiany
Czebyszewa pierwszego rodzaju

A e T e [

W [4} podano warunek ortonormalizacji:
1 N 0 dla n#m (56)
jl(lfx )27, (27, () = -1 danem
Réwnanie rekurencyjne dla wielomianow
Czebyszewa pierwszego rodzaju wynosi [1]:
Tn+1 (‘x) = 2XTn ('x) - Tnfl (x) (57)
Stad
4 =2 (58)
Uwzgledniajac w (21) zaleznos¢ (56) i (58)
otrzymamy
n T (x)T5 ()
K, (e "):Z¥: (59)

k

J=0 n
= li Tn+l (x)Tn ([)_ Tn+1 (t)Tn (.X)
211 x—t

Stad :wyrazenie:

Tn(t,x)z Kn(t,x):

1 T, (0)-T,., ()7, (x)

I1 x—t

(60)
nazywane jest jadrem reprodukujacym
Czebyszewa pierwszego rodzaju. Jadra te
powinny by¢ wykorzystywane do probkowania
sygnalow kierunku pradu lub napigcia podobnie
jak Legendre’a.

Funkcja (,) w przedziale (-1, 1), zostanie
rozwinigta w szereg wedlug wielomianow
Czebyszewa pierwszego rodzaju:

:i"/T/(x) 61)

Wspotczynniki c, jt;go rozwinigcia zostana

wyznaczone z warunku (56), mnozac wyrazy

xz)féTj(x) i calkujac je
w przedziale -1, 1) otrzymamy

I x)(l x? 2T dx—JZc

szeregu (61) przez (1_

(T, () =

—1Jj=0
:Zc,j(l—x2)7T/.(x)Tn(x)dx:gc/. (62)
J=0 -
Stad wynika, Ze:
1 1
c, = % s(x)(l —x? )_E T, (x)dx (63)

Oznaczymy przez S (x) sumg n+l

wyrazow szeregu (61)

=3e 7, (x) (64)

Uwzgledniajac w  (64) zaleznos¢ (63)
otrzymamy:

L )=37, (0 j =) 77, (e - J.(r)%(l PV i =

=0
1 1

- [stoh- t)zdtz 7, ()7, ()= s =), (. x)ae

’ (65)
gdzie:
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n

rn(t,x):z%q(x)rj(t) (66)

j=0
jest jadrem reprodukujacym  Czebyszewa
pierwszego rodzaju. Uwzgledniajac w (65)
zaleznos$¢ (59) otrzymamy'
1
Sn(x):.[ ()(l—t ) 17T, (t)_TnJrl(t)Tn(x)d
vl X

-1

(67)
warto$¢ sygnatu odtworzonego w odbiorniku
z probek pobranych wedlug wielomianow
Czebyszewa pierwszego rodzaju.

1.4. Przestrzen Hilberta z reprodukujacym
jadrem Laguerre’a

Wielomiany  Laguerre’a  otrzymujemy
z twierdzenia Rodrigueza [4] podstawiajac do
(31) warunki (29) i (34)

L(na)(x) L4 [e’x (x—a) (x—a)’ ]

H, e (x—a)” dx"
(68)

Wielomiany Laguerre’a rozpatrywane sa

najcze¢sciej] w przedziale (0,+00), stad a = 0.
oraz |1, dana jest w postaci [5]:

1_t (69)
u, nl
Stad:
@ L 1 d L wd" [ na
Ly (x)_n'e T [e x“x’ ] .e X e [e X ]
(70)
Warunek ortonormalizacji wynosi [4]:
0 dla n#m
!e XL ()L (x el k,, _ e +n+1) dla nem

n!
(71)
gdzie T(x) jest funkcja gamma Eulera.
Rownanie rekurencyjne dla wielomianow
Laguerre’a wynosi [1]
(n+ 1)L$1+)1 (x)=-(x—a-2n- l)L(“)(x)— (n+ a)L(n‘f)l

n

(72)
Przeksztatcamy (72) do postaci (10)
L(a) (x): (—x+a+2n +1)L(a)(x)_ (n +0!) a) _
n+l (f’l + 1) n (n + 1) n—1
=*:—71x+a+2n+1}L(:)(x) n+aL(n)l
n+1 n+! n+1
(73)
Stad A, dane jest w postaci:

-l (74)

n

n+l
Po uwzglednieniu w wyrazeniu (21)
zaleznos$¢ (71) oraz (74) otrzymamy:
n L(;’)(x)L(.”)(t)

k(=3

j=0 n

11 L9 )L ()29 () ()

A, k x—t

n “n

—nl(n+1) L5 LY () - L (0L (x) (75)
- F(n +a+ 1) x—t
Wyrazenie
LG}ga)(t,x) =K, (t x) =

_ i) £~ £
F(n+a+1) x—t \0/)
(76)

nazywane jest jadrem reprodukujacym

Laguerre’a.. Wykorzystywane ono moze by¢ do
probkowania sygnalow wartosci pradu lub
napigcia.

Funkcjg s(x) okreslona w przedziale (0,c0)
przedstawimy w postaci szeregu:

=3 e, 1) (77)

Wspolczynniki ¢, tego szeregu obliczymy
uwzgledniajac  warunek (71) oraz mnozac
wyrazy szeregu przez x“e*L\%(x) i calkujac

w przedziale (0,0), W wyniku czego otrzymamy:

o

I s(x)x%e ‘L(" x)dx JZC x%e” L“) (x)dx*

0 0 /=0

Stad wynika, ze:
! )Ts(x)xae"‘L(,f”)(x)dx (79

Tn+a+1)y

T(n+a+1)
n!

cﬂ =

Oznaczymy przez s(s) sumg n+l wyrazow
szeregu (77):

= zn:ch(]‘.")(x) (80)

Uwzgledniajac w (80) zalezno$¢ (79) suma
uzyska postaé:

ZL “o” L' (¢)dr =

:] (Ot mm Lt = [ (011 L6 1, x)de
(81)

©

js
C(n+a+1) 0

Gdzie:

!
LG(t,x) =Y —
) ,Z:(;l"(n+a+l) !
Uwzgledniajac  w  (81) zaleznos¢ (76)
otrzymamy:

- [ st
—n+1) ) - OE)

F(n+a+l) X— t

1))@ () (82)

J

(83)
warto$¢ sygnatu odtworzonego w odbiorniku
z probek  pobranych wedlug wielomianow
Laguerre’a.
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6. PRZESTRZEN HILBERTA
Z REPRODUKUJACYM JADREM
HERMITE’A

Bardzo wazna  klasa  klasycznych
wielomianow ortogonalnych ze wzgledu na
dziedzine xe(-ow4w), sa  wielomiany
Hermite’a. Uzyskujemy je =z twierdzenia
Rodrigueza [4] (31) przez zastosowanic w nim
warunku (30) i (35) w postaci:

1 1 4" 1 1 4" 2

H — Hrz — —x
()= () L)
(84)

n

Wartos¢ p, dana jest w postaci [4]:
(85)

Wyrazenie (84) z uwzglednieniem (85)
zapiszemy w postaci:

H, ()= (1) e )= iy ol ) (86)

e dx"
Zalezno$¢  (86)  okresla  wielomiany
Hermite’a.
Warunek ortonormalizacji wynosi [5]:

T 0 dla n=m (87)
:.;e L) ()= {k” =2"nWII dla n=m
Réwnanie rekurencyjne dla wielomianow
Hermite’a wynosi [1]:
H, (x)=2xH, (x)-2nH,, (x) (88)
Stad A, wynosi:
A4 =2 (89)
Po uwzglednieniu w (21) zaleznosci (87)
oraz (89) otrzymamy:

K”(t,x): iw -

~ K,
) 0 )
A, k, x—t
1 H W01, 08, ()
22T x—t
(90)
Stad wyrazenie:
1 H, . (x)H t)-H,, (t)H (x
)= o), = P 0= 11
C2))
nazwane jest jadrem  reprodukujacym
Hermite’a.
Rozwinigcie  funkcji s(x)  okreSlonej
w przedziale  (-co,0) W szereg  wedlug
wielomianow Hermite’a dane jest w postaci:
s x)=ic/.H,(x) ©2)
Jj=0

Wspodtczynniki ¢, obliczymy korzystajac
z warunku (87) oraz mnozac wyrazy szeregu
(92) przez ¢ H, (x) i calkujac w przedziale

(~0,00), otrzymamy:

Is(x)e H,(x)dx = Zc .[ H H (x)dx 2",
93)
Stad wynika, ze:
1 (94)
c, 772”n!\/ﬁ:[€s(x)H X )dx
Sumg n+1 pierwszych sktadnikow szeregu
(94) przybiera postaé'

)= et ,Z(;H 2” T rTs(t)e”ij(t)dt:
= [s(e)e Z v '\/, j (e, x)dr

—o Jj=0
95)
gdzie
& H(0H (1) (96)
H”(t,x)fg 2”n!\/ﬁ
jest  jadrem  reprodukujacym  Hermite’a.

Uwzgledniajac w (95)
otrzymamy:

zaleznos¢  (91)

1,000,

t

97
warto§¢ sygnalu odtworzonego w odbiorniku
z probek pobranych wedlug wielomianow
Hermite’a.

7. PODSUMOWANIE

Jadra reprodukujace w bazach
wielomianowych sa rozpatrywane w [3]. Podana
jest tam analityczna posta¢ koncowa jadra
Legrndre’a lecz bez sposobu  jego
wyprowadzenia.

Autor podal sposob wyprowadzania jader
reprodukujacych w bazach opartych o klasyczne
wielomiany ortogonalne oraz wyprowadzit jadra
reprodukujace dla wielomianéw Legendre’a,
Czebyszewa pierwszego rodzaju, Laguere’a,
Hermite’a. W przypadku  wielomiandéw
Legendre’a autor uzyskat taki sam rezultat jaki
byt podany w [3]. Dla pozostalych przypadkow
wielomianow ortogonalnych zaleznosci
analityczne okreslajace jadra reprodukujace
wyprowadzone w pracy autor nie znalazl
w literaturze przedmiotu.
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