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Streszczenie 

W pracy dokonano analizy próbkowania sygna ów diagnostycznych przy wykorzystaniu 

j dra Dirichleta, Fejere’a, de la Vallee Poussina. i Poissona. Pokazano pe ne matematyczne 

wyprowadzenie tych j der; pierwsze trzy j dra s  ze sob  powi zane. Podano zale no ci 

mi dzy nimi oraz ich przebiegi graficzne. 

 

S owa kluczowe: próbkowanie sygna ów, przestrze  Hilberta, bazy harmoniczne,  

nieklasyczne j dra reprodukuj ce. 

 

SAMPLING THE DIAGNOSTIC SIGNALS 

PART II 

SAMPLING IN THE HILBERT SPACE WITH HARMONIC BASIS USING NON CLASICAL 

KERNEL 
 

Summary 

In this article the analysis of the sampling diagnostic signals using Dirichlet’s, Fejer’s, 

Poisson’s and de la Vallee Poussin’s kernels was made. The full derivation of those kernels 

have given; first three off them one connected. Dependences between them and their graphical 

representation have also given in this article. 

 

Keywords: sampling signals, Hilbert space, harmonic basis, reproducing kernel. 
 
1. WPROWADZENIE 

Historycznie rzecz bior c w praktyce 

stosowano no ne harmoniczne, z tego te  

powodu interesuj ce s  w teorii próbkowania 

sygna ów diagnostycznych osi gni cia 

z dziedziny analizy harmonicznej. W pracy 

przeanalizowano sposób próbkowania sygna ów 

diagnostycznych z wykorzystaniem baz funkcji 

harmonicznych.  

Praca jest niezale n  cz ci , jednocze nie 

stanowi kontynuacj  pracy „Próbkowanie 

sygna ów diagnostycznych. Cz  I. 

Próbkowanie w przestrzeni Hilberta 

z reprodukuj cym j drem Shanona”.  

 

2. PRZESTRZE  HILBERTA 
Z REPRODUKUJ CYM J DREM 
DIRICHLETA 

 

Najcz ciej wykorzystywan  baz  

ortonormaln  zupe n  jest zbiór funkcji 

harmonicznych rzeczywistych lub zespolonych. 

Uwarunkowane jest to praktyk  in yniersk . 

Urz dzenia konstruowane do tej pory 

wykorzystywa y w procesie formowania 

diagnostycznych sygna ów nadawczych i analizy 

diagnostycznych sygna ów odbiorczych sygna y 

harmoniczne. Sygna y takie s  aktualnie atwe do 

wygenerowania. Systemy wykorzystuj ce no ne 

nieharmoniczne istniej , ale s  rzadko ci . 

Typowym przyk adem impulsowych no nych 

jest specjalistyczna diagnostyka dla celów 

militarnych. Cz stotliwo ciowa analiza sygna ów 

diagnostycznych polega na rozk adzie sygna u na 

sk adowe harmoniczne. Z tych powodów 

wa nym staje si  w pierwszej kolejno ci 

analizowa  j dra zwi zane z wielomianami 

trygonometrycznymi. 

Zbiór funkcji ortonormalny zupe ny w H 

(funkcje harmoniczne zespolone) mo na zapisa  

w postaci: 

   N... 2,1,0,j   exp
2

1
jit   (1) 

J dro zwi zane z t  baz  zgodnie z [2] 

wynosi: 

 

Xx

nn yxyxk ,  (2) 

W zwi zku z tym uwzgl dniaj c w (2) 

zale no  (1) mamy: 

 ijijttk
n

ni

exp
2

1
exp

2

1
,  

 
n

ni

n

ni

ijstij exp
2

1
exp

2

1  (3) 

Jest to suma cz ciowa szeregu 

geometrycznego, dla którego  
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 isq exp  (4) 

Do obliczenia sumy (3) wykorzystuj  wzór 

na sum  2n+1 wyrazów szeregu 

geometrycznego: 
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 (5) 

Podstawiaj c do (5) warto  a-n oraz q 
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 (6) 

 

Mno c licznik i mianownik przez 
i2

1
, 

w celu zastosowania wzoru Eulera: 
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zale no  (6) b dzie mo na zapisa   
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s

sn

2

1
sin

2

1
sin  (7) 

Uwzgl dniaj c powy szy rezultat w (3) 

otrzymano wzór okre laj cy j dro Dirichleta: 

 

s

sn

sDtk n

2

1
sin

2

1
sin

2

1
,

 (8) 

 

Zale no  (8) zosta a przedstawiona 

w funkcji s [3] na rys. 1.  

Drugim wa nym uk adem [1], [5], [6] do 

rozwa enia jest podstawowy uk ad 

trygonometryczny 

 1..nj    sin,cos ,1 jtjt  (9) 

dla powy szego uk adu mamy: 

 
211 dt

 (10) 

 
jtjt 2coscos

 (11) 

 
jtjt 2sinsin

 (12) 

 

 
Rys. 1. J dro Dirichleta jako funkcja  

parametru s 

 

W zwi zku z tym uk ad trygonometryczny: 

 ..n 1j      sin
1

,cos
1

,
2

1
jtjt  (13) 

jest zbiorem ortonormalnym zupe nym 

w przestrzeni H. Ka dy sygna  diagnostyczny 

s(t) nale cy do przestrzeni H o takiej bazie 

mo na aproksymowa  szeregiem Fouriera: 

 
n

j

jjn jxbjxa
a

xS
1

0 sincos
2

 (14) 

gdzie  

 jxdxxsa j cos  (15) 

 jxdxxsb j sin  (16) 

s  wspó czynnikami Fouriera.  

Uwzgl dniaj c w (14) zale no ci (15) i (16) 

otrzymamy: 

jxdtjtts

jxdtjttsdttsxs
n

j

n

sinsin

coscos
2

1

1

dtjxjtjxjtts
n

j 1

sinsincoscos
2

11   

dtxtjts
n

j 1

cos
2

11  (17) 

 

W celu rozwi zania powy szej ca ki 

rozwi zane zostanie pomocnicze równanie 

w postaci: 
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Nast pnie wyra enia w liczniku 

i mianowniku zostan  zapisane przy pomocy 

funkcji sin i cos. 
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Uwzgl dniaj c (19) i (20) w (18) 

otrzymamy: 
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Z  zale no ci (21) wynika : 
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j
s

ssn
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Uwzgl dniaj c (22) w (17) otrzymamy: 

dtsDts

s

sn

ts

dtxtjtsxs

n

n

j

n

2

1
sin2

2

1
sin

1

cos
2

11

1
            (24) 

Powy sze wyra enie jest nazywane wzorem 

ca kowym dla sumy cz ciowej szeregu 

Fouriera. W tym momencie mo emy wyznaczy  

j dro Dirichleta dla bazy danej (13). 

 

n

j

n

j

n

xtj

jtjxjtjx
sD
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 (25) 

Wykorzystuj c w (25) to samo  (22) 

otrzymamy 

 

s

sn

sDn

2

1
sin

2

1
sin

2

1  (26) 

Jest to zale no  okre laj ca j dro Dirichleta 

dla ortonormalnej bazy danej zale no ci  (13). 

Na podstawie zale no ci (23) otrzymamy: 

 

s

sns

sDn

2

1
sin2

2

1
cos

2

1
cos

2

1
 (27) 

wyra enie nazywane j drem sprz onym 
Dirichleta. 
 

Zostanie teraz wyznaczona warto  

wyra enia (24) w przypadku gdy n d y do 

niesko czono ci, obliczamy granic : 

 xsxs n
n
lim  (28) 

Bior c pod uwag  zale no  (26) otrzymamy: 

dt

s

sn

tsdtsDtsxs
n

n
n

n
n

2

1
sin

2

1
sin

2

1
limlimlim

(29) 

J dro Dirichleta zostanie zapisane 

w nast puj cej postaci: 

s

snssns

s

sn

sDn

2

1
sin2

2

1
sincos

2

1
cossin

1

2

1
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2

1
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stg
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cos

2

1

2

1
2

sin1
  (30) 

Wprowadzamy funkcj  pomocnicz : 

 

s
stg

sg
1

2

1
2

1
 (31) 

Funkcja ta spe nia warunek: 

 

s
stg

sg
sss

1
lim

2

1
2

1
limlim

000

 (32) 

Wykorzystuj c regu  de L’Hospitala, 

zale no  (32) ma posta : 

 0lim
0

sg
s

 (33) 

J dro Dirichleta zapisane przy wykorzystaniu 

funkcji sg  wynosi: 
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Podstawiaj c do (35) zale no  (34) 

otrzymamy: 

dtnssgtsdt
s
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s
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1
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11
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Do obliczenia granicy wykorzystujemy 

nast puj ce twierdzenie [5]: 

Twierdzenie 1 

Je eli s(t) jest sum  ci gu funkcji, a g(t) jest 

funkcj  ograniczon  i obie maj  okres 2  to 

ca ki 

 
dtnttgts cos

 

 dtnttgts sin   (36) 

d  do zera gdy n d y do niesko czono ci. 

 

W zwi zku z tym otrzymamy: 

 dtsDtsdt
s

ns
tsxs

sin

2

1   (37) 

Zale no  

 
s

ns
sD

sin  (38) 

nazywana jest j drem Dirichleta 
zdegenerowanym, uproszczonym lub 
granicznym, [4], [5]. 

 

3. PRZESTRZE  HILBERTA 
Z REPRODUKUJ CYM J DREM 
FEJERA 

 

Zostanie rozwa ony uk ad 

trygonometryczny: 

 ..n 1j      sin
2

1
,cos

1
,

2

1
jtjt  (39) 

Jest to zbiór ortonormalnym zupe nym 

w przestrzeni H. Ka dy sygna  s(t) nale cy do 

przestrzeni H o takiej bazie mo na 

aproksymowa  szeregiem Fouriera: 

 
n

j

jjn jxbjxa
a

xs
1

0 sincos
2

  (40) 

Je eli z góry wiadomo, e szereg (40) jest 

zbie ny do funkcji s(x), to s(x) otrzymamy jako 

granic  sum cz ciowych tego szeregu. 

Inaczej wygl da sprawa w przypadku gdy nie 

da si  stwierdzi  zbie no ci szeregu lub gdy 

szereg jest rozbie ny. W takim przypadku albo 

nie wiemy czy istnieje granica sum cz ciowych, 

albo wiemy, e suma nie istnieje. 

Trzeba wi c znale  operacj  za pomoc , 

której mo na b dzie znale  funkcj  znaj c jej 

szereg Fouriera niezale nie od tego, czy jest on 

zbie ny czy nie. 

Zostanie rozpatrzony szereg: 

 .........10 nuuu  (41) 

Niech: 

 
nn uus ........0
 (42) 

 
1

........10

n

sss n
n

 (43) 

Je eli istnieje [6]: 

 
n

nlim  (44) 

to szereg (41) jest sumowalny sposobem 

rednich arytmetycznych do warto ci . 

W celu wyprowadzenia j dra Fejera 

wykorzystano twierdzenia 2, udowodnione w [6] 

oraz [5]. 

Twierdzenie 2 [6] 

Je eli szereg .........10 nuuu  jest zbie ny 

i jego suma jest równa , to szereg ten jest 

sumowalny sposobem rednich arytmetycznych 

do tej samej sumy o warto ci . 

 

W zwi zku z powy szym zale no  (43) 

wynosi: 

 
n

k

kn ss
n

s
01

1  (45) 

Bior c pod uwag  zale no  (24) wyra enie 

(45) przybierze posta : 

dtxtKtsdtxtDts
n

x n

n

k

kn

01

1

 (46) 

gdzie wyra enie: 

 
n

k

kn sD
n

sK
01

1  (47) 

nazywane jest j drem Fejera. 
J dro Fejera dla sygna ów diagnostycznych 

okre lonych przez uk ad (39) obliczono 

uwzgl dniaj c w (47) zale no  okre laj c  

j dro Dirichleta (8): 
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W liczniku wykorzystano to samo : 

coscossinsin2  (49) 

i zale no  (48) przybierze postaci: 
n

k

n

ss

skks

n
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1
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1coscos

2

1
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Suma cosinusów posiada posta : 
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Uwzgl dniaj c (51) w (50) otrzymamy: 
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Powy sza zale no  okre la j dro Fejera. 
Przyk adowy przebieg j dra Fejera pokazano na 

rys. 2 [3]. 

 

Rys. 2. J dro Fejera dla trzech warto ci  

n = 3, 5, 15 

 

Uwzgl dniaj c (52) w (46) suma szeregu ma 

postaci: 
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s

s
n

ts
n

xn

2

2

1
sin

2
1sin

1

1

2

1
 (53) 

Powy sza zale no  b dzie wykorzystywana 

do analizy j dra de la Vallee Poussina. 

 

4. PRZESTRZE  HILBERTA 
Z REPRODUKUJ CYM J DREM 
POISSONA 

 

Podstaw  do analizy j der Poissona jest 

twierdzenie dotycz ce sumowania szeregów 

Fouriera metod  Abela [5]: 

 

 

Twierdzenie 3 

Szereg 

0j

ju
 jest sumowalny metod  Abela, 

je eli szereg 

0j

jur
 dla 10 r  jest zbie ny 

i istnieje granica:  
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 (54) 

równa sumie ci gu. 

 

Rozpatrzymy przestrze  Hilberta z baz  

okre lona zale no ci  (1). Zostanie obliczona 

suma szeregu 
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Powy sza suma zostanie rozpisana przy 

pomocy dwóch sk adników, w zwi zku z tym, i  

warto  dla zera liczona jest podwójnie jest ona 

jeden raz odj ta. 
 

1
2

1

2

1

2

1

00 j

jit

j

jit

j

ijtjit

r rereereP
 

(56) 

Wykorzystuj c zale no ci dotycz ce sumy 

szeregu geometrycznego o niesko czenie wielu 

wyrazach 
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a
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lim 1  (57) 

Zale no  (56) przybierze posta  (pomini to 

czynnik
2

1 ): 
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Zale no  ko cowa (58) nazywana jest 

j drem Poissona. Suma szeregu (55) wyniesie: 
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Na rys. 3 pokazano porównanie przebiegu 

trzech j der, Dirichleta, Fejera, Poissona [4] (nie 

uwzgl dniono czynnika /1 ).  

Dla przestrzeni z baz  dan  zale no ci  (13)  

suma szeregu na posta : 
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Czynnik 
1

 zostanie pomini ty, 

uwzgl dniony zostanie dopiero w ostatecznym 

wyniku. Do obliczenia sumy wykorzystano 

zale no  (57): 
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W zwi zku powy szym suma szeregu (60) 

wyniesie: 
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 triQtrP ,,   (62) 

Warto  trP ,  nazywamy j drem 

Poissona a warto  trQ ,  sprz onym j drem 

Poissona. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
J dro Dirichleta n = 10 

 
J dro Fejera n=10 

 
J dro Poissona r = 9 

Rys. 3. Porównanie j der Dirichleta, Fejera  

i Poissona  

 

 

5. PRZESTRZE  HILBERTA 
Z REPRODUKUJ CYM J DREM  
DE LA VALLEE POUSSINA 

 

Rozpatrzmy szereg: 

 nuuu ....10  (63) 

i oznaczmy odpowiednio sumy 

nn uuus ...10
(j dro Dirichleta)  (64) 

1

...10

n

sss n

n
(j dro Fejera) (65) 

n

sss
v nnn

n
121 ...

(j dro de la Vallee  

Poussina) [7] (66) 

 

Suma nv  zostanie obliczona uwzgl dniaj c 

w (66) zale no  (24):  
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 Gdzie wielko  

 
121 n

nj

jn sD
n

sV  (68) 

nazywana jest j drem de la Vallee Poussina. 

J dro de la Vallee Poussina obliczono 

wykorzystuj c zale no  (26) okre laj c  j dro 

Dirichleta: 

 

12

1212

2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

1
sin

2

11

2

1
sin

2

1
sin

2

111

n

nj

n

nj

n

nj

jn

ss

sjs

n

s

sj

n
sD

n
sV

  (69) 

W liczniku wykorzystano to samo  (49): 
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1
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Suma cosinusów przybiera posta : 

 
snsnsn

snsnns

12cos12cos22cos

.......1cos1coscos

nsnsns 2coscos2cos  (71) 

Uwzgl dniaj c (71) w (70) j dro de la 

Vallee Poussina wynosi: 
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 (72) 

 

J dro de la Vallee Poussina jest powi zane 

a j drem Fejera. W tym celu sum : 

 
n

sss
x nn

n
2

...... 120
12

 (73) 

rozpiszemy w postaci ró nicy dwóch sum w taki 

sposób aby ich ró nica okre lona by a 

zale no ci  (66): 
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10120
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2

.........
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(74) 

Uwzgl dniaj c w (74) zale no ci (65) i (66) 

otrzymamy: 

 xvxx nnn 1122  (75) 

Zale no  (75) jest cytowana w [7] lecz nie 

jest wyprowadzona. 

Uwzgl dniaj c (46) w (75) otrzymano: 

dtsKsKts

dtsKtsdtsKtsx

nn

nnn

112
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2

 

   
dtsVts n

 

  (76) 

gdzie zale no : 

 sKsKsV nnn 1122  (77) 

okre la zwi zek pomi dzy j drem de la Vallee 

Poussina a j drem Fejera. Mo na sformu owa  

twierdzenie: 

Twierdzenie 4 

Je eli suma szeregu Fouriera metod  de la 

Vallee Poussina zwi zane jest z sum  szeregu 

Fouriera metod  rednich arytmetycznych 

zale no ci : 

 xvxx nnn 1122  

To j dro de la Vallee Poussina jest ró nic  

j der Fejera i dane jest w postaci: 

 sKsKsV nnn 1122  

 

J dro de la Vallee Poussina obliczono 

wykorzystuj c twierdzenie 4 i zale no  (52): 
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Podstawiaj c (78) i (80) do (77) j dro ma 

posta : 
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Wykorzystuj c zale no : 

 
2

2cos1
cos2 x

x  (81) 

wyra enie (80) wyniesie: 
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Jest to identyczna zale no  jak (72) 

okre laj ca j dro de la Vallee Poussina. 

Wykorzystuj c to samo  na ró nic  cosinusów 

wyra enie (82) przybierze posta : 
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n
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1
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2
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 (83) 

Jest to inna wersja (sinusowa) j dra de la 
Vallee Poussina.  

 

6. PODSUMOWANIE 
 

W pracy podano pe ne wyprowadzenie j der 

reprodukuj cych Dirichleta, Fejera, de la Valle 

Poussina oraz Poissona. Pierwsze trzy j dra s  ze 

sob  powi zane i podano zale no ci pomi dzy 

nimi oraz pokazano przebiegi graficzne. Na 

podstawie rysunków podanych w literaturze, 

najlepsze w asno ci do próbkowania maj  j dra 

Poissona. W dost pnej literaturze przedmiotu nie 

ma podanych bezpo rednich wyprowadze  tych 

j der. Istniej  odno niki [2] do literatury gdzie 

takie analizy robiono lecz te pozycje literaturowe 

s  niedost pne. Najbardziej uboga literatura 

dotyczy j dra de la Valle Poussina. Autor 

wyprowadzi  zale no  analityczn  okre laj c  

j dro de la Valle Poussina na podstawie 

informacji zamieszczonych w [7] dotycz cych 

sum szeregów metod  de la Valle Poussina. 

Podano te  zale no ci pomi dzy j drem de le 

Valle Poussina i Fejera. J dra de la Valle 

Poussina autor nie znalaz  w postaci analitycznej 

w literaturze przedmiotu. 
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