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Streszczenie
W pracy przedstawiono matematyczny opis sygnatow diagnostycznych przestrzeni Hilberta
oraz sposob konstrukcji tej przestrzeni. Podano teorig jader reprodukujacych w zastosowaniu
do prébkowania sygnatéw diagnostycznych oraz zapis klasycznego twierdzenia o probkowaniu
Shanona wykorzystujacego teori¢ jader reprodukujacych.

Stowa kluczowe: probkowanie sygnatdw, przestrzenie sygnatow, przestrzen Hilberta,
jadra reprodukujace, jadra Shanona.

SAMPLING THE DIAGNOSTIC SIGNALS
PART
SAMPLING IN THE REPRODUCING KERNEL HILBERT SPACE WITH SHANON KERNEL

Summary
In this article is defined the diagnostic signals in the reproducing kernel Hilbert space and
the way this space is constructed. The theory of the reproducing kernel Hilbert space and

Shanon theorem in this space were given.

Keywords: sampling signals, signals space, Hilbert space, reproducing kernel, Shanon kernel.

1. WPROWADZENIE

Probkowanie jest procesem reprezentowania
sygnalu o czasie cigglym za pomoca ciagu
probek pobieranych w dyskretnych chwilach
czasu. Technika probkowania jest wszechobecna
w dziedzinie cyfrowego przetwarzania sygnatow.
W  praktyce probkowanie przeprowadza sig
poprzez podanie sygnatu ciaglego na wejscie
przetwornika analogowo — cyfrowego, ktorego
sygnal wyjSciowy jest ciagiem wartosci
cyfrowych. W chwilach, w ktorych chcemy
zarejestrowaé probki sygnatu, otwierana jest
bramka elektroniczna. W ten sposéb tworzone sa
krotkie impulsy o amplitudach odpowiadajacych
warto§ciom sygnatlu ciagtego w wybranych
chwilach probkowania.

Praca jest wprowadzeniem do matematycznej
teorii probkowania sygnatow diagnostycznych
dolnopasmowych, czyli  opisu  procesu
probkowania za pomoca jader, tzn. funkcji
matematycznych,  dzigki  ktorym  sygnat
diagnostyczny moze by¢ odpowiednio wystany
w kanat telekomunikacyjny a w odbiorniku na
podstawie odebranych probek zrekonstruowany.
Wystarczy w tym celu znalez¢ najbardziej
odpowiednia bazg¢ sygnalow diagnostycznych dla
konstrukcji przetwornika.

Gltownym celem trzech cze$ci prac jest
udowodnienie w S$cisty sposob analityczny iz,

rozktadajac  sygnat w szereg wzgledem
odpowiedniej bazy (szeregi takie nazywane sa
finite and infinite sampling series) ortogonalne;j
po stronie nadawczej i przesylajac w kanale
tylko informacje o jego wspodlczynnikach
rozwini¢cia a w odbiorniku odpowiednio je
generujac 1 sumujac mozna otrzymaé sygnat
wejsciowy (bezprzewodowy system
diagnostyczny).

W tej czeSci pracy przedstawiono ogdlna
teori¢ jader reprodukujacych oraz probkowanie
klasyczne, przy pomocy jadra Shanona.

2. PRZESTRZENIE FUNKCYJNE
SYGNALOW DIAGNOSTYCZNYCH

Wystepujace W technice sygnaly
diagnostyczne nalezy rozwaza¢ jako elementy
przestrzeni  funkcyjnych.  Podejscie  takie
umozliwia  efektywne stosowanie analizy
funkcjonalnej. Podstawowym elementem analizy
funkcjonalnej jest przestrzen liniowa [8].
Definicja 1

Zbior sygnatow {S} nazywamy przestrzeniq
liniowq, jezeli dla kazdych dwoch sygnatow fi, f>
okreslona jest ich suma fi+f,=f€eS oraz
jezeli dla kazdego sygnatu f €S i dla kazdej
liczby rzeczywistej o, €R (zespolonej

a, 8 € C) okreslony jest iloczyn o f € R.
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Wprowadzone dzialania dodawania
i mnozenia musza spelnia¢ ponadto nastgpujace
aksjomaty:

o Ltf=ht ) _

przemiennos¢
dodawania;

(1) (fi+ 1)+ fi=fi+ i+ 1) tacznosé
dodawania;

(IIT) istnieje element zerowy S taki,
2 :‘9, dla kazdego /e S;

(IV) a(ﬁ + f2 ) = Cy(l + 6#‘2 prawo
rozdzielnosci;

V) (a+ﬂ )f +rof +ff prawo rozdzielnosci;
(VD) (ep)f =l ),lqcznoéé mnozenia;
(VID sf=/1 , $€S istnieje element neutralny

zbioru {S}.
Zbiory sygnatow diagnostycznych

0 ograniczonej mocy S$redniej i o ograniczonej
energii, zbiory diagnostycznych sygnalow
sinusoidalnych, a takze okresowych stanowia
przestrzenie liniowe.

Definicja 2

Jezeli kazdemu sygnatowi f z przestrzeni
liniowej S przyporzqdkowac liczbe nieujemnq
/| tak, ze spetnione sq warunki (aksjomaty

normy):
M |f|=0=r=0;
(1D HﬂszMHf, AeR lub ﬂeCH -
Jjednorodnos¢ normy;
A A+ A4+ - nieréwnose
trojkqta,  to  przestrzen S nazywamy

unormowanq, a liczbe H anazywamy normaq

sygnatu.

Jezeli w przytoczonych przyktadach norma
zdefiniowana begdzie jako pierwiastek catki
z wartosci bezwzglednej sygnatu
diagnostycznego, to wszystkie aksjomaty normy
zostang spelnione, a wymienione przestrzenie
beda przestrzeniami liniowymi unormowanymi.

Definicja 3 [2]

Niech { fn} bedzie nieskonczonym ciggiem
sygnatow w przestrzeni unormowanej {S,HH} oraz
fwyroznionym elementem tej przestrzeni. Jezeli:

= J]=0

to mowimy, ze ciqg sygnalow jest zbiezny do
sygnatu [ w sensie normy. Sygnal [ nazywamy
granicq ciqgu {f,}

lim
n—o0

Definicja 4
Ciqg sygnalow {f | przestrzeni liniowej

i unormowanej {S,HH} nazywamy  ciqgiem

Cauchy’ego gdy:

lim| £, - f,,] =0,

n—>

m-—>0
tzn. jezeli odleglos¢ pomiedzy wyrazami ciqgu
o dostatecznie duzych numerach maleje do zera.

Definicja 5

Jezeli w przestrzeni liniowej unormowanej kazdy
ciqg Cauchy’ego ma granice nalezqcq do tej
przestrzeni, to przestrzen {S’HH} nazywamy

przestrzeniq zupelnq.
Definicja 6

Przestrzen liniowa sygnatow, unormowana
i zupelna nosi nazwe przestrzeni Banacha.

Znane z geometrii euklidesowej pojecia
iloczynu skalarnego i ortogonalnosci wektorow
uogolnia sig¢ na przypadek przestrzeni sygnatow
diagnostycznych w nastgpujacy sposob.

Definicja 7
lloczynem  skalarnym  uporzqdkowanej pary

sygnatow Sisf2 €8 przestrzeni  liniowej S
nazywamy odwzorowanie, ktore tej parze
przyporzqdkowuje liczbe < 1, f2> rzeczywistq lub

zespolonq tak, ze spelnione sq nastepujqce
aksjomaty:

M (futfa)=(hto)

ey (ofy. o) =alf. [r)

AN (fi+ oo fi) = (fis o) + (1o 1)
AV)(f,f)=0dla f =6 i(f,f)>0dla f =6

Z wymienionych aksjomatow wynikaja
zaleznoSci:

(0.1)=0 (1)
VA EN VAN TS ©)
1A= I0r. 1) 3)

Definicja 8

Przestrzen liniowa sygnalow S, w ktorej
istnieje iloczyn skalarny i norma okreslona
wzorem (3), nazywamy przestrzenig unitarna.

Definicja 9
Przestrzen liniowq, unitarnqg i zupelng
sygnatow nazywamy przestrzeniq Hilberta.
Sposob  konstrukcji  przestrzeni Hilberta
odgrywajacej wazng rolg w analizie sygnatow
przedstawia rys. 1.
Przestrzen

(0,7), sygnatow

diagnostycznych catkowalnych z kwadratem
w przedziale <o’ T>, przestrzen  sygnatow

diagnostycznych o skonczonej energii i mocy,
przestrzen 12 sa przestrzeniami Hilberta.
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Wiasnosci takich sygnatéw zostana opisane
w nastgpnym rozdziale.

\ PRZESTRZENIE LINIOWE /
\ PRZESTRZENIE UNORMOWANE /

PRZESTRZENIE
UNORMOWANE

1 ZUPELNE
BANACHA

PRZESTRZENIE
HILBERTA

Rys. 1. Ilustracja konstrukcji przestrzeni Hilberta

3. WEASNOSCI SYGNALOW

DIAGNOSTYCZNYCH

W PRZESTRZENI HILBERTA

Wiasciwosci  abstrakcyjnej — przestrzeni
Banacha czy  przestrzeni  Hilberta sag

automatycznie stuszne dla kazdej konkretnej
przestrzeni Hilberta i Banacha. Nie jest zatem
konieczne badanie kazdej z poszczegdlnych
przestrzeni osobno. Jest to niewatpliwie zaleta
abstrakcyjnego ujgcia teorii sygnatow.

Ze wzgledu na  specyfikg analizy
wyodrgbniamy przestrzen pre — Hilbertowska
zdefiniowana [2]:

Definicja 10

Liniowa wektorowa przestrzen  sygnatow
wyposazona w iloczyn skalarny nazywana jest
przestrzeniq pre — Hilbertowskq.

Norma w przestrzeni pre — Hilbertowskiej
zadana jest przez iloczyn skalarny (3). Kwadrat
normy jest interpretowany jako energia sygnatu.
Przestrzen LQP(O,T) jest przestrzenia sygnatow
impulsowych o ograniczonej energii. Mozna
zatem powiedzie¢, iz jezeli fl jest sygnalem
napigciowym a f2 pradowym to iloczyn skalarny
tych sygnatow w przestrzeni Hilberta okresla
catkowita energi¢ dostarczona do ukladu
w przedziale (0,7).

Lemat 11 [2]
Niech H jest pre — Hilbertowskq przestrzeniq
nad  cialtem C. To dla kazdego

X,y € H spetnione sq nastepujqce tozsamosci:

) nierownosc¢ Schwartza
[Ce, ) < oA )
(1) prawo rownolegloboku

) el sl =2 b)) ©

W przestrzeni pre — Hilbertowskiej nad
ciatlem R mozna zdefiniowaé¢ kat pomiedzy

dwoma sygnatami Y € 7 w postaci [5]:
cosg = M (6)
[l

Kat ten jest postaci KT gdzie k jest dowolna
liczba.

Zdefiniowanie kata pomigdzy sygnalami
prowadzi do pojecia ortogonalnosci sygnatow

[2]:

Definicja 12

Niech H jest przestrzeniq pre — Hilbertowskq,
mowimy, iz x,y € H sq ortogonalne jezeli
<x, y> =0. Niech S jest podzbiorem przestrzeni

H. Zbior ortogonalny do S oznaczony jest
przez S* i zdefiniowany jest w postaci:
St = {er | (x,y)=0 dlakazazde xS } (7

Z pojeciem  ortogonalnosci  sygnalow
zwiazana jest addytywno$¢ energii lub mocy
sredniej sygnalu wzgledem rozktadu sygnatu na
sktadowe.

Ortogonalno$¢ w przestrzeni pre—
Hilbertowskiej nad cialem R implikuje zalezno$¢
Pitagorasa [2]:

Twierdzenie 14
Niech H jest przestrzeniq pre — Hilbertowskq.
Jezeli x i y sq ortogonalne to:

e+ oA” =l + I ®)

Mozna zapisa¢ [2]:

2 2 2
(wr)=0 o o =" +p"  ©

W przestrzeni pre—Hilbertowskiej nad ciatem
C twierdzenie (14) nie jest prawdziwe.

Norma w przestrzeni pre—Hilbertowskiej
spetnia jeszcze ponizsze warunki [S]:
Twierdzenie 15
() dla  przestrzeni  pre—Hilbertowskiej nad

ciatem R

Hey)y=lerof +=f 00
(I dla przestrzeni pre — Hilbertowskiej nad

ciatem C
4w y) =+ o == +iper i =de-i] AD

Norma w przestrzeni pre — Hilbertowskiej
indukuje odleglo$¢ pomigdzy sygnatami.

Definicja 16

Odwzorowanie d:HxH — R, jest
nazywane odleglosciq sygnatow w przestrzeni
pre — Hilbertowskiej jezeli dla kazdego
X, ¥,z € H zachodzq zwiqzki:

M d(x,y)>0id(xy)=0 < x=y; (12)
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(ID) d(x,y)=d(y,x); (13)

I d(x,y)zd(x,z)+d(z,p); (14)
odlegtos¢ d (x, y) ana jest wtedy w postaci.:
d(x,y =Hx—yH. (15)

Definicja 17

Przestrzen pre—Hilbertowska zupetng
sygnatow w metryce danej przy pomocy
normy(15) nazywamy przestrzeniq Hilberta.

W celu wyjasnienia teorii konstrukcji jader
reprodukcyjnych wykorzystywanych do
probkowania sygnalow diagnostycznych nalezy
rozwazy¢ aproksymacj¢ dyskretng sygnatéw
w przestrzeni Hilberta.

Aproksymacje  dyskretne
przyblizaniu sygnatu f szeregiem:

£0)= Y a,e,0) (16)

n=1

polegaja  na

gdzie:
a, — wspoltczynniki szeregu,
e, (¢) - funkcje bazowe,

tak, aby blad aproksymacji byt mozliwie jak
najmniejszy.

Aproksymacje przeprowadza si¢ w dwoch
fazach, w  pierwszej fazie  procedury
aproksymacyjnej wybiera si¢ zbidr funkcji
bazowych ¢, (¢), charakteryzujacych si¢ zwykle
okreslonym typem zmiennosci w czasie. Po
ustaleniu tych funkcji, w drugiej fazie, wyznacza
si¢ liczby a,, tak, aby btad aproksymacji sygnatu
szeregiem (16) byl najmniejszy w sensie
pewnego ustalonego kryterium miary bledu.
Zreguly funkcje e, (t) sa dobierane w taki
sposob, ze ze wzrostem ich liczby, tzn. ze
wzrostem n, btad aproksymacji maleje. Moéwimy
woweczas, ze ciag funkcji jest zbiezny w sensie
ustalonego kryterium zbieznos$ci do sygnatu f.

Definicja 18 [6]

Nieskonczony ciqg {el 185,08, ,}
elementow  przestrzeni  Hilberta nazywamy
ciqgiem liniowo niezaleznym, gdy dowolna
kombinacja liniowa tych elementow spelnia
warunek:

Za”e” =0—>dlakazazdene N a, =0
n=1

Z definicji liniowej niezalezno$ci elementow
e, wynika, ze zaden z elementow e, nie moze

by¢ przedstawiony jako kombinacja liniowa
pozostatych elementow.

Definicja 19 [4]
Zbior  elementow  liniowo  niezaleznych
{el 2€55....€, ,} przestrzeni Hilberta nazywamy

uktadem ortogonalnym, gdy wszystkie elementy

e, sq parami ortogonalne.

(e,-,ek>:0 edy j#k.

Definicja 20 [4]

Zbior  elementow  liniowo  niezaleznych
{el ,€y,5000€, ,} przestrzeni Hilberta nazywamy
ukladem zupelnym, jesli dla elementu x

przestrzeni  Hilberta — warunek <x,en>:0

pociqga warunek x =0

Definicja 21 [4]
Bazq ortonormalng w przestrzeni Hilberta
nazywamy  kazdy  uklad {el,ez,....en,....}

ortogonalny, unormowany q‘en D: I,neN

i zupeliny.

Twierdzenie 22 [4]

W przestrzeni Hilberta istnieje przeliczalna
baza ortonormalna wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrzen jest osrodkowa.

Przyktadami przestrzeni os$rodkowych sa
przestrzenie 1>, L2, L? (0, T). Nalezy zauwazy¢,
ze w osrodkowej przestrzeni Hilberta istnieje na
0go6! nieskonczenie wiele baz sygnatow.

Definicja 23 [2]
Sygnat vseH nazywamy rzutem
ortogonalnym sygnatu y € H na podprzestrzen
Sc H,jesli yg €8 irdinica d=y—y, jest
ortogonalna do S.
Na rys. 2 przedstawiono ilustracje graficzna
tej definicji.

X3

Rys. 2. Rzut ortogonalny na podprzestrzen
yeR’,a y  jest jego rzutem na podprzestrzen
rozpigta przez {xl X, }, przy czym d =y — y¢
jest sygnatem ortogonalnym do podprzestrzeni
rozpigtej przez {x, x, }

Zachodzi wowczas rownos¢:
A™ =l +lalf (17)
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Zauwazmy, ze kazdy sygnal ye H ma co
najwyzej jeden rzut ortogonalny na dang

podprzestrzen ScH. Istnienie rzutu
ortogonalnego rozstrzyga nastgpujace
twierdzenie

Twierdzenie 24 [4]
Niech S bedzie domknietq podprzestrzeniq
przestrzeni  Hilberta ~H.  Dla  kazdego

sygnatu y € H istieje dokladnie jeden sygnat
yg € Staki, ze HY‘J’sH =d(y,S). Sygnal y
spetnia Jednoczesnie

(y—yg.u)=0 dlakazdego u € S.

warunek

Jesli {(Dﬂ } jest baza ortonormalna w S, to rzut
ortogonalny sygnatu / € H na S jest okre§lony

s =2(f-0.)0, (18)

n

w przypadku jesli {(p } jest baza ortogonalng to

n

rzut ortogonalny sygnatu fe Hna S jest
okreslony

<f s¢n> (19)
. ;wn,(ﬂn )

Powyzsze zalezno$ci stanowia podstawe do
zdefiniowania funkcji zwanej jadrem
reprodukujacym wykorzystywanym do teorii
probkowania sygnalow.

4. JADRO REPRODUKUJACE
W PRZESTRZENI HILBERTA

Jadro reprodukujace jest funkcja DxD — R
(w ogolnosci D < R"). Funkcje te naleza do
przestrzeni sygnatow (typowo do L7, zbiér
sygnatow  catkowalnych ~z  kwadratem).
Przestrzen Hilberta wyposazona w jadro
nazywana jest przestrzenia Hilberta
z reprodukujacym jadrem.

Definicja 25 [1]

Funkcja k(.,.) z DxD — R jest dodatnim
Jadrem jezeli jest symetryczna i jezeli dla
kazdego podzbioru {Di}’ i=1n, zbioru D, i dla
kazdego szeregu skalarow {ai },i =1,n byl
spetniony jest warunek

Zn:i:aiajk(x,,xj) >0 (20

i1 j=1

W zwiazku z tym mozemy zapisaé
ke, ))> 0 el ((f.f),f), 202D
W pracy [1] udowodniono, iz:

Kx,)>0evfeH ((f.f),f), 2022

oraz wprowadzono bijekcj¢ pomigdzy pojgciem
dodatniego jadra a przestrzenia Hilberta
z reprodukujacym jadrem.

Twierdzenie 26 1]
Dla kazdej przestrzeni Hilberta
z reprodukujqcym Jadrem odpowiada

Jjednoznacznie  zdefiniowana  funkcja zwana
reprodukujqcym jadrem i odwrotnie dla kazdej
funkcji f spelniajqcej warunki definicji (25)
mozna zbudowac przestrzen Hilberta z tq funkcjq
jako jadrem reprodukujqcym.

W pracy [7] uogdlniono pojecie jadra przy
pomocy pojecia dualnej bazy.
k(x,y))>0< VS eE <<f,f>Ef>E, >0 gdzieEeH
(23)
Definicja 27 3]
Biortogonalny system w przestrzeni Hilberta
sktada sie z dwoch podzbioréw{p }i {%}

nalezqcych do H, zbior {% ,(p:} ma wlasnosé

<¢n b ¢jn > = §nm (24)
gdzie
5. :{0 n+m 25)
1 n=m

jest symbolem delta Kroneckera.

Twierdzenie 28 [3]
Jezeli {%} jest bazq dla H, to okresla ona

Jjednoznacznie podzbior {,p} w H tak, ze {(pﬂ,%*}
Jest biortogonalnym systemem
c,(f)= (f,go,,) i {(p:}jest takze bazq w H.

Definicja 29 [3]
Kiedy{qyn} jest bazq w H, to biortogonalny

system okreslony w twierdzeniu (28) wyznacza
par baz w H, gdzie obie sq do siebie dualne.

Niech H bedzie os$rodkowa przestrzenia
Hilberta, ktorej elementami s3 funkcje
z dziedziny D. Zalézmy, ze istnieje jadro k
zdefiniowane na D XD speliajace  dwa
warunki:

- dla funkcji f okre$lonych na zbiorze X € H ,
k(x, y) nalezy do H dla kazdego y € D ;
- dla kazdego rc
fG)=(f k() yeD (26)
jest reguta reprodukujaca.

Definicja 30 [3]

Jadro k spelniajqce dwa powyisze warunki
nazywane  jest  jqdrem  reprodukujqcym.
Przestrzen Hilberta wyposazona
w  reprodukujqce  jgdro  jest  nazywana
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przestrzeniq Hilberta z reprodukujgcym jqdrem

(RKHS)

Przestrzen Hilberta z reprodukujacym jadrem

cechuje si¢ nastepujacymi wiasciwosciami [3]:

1. Przestrzen funkcji nalezacych do przestrzeni
Hilberta jest przestrzenia z reprodukujacym
jadrem wtedy i tylko wtedy jezeli punktowe
oszacowanie Lf = f(y) jest ograniczonym

liniowym funkcjonatem na H.

2. Okre$lona przestrzen Hilberta posiada
najwyzej jedno jadro reprodukujace.

3. Jezeli {(pv} ,n € X jest ortonormalng baza

dla przestrzeni Hilberta z reprodukujacym
jadrem to:
k(x’ y) = Z ¢n (x)¢n (y) (27)
xe X
a co za tym idzie:

k(x,y) = k(y, x) (28)

4. Jezeli {(/’v} ,ne X jest baza dla przestrzeni

Hilberta ~ z  reprodukujacym  jadrem
i biortogonalna baza {(p*‘, }, neX tow sensie
silnej zbieznos$ci
kx,v)= 20, (0" () (29)
xgX
5. Zbieznos¢ szeregu w przestrzeni Hilberta
z reprodukujacym jadrem implikuje
zbiezno$¢ punktowa w D do tej samej sumy,
zbiezno$¢ jest jednostajna na kazdym
podzbiorze D, w ktorym k(x,x) jest
ograniczony.
Przestrzen Hilberta z reprodukujacym jadrem
stanowi doskonate narzgdzie analizy sygnalow
diagnostycznych poddanych probkowaniu.

5. ZASTOSOWANIE TEORII JADER

REPRODUKUJACYCH

W PROBKOWANIU SYGNALOW

DIAGNOSTYCZNYCH

Niech H jest przestrzenia  Hilberta
z reprodukujacym  jadrem dla funkcji
zdefiniowanych ~w  dziedzinie D. Niech

przestrzen posiada reprodukujace jadro k(x, y)
i(2,), "€X jest
nalezacych D.

szeregiem  punktéw

Definicja 31 [3]
Szereg funkcyjny {q)n }, n e X, nalezqcy do
H ma wlasnosci probkujace wzgledem (1, ) jezeli

¢)n (ilﬂ ) = 5’1’” n’ m e X (30)
gdzie
5%:{0 n+m 31)
1 n=m

jest symbolem delta Kroneckera.

Lemat 32
Niech (/1”) jest takim szeregiem punktow

nalezqcych do D, ze {k(*,/ln )} jest bazq dla
przestrzeni Hilberta i niech {S*} bedzie dualnq
bazq. To dla kaidego f e H mamy regule
probkowania:

r=>1(,)s. (32)

neX
ze zbieznosciq wedtug normy.
Jezeli w  szczegdlnosci

{k(*, A, )} Jest
ortogonalng bazq dla H to
k(*,2,)
— Q) —2"nt 33
f ;f( n)k(/ln,ﬂ,n) ( )

gdzie
2

k(4. 2,)=k(*.2,)

(34)

Lemat 33 [3]
Niech {gon } jest bazq w H takq, ze:

Albo mamy:

F=Y sy IS EH6)
i=1
albo:
zbidr {(ﬂn} ma wiasnosci probkujqce w {/1"}
(sekwencja punktow nalezgcych do D)

to:
0, =k(,4,) (36)
Na podstawie podanych definicji i lematow
rozwazmy rekonstrukcje sygnalow

diagnostycznych zdefiniowanych w dziedzinie
o skonczonej mierze Lebesgue”a na podstawie
probek w skonczonej liczbie punktow. Jest to
zadanie podobne do problemu interpolacji
sygnalu w skonczonej liczbie punktow.

Funkcje te sa reprezentowane przez
skonczone szeregi probkujace bedace w ogolnym
sensie wielomianami. Szeregi te sa ograniczone
do ortogonalnych zbioréw. Sygnaty
diagnostyczne podlegajace probkowaniu sa
analogowe 1 waskopasmowe.

Natychmiast mozna rozpozna¢ przypadek
trygonometrycznych wielomianow
charakteryzujacych skonczona ilos¢
czgstotliwosciowych sktadnikow. Wielomiany te
sa najprostrzymi funkcjami interesujacymi
w teorii probkowania. Aproksymuja one sygnaty
nalezace do wielu klas.

Niech {p,} jest ortonormalng baza dla

Lz(E), gdzie Ee€ H. To rozwazana klasa

sygnatow okreslona na E jest w skonczenie
wymiarowej przestrzeni H dla wszystkich
wielomianéw dana w postaci:

fe)= gccgoi (1) (37)
le.fec
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Jezeli g jest inna funkcja tego typu
0 wspolezynnikach {Cn }e C to:

<f,g>zzcl_;lf (38)
i=1
W zwiazku z tym mozemy zapisac:

k(0.2)= Y 0,00, (2) (39)

10)=2e,0,(D={1k,(.2) 40

Dla zbioru punktow {1, } takich, ze
{k,(¢,4,)} jest ortogonalnym zbiorem w H

zachodzi:

(b, (2 )k, (22, ) = b, (2,2, )5, @4D)

kn (t’ 2’l' )
kn (ﬂ’i/li

jest ortomormalna baza w H.
Zalezno$¢ okreslajaca sygnal jako sume
probek wynosi [3]:

(42)

Z k,(t,,24,)
t)= A, ) (43)

F0)=21 ')7_)/% )
Teraz uwzgledniajac teorig jader
reprodukujacych mozna sformutowac

twierdzenie Shanona w postaci:

Twierdzenie 34 Shanona
Niech g bedzie sygnalem o ograniczonej
czestotliwosci, nie wiekszej niz W

sup p(G) < [-w.w] (44)
oraz o skonczonej energii
G e L*(R) (45)
To dla kazdego T, >0
Z‘g(nTS]2 < 40 (46)
i dla kazdego
T, < (47)
2w
zachodzi
g(t)= Zg(nTs)l‘n(t’”Ts) (48)
gdzie:
. IT
sm;(t—nTs) (49)
k,(t,nTg)=———
LLYPRS!
T, s
Jest jadrem reprodukujqcym Shanona.
Jezeli ponadto
Z‘g(nTS} < 400 (50)

to szereg (48) jest zbiezny jednostajnie w R, dla
kazdego t € R

Mozna powiedzie¢, iz twierdzenie to okresla
przestrzen Hilberta z reprodukujacym jadrem
Shanona danym zaleznoscia (49). Przyktadowy
przebieg funkcji jadra Shanona pokazano na
rys. 3.

sinc(t)

—

/N, /\ .
B -z\/ _0; W \A/\t C
“oal

Przebieg ~ zmienno$ci  jadra

Rys. 3.
reprodukcyjnego Shanona g, ()= sin(I17)

Iz

PODSUMOWANIE

W  pracy sformulowano teori¢ jader
reprodukujacych ~w  przestrzeni  Hilberta
w zastosowaniu do probkowania sygnalow
diagnostycznych.

Analizg jader reprodukujacych rozpatrzono
glownie dla  sygnatow  diagnostycznych
spetniajacych zatozenia twierdzenia Shanona
o waskopasmowosci. W dostgpnej inzynierskiej
literaturze przedmiotu twierdzenie Shanona
podawane jest bez dowodu. W literaturze
matematycznej [2] podany jest szkic dowodu
tego twierdzenia.

Teoria jader reprodukujacych zostata podana
w rozdziale (4) i (5). W literaturze przedmiotu
teoria ta jest wykorzystywana w analizie
harmonicznej. W  rozdziale (5) podano
zastosowanie teorii jader reprodukujacych
w probkowaniu sygnatéw oraz sformutowano
twierdzenie Shanona wykorzystujac t¢ teorig.
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