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Streszczenie 
W pracy przedstawiono matematyczny opis sygna ów diagnostycznych przestrzeni Hilberta 

oraz sposób konstrukcji tej przestrzeni. Podano teori  j der reprodukuj cych w zastosowaniu 

do próbkowania sygna ów diagnostycznych oraz zapis klasycznego twierdzenia o próbkowaniu 

Shanona wykorzystuj cego teori  j der reprodukuj cych. 

 

S owa kluczowe: próbkowanie sygna ów, przestrzenie sygna ów, przestrze  Hilberta,  

j dra reprodukuj ce, j dra Shanona. 

 

SAMPLING THE DIAGNOSTIC SIGNALS 

PART I 

SAMPLING IN THE REPRODUCING KERNEL HILBERT SPACE WITH SHANON KERNEL 

 
Summary 

In this article is defined the diagnostic signals in the reproducing kernel Hilbert space and 

the way this space is constructed. The theory of the reproducing kernel Hilbert space and 

Shanon theorem in this space were given. 

 

Keywords: sampling signals, signals space, Hilbert space, reproducing kernel, Shanon kernel. 
 
1. WPROWADZENIE 
 

Próbkowanie jest procesem reprezentowania 

sygna u o czasie ci g ym za pomoc  ci gu 

próbek pobieranych w dyskretnych chwilach 

czasu. Technika próbkowania jest wszechobecna 

w dziedzinie cyfrowego przetwarzania sygna ów. 

W praktyce próbkowanie przeprowadza si  

poprzez podanie sygna u ci g ego na wej cie 

przetwornika analogowo – cyfrowego, którego 

sygna  wyj ciowy jest ci giem warto ci 

cyfrowych. W chwilach, w których chcemy 

zarejestrowa  próbki sygna u, otwierana jest 

bramka elektroniczna. W ten sposób tworzone s  

krótkie impulsy o amplitudach odpowiadaj cych 

warto ciom sygna u ci g ego w wybranych 

chwilach próbkowania. 
Praca jest wprowadzeniem do matematycznej 

teorii próbkowania sygna ów diagnostycznych 

dolnopasmowych, czyli opisu procesu 

próbkowania za pomoc  j der, tzn. funkcji 

matematycznych, dzi ki którym sygna  

diagnostyczny mo e by  odpowiednio wys any 

w kana  telekomunikacyjny a w odbiorniku na 

podstawie odebranych próbek zrekonstruowany. 

Wystarczy w tym celu znale  najbardziej 

odpowiedni  baz  sygna ów diagnostycznych dla 

konstrukcji przetwornika.  

G ównym celem trzech cz ci prac jest 

udowodnienie w cis y sposób analityczny i , 

rozk adaj c sygna  w szereg wzgl dem 

odpowiedniej bazy (szeregi takie nazywane s  

finite and infinite sampling series) ortogonalnej 

po stronie nadawczej i przesy aj c w kanale 

tylko informacje o jego wspó czynnikach 

rozwini cia a w odbiorniku odpowiednio je 

generuj c i sumuj c mo na otrzyma  sygna  

wej ciowy (bezprzewodowy system 

diagnostyczny). 
W tej cz ci pracy przedstawiono ogóln  

teori  j der reprodukuj cych oraz próbkowanie 

klasyczne, przy pomocy j dra Shanona. 

 

2. PRZESTRZENIE FUNKCYJNE 
SYGNA ÓW DIAGNOSTYCZNYCH 

 

Wyst puj ce w technice sygna y 

diagnostyczne nale y rozwa a  jako elementy 

przestrzeni funkcyjnych. Podej cie takie 

umo liwia efektywne stosowanie analizy 

funkcjonalnej. Podstawowym elementem analizy 

funkcjonalnej jest przestrze  liniowa [8]. 

Definicja 1 

Zbiór sygna ów {S} nazywamy przestrzeni  

liniow , je eli dla ka dych dwóch sygna ów f1, f2 

okre lona jest ich suma Sfff 21
 oraz, 

je eli dla ka dego sygna u Sf  i dla ka dej 

liczby rzeczywistej   , R (zespolonej 

C, ) okre lony jest iloczyn Rf . 
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Wprowadzone dzia ania dodawania 

i mno enia musz  spe nia  ponadto nast puj ce 

aksjomaty: 

(I) 1221 ffff   przemienno  

dodawania; 

(II) 311321 ffffff
  czno  

dodawania; 

(III) istnieje element zerowy S  taki, 

e f , dla ka dego Sf ; 

(IV) 2121 ffff  prawo 

rozdzielno ci; 

(V) fff prawo rozdzielno ci; 

(VI) ff , czno  mno enia; 

(VII) fsf , Ss , istnieje element neutralny 

zbioru {S}. 

Zbiory sygna ów diagnostycznych 

o ograniczonej mocy redniej i o ograniczonej 

energii, zbiory diagnostycznych sygna ów 

sinusoidalnych, a tak e okresowych stanowi  

przestrzenie liniowe.  

 

Definicja 2 

Je eli ka demu sygna owi f z przestrzeni 

liniowej S przyporz dkowa  liczb  nieujemn  

f  tak, e spe nione s  warunki (aksjomaty 

normy): 

(I) ff 0 ; 

(II) C  lub      ,|| Rff  - 

jednorodno  normy; 

(III) 
2121 ffff  - nierówno  

trójk ta, to przestrze  S nazywamy 

unormowan , a liczb  f nazywamy norm  

sygna u. 

Je eli w przytoczonych przyk adach norma 

zdefiniowana b dzie jako pierwiastek ca ki 

z warto ci bezwzgl dnej sygna u 

diagnostycznego, to wszystkie aksjomaty normy 

zostan  spe nione, a wymienione przestrzenie 

b d  przestrzeniami liniowymi unormowanymi. 

 

Definicja 3 [2] 

Niech 
nf  b dzie niesko czonym ci giem 

sygna ów w przestrzeni unormowanej .,S  oraz 

f wyró nionym elementem tej przestrzeni. Je eli: 

0lim ff n
n  

to mówimy, e ci g sygna ów jest zbie ny do 

sygna u f w sensie normy. Sygna  f nazywamy 

granic  ci gu 
nf  

 

Definicja 4 

Ci g sygna ów 
nf  przestrzeni liniowej  

i unormowanej .,S  nazywamy ci giem 

Cauchy’ego gdy: 

,0lim mn

m
n

ff  

tzn. je eli odleg o  pomi dzy wyrazami ci gu  

o dostatecznie du ych numerach maleje do zera. 

 

Definicja 5 

Je eli w przestrzeni liniowej unormowanej ka dy 

ci g Cauchy’ego ma granice nale c  do tej 

przestrzeni, to przestrze  .,S  nazywamy 

przestrzeni  zupe n . 

 

Definicja 6 

Przestrze  liniowa sygna ów, unormowana  

i zupe na nosi nazw  przestrzeni Banacha. 

 

Znane z geometrii euklidesowej poj cia 

iloczynu skalarnego i ortogonalno ci wektorów 

uogólnia si  na przypadek przestrzeni sygna ów 

diagnostycznych w nast puj cy sposób. 

 

Definicja 7 

Iloczynem skalarnym uporz dkowanej pary 

sygna ów Sff 21 ,  przestrzeni liniowej S 

nazywamy odwzorowanie, które tej parze 

przyporz dkowuje liczb  
21 , ff  rzeczywist  lub 

zespolon  tak, e spe nione s  nast puj ce 

aksjomaty: 

(I)  
*

2121 ,, ffff  

(II)  
2121 ,, ffff  

(III)  
2131321 ,,, fffffff  

(IV) ffffff  dla 0, i   dla 0,  

 

Z wymienionych aksjomatów wynikaj  

zale no ci: 

 0, f   (1) 

 
222121 ,,, ffffff   (2) 

 fff ,  (3) 

Definicja 8 

Przestrze  liniowa sygna ów S, w której 

istnieje iloczyn skalarny i norma okre lona 

wzorem (3), nazywamy przestrzeni  unitarn . 

 

Definicja 9 

Przestrze  liniow , unitarn  i zupe n  

sygna ów nazywamy przestrzeni  Hilberta. 

Sposób konstrukcji przestrzeni Hilberta 

odgrywaj cej wa n  rol  w analizie sygna ów 

przedstawia rys. 1. 

Przestrze  TLp ,02 , sygna ów 

diagnostycznych ca kowalnych z kwadratem 

w przedziale T,0 , przestrze  sygna ów 

diagnostycznych o sko czonej energii i mocy, 

przestrze  l2 s  przestrzeniami Hilberta. 
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W asno ci takich sygna ów zostan  opisane 

w nast pnym rozdziale. 

 

 
Rys. 1. Ilustracja konstrukcji przestrzeni Hilberta 

 

3. W ASNO CI SYGNA ÓW 
DIAGNOSTYCZNYCH 
W PRZESTRZENI HILBERTA 

 
W a ciwo ci abstrakcyjnej przestrzeni 

Banacha czy przestrzeni Hilberta s  

automatycznie s uszne dla ka dej konkretnej 

przestrzeni Hilberta i Banacha. Nie jest zatem 

konieczne badanie ka dej z poszczególnych 

przestrzeni osobno. Jest to niew tpliwie zalet  

abstrakcyjnego uj cia teorii sygna ów. 

Ze wzgl du na specyfik  analizy 

wyodr bniamy przestrze  pre – Hilbertowsk  

zdefiniowan  [2]: 

 

Definicja 10 

Liniowa wektorowa przestrze  sygna ów 

wyposa ona w iloczyn skalarny nazywana jest 

przestrzeni  pre – Hilbertowsk . 

 

Norma w przestrzeni pre – Hilbertowskiej 

zadana jest przez iloczyn skalarny (3). Kwadrat 

normy jest interpretowany jako energia sygna u. 

Przestrze  TLP ,02  jest przestrzeni  sygna ów 

impulsowych o ograniczonej energii. Mo na 

zatem powiedzie , i  je eli f1 jest sygna em 

napi ciowym a f2 pr dowym to iloczyn skalarny 

tych sygna ów w przestrzeni Hilberta okre la 

ca kowit  energi  dostarczon  do uk adu 

w przedziale ,T0 . 

 

Lemat 11 [2] 

Niech H jest pre – Hilbertowsk  przestrzeni  

nad cia em C. To dla ka dego 

Hyx, spe nione s  nast puj ce to samo ci: 

(I) nierówno  Schwartza 

 yxyx,  (4) 

(II) prawo równoleg oboku 

(III) 
2222

2 yxyxyx     (5) 

W przestrzeni pre – Hilbertowskiej nad 

cia em R mo na zdefiniowa  k t pomi dzy 

dwoma sygna ami Hyx, w postaci [5]: 

 
yx

yx,
  cos  (6) 

K t ten jest postaci k , gdzie k jest dowoln  

liczb . 

Zdefiniowanie k ta pomi dzy sygna ami 

prowadzi do poj cia ortogonalno ci sygna ów 

[2]: 

 

Definicja 12 

Niech H jest przestrzeni  pre – Hilbertowsk , 

mówimy, i  Hyx,  s  ortogonalne je eli 

0, yx . Niech S jest podzbiorem przestrzeni 

H. Zbiór ortogonalny do S oznaczony jest 

przez S i zdefiniowany jest w postaci: 

   ka a de dla  0,   |   SxyxHxS .  (7) 

 

Z poj ciem ortogonalno ci sygna ów 

zwi zana jest addytywno  energii lub mocy 

redniej sygna u wzgl dem rozk adu sygna u na 

sk adowe. 

Ortogonalno  w przestrzeni pre– 

Hilbertowskiej nad cia em R implikuje zale no  

Pitagorasa [2]: 

 

Twierdzenie 14 

Niech H jest przestrzeni  pre – Hilbertowsk . 

Je eli x i y s  ortogonalne to: 

 
222

yxyx  (8) 

 

Mo na zapisa  [2]: 
222

      0, yxyxyx  (9) 

W przestrzeni pre–Hilbertowskiej nad cia em 

C twierdzenie (14) nie jest prawdziwe. 

Norma w przestrzeni pre–Hilbertowskiej 

spe nia jeszcze poni sze warunki [5]: 

Twierdzenie 15 

(I) dla przestrzeni pre–Hilbertowskiej nad 

cia em R 

 
22

,4 yxyxyx  (10) 

(II) dla przestrzeni pre – Hilbertowskiej nad 

cia em C 

iyxiiyxiyxyxyx
22

,4  (11) 

Norma w przestrzeni pre – Hilbertowskiej 

indukuje odleg o  pomi dzy sygna ami. 

 

Definicja 16 

Odwzorowanie RHHd :  jest 

nazywane odleg o ci  sygna ów w przestrzeni 

pre – Hilbertowskiej je eli dla ka dego 

Hzyx ,,  zachodz  zwi zki: 

(I) yxyxdyxd     0,  i  0, ; (12) 
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(II) xydyxd ,, ; (13) 

(III) yzdzxdyxd ,,, ; (14) 

odleg o  yxd , dana jest wtedy w postaci: 

 yxyxd , . (15) 

 

Definicja 17 

Przestrze  pre–Hilbertowska zupe n  

sygna ów w metryce danej przy pomocy 

normy(15) nazywamy przestrzeni  Hilberta. 

 

W celu wyja nienia teorii konstrukcji j der 

reprodukcyjnych wykorzystywanych do 

próbkowania sygna ów diagnostycznych nale y 

rozwa y  aproksymacj  dyskretn  sygna ów  

w przestrzeni Hilberta. 

Aproksymacje dyskretne polegaj  na 

przybli aniu sygna u f szeregiem: 

 
n

n

nn teatf
1

 (16) 

gdzie: 

an – wspó czynniki szeregu, 

ten
 - funkcje bazowe, 

tak, aby b d aproksymacji by  mo liwie jak 

najmniejszy. 

Aproksymacj  przeprowadza si  w dwóch 

fazach, w pierwszej fazie procedury 

aproksymacyjnej wybiera si  zbiór funkcji 

bazowych ten
, charakteryzuj cych si  zwykle 

okre lonym typem zmienno ci w czasie. Po 

ustaleniu tych funkcji, w drugiej fazie, wyznacza 

si  liczby an, tak, aby b d aproksymacji sygna u 

szeregiem (16) by  najmniejszy w sensie 

pewnego ustalonego kryterium miary b du. 

Z regu y funkcje ten  s  dobierane w taki 

sposób, e ze wzrostem ich liczby, tzn. ze 

wzrostem n, b d aproksymacji maleje. Mówimy 

wówczas, e ci g funkcji jest zbie ny w sensie 

ustalonego kryterium zbie no ci do sygna u f. 

 

Definicja 18 [6]  

Niesko czony ci g ,....,...., 21 neee  

elementów przestrzeni Hilberta nazywamy 

ci giem liniowo niezale nym, gdy dowolna 

kombinacja liniowa tych elementów spe nia 

warunek: 

0    n ka a de dla 0
1

nn

n

n aNea  

 

Z definicji liniowej niezale no ci elementów 

ne wynika, e aden z elementów ne  nie mo e 

by  przedstawiony jako kombinacja liniowa 

pozosta ych elementów. 

 

Definicja 19 [4] 

Zbiór elementów liniowo niezale nych 

,....,...., 21 neee  przestrzeni Hilberta nazywamy 

uk adem ortogonalnym, gdy wszystkie elementy 

ne  s  parami ortogonalne. 

kee ki jgdy    0, . 

 

Definicja 20 [4] 

Zbiór elementów liniowo niezale nych 

,....,...., 21 neee  przestrzeni Hilberta nazywamy 

uk adem zupe nym, je li dla elementu x 

przestrzeni Hilberta warunek 0, nex  

poci ga warunek 0x
 

 

Definicja 21 [4] 

Baz  ortonormaln  w przestrzeni Hilberta 

nazywamy ka dy uk ad ,....,...., 21 neee  

ortogonalny, unormowany Nnen   ,1   

i zupe ny. 

 

Twierdzenie 22 [4] 

W przestrzeni Hilberta istnieje przeliczalna 

baza ortonormalna wtedy i tylko wtedy, gdy 

przestrze  jest o rodkowa. 

Przyk adami przestrzeni o rodkowych s  

przestrzenie l2, L2, L2 (0, T). Nale y zauwa y , 

e w o rodkowej przestrzeni Hilberta istnieje na 

ogó  niesko czenie wiele baz sygna ów. 

 

Definicja 23 [2] 

Sygna  HyS
 nazywamy rzutem 

ortogonalnym sygna u Hy na podprzestrze  

HS , je li SyS
 i ró nica 

Syyd  jest 

ortogonalna do S. 

Na rys. 2 przedstawiono ilustracj  graficzn  

tej definicji. 

 
Rys. 2. Rzut ortogonalny na podprzestrze  

3Ry , a 
Sy  jest jego rzutem na podprzestrze  

rozpi t  przez 
21 ,xx , przy czym 

Syyd  

jest sygna em ortogonalnym do podprzestrzeni 

rozpi tej przez 
21 ,xx  

 

Zachodzi wówczas równo : 

 
222

dyy S
 (17) 

 ys 
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Zauwa my, e ka dy sygna  Hy ma co 

najwy ej jeden rzut ortogonalny na dan  

podprzestrze  HS . Istnienie rzutu 

ortogonalnego rozstrzyga nast puj ce 

twierdzenie 

 

Twierdzenie 24 [4] 

Niech S b dzie domkni t  podprzestrzeni  

przestrzeni Hilberta H. Dla ka dego 

sygna u Hy istnieje dok adnie jeden sygna  

Sy S
taki, e Sydyy S , . Sygna  y  

spe nia jednocze nie warunek 

   0,uyy S
dla ka dego Su . 

 

Je li n  jest baz  ortonormaln  w S, to rzut 

ortogonalny sygna u Hf na S jest okre lony 

 
n

n

nS fy ,  (18) 

w przypadku je li 
n

 jest baz  ortogonaln  to 

rzut ortogonalny sygna u Hf na S jest 

okre lony 

 
n

n nn

n

S

f
y

,

,
 (19) 

Powy sze zale no ci stanowi  podstaw  do 

zdefiniowania funkcji zwanej j drem 

reprodukuj cym wykorzystywanym do teorii 

próbkowania sygna ów. 

 

4. J DRO REPRODUKUJ CE 
W PRZESTRZENI HILBERTA 

  

J dro reprodukuj ce jest funkcj  RDD  

(w ogólno ci nRD ). Funkcje te nale  do 

przestrzeni sygna ów (typowo do L2, zbiór 

sygna ów ca kowalnych z kwadratem). 

Przestrze  Hilberta wyposa ona w j dro 

nazywana jest przestrzeni  Hilberta 

z reprodukuj cym j drem. 

 

Definicja 25 [1] 

Funkcja k(.,.) z RDD  jest dodatnim 

j drem je eli jest symetryczna i je eli dla 

ka dego podzbioru 
iD , ni ,1 , zbioru D, i dla 

ka dego szeregu skalarów nii ,1,  by  

spe niony jest warunek 

 
n

i

n

j

jiji xxk
1 1

0),(  (20) 

 

W zwi zku z tym mo emy zapisa  

 0,   0),
22

2

LL
fffLfyxk (21) 

W pracy [1] udowodniono, i : 

 0,   0),
HH

fffHfyxk (22) 

oraz wprowadzono bijekcj  pomi dzy poj ciem 

dodatniego j dra a przestrzeni  Hilberta 

z reprodukuj cym j drem. 

 

Twierdzenie 26 [1] 

Dla ka dej przestrzeni Hilberta 

z reprodukuj cym j drem odpowiada 

jednoznacznie zdefiniowana funkcja zwana 

reprodukuj cym j drem i odwrotnie dla ka dej 

funkcji f spe niaj cej warunki definicji (25) 

mo na zbudowa  przestrze  Hilberta z t  funkcj  

jako j drem reprodukuj cym. 

 

W pracy [7] uogólniono poj cie j dra przy 

pomocy poj cia dualnej bazy. 

HEfffEfyxk
EE

 gdzie    0,   0),
*

*

 (23) 

Definicja 27 [3] 

Biortogonalny system w przestrzeni Hilberta 

sk ada si  z dwóch podzbiorów * i nn
 

nale cych do H, zbiór *, nn
 ma w asno  

 
nmmn

*,  (24) 

gdzie  

 
mn

mn
nm

   1

   0
 (25) 

jest symbolem delta Kroneckera. 

 

Twierdzenie 28 [3] 

Je eli 
n

 jest baz  dla H, to okre la ona 

jednoznacznie podzbiór * n
 w H tak, e *, nn

 

jest biortogonalnym systemem 
*     , nnn iffc  jest tak e baz  w H. 

 

Definicja 29 [3] 

Kiedy
n

 jest baz  w H, to biortogonalny 

system okre lony w twierdzeniu (28) wyznacza 

par baz w H, gdzie obie s  do siebie dualne. 

 

Niech H b dzie o rodkow  przestrzeni  

Hilberta, której elementami s  funkcje 

z dziedziny D. Za ó my, e istnieje j dro k 

zdefiniowane na DD spe niaj ce dwa 

warunki: 

- dla funkcji f okre lonych na zbiorze HX , 

yxk ,  nale y do H dla ka dego Dy ; 

- dla ka dego Hf  

 ykfyf *,,  , Dy  (26) 

jest regu  reprodukuj c . 

 

Definicja 30 [3] 

J dro k spe niaj ce dwa powy sze warunki 

nazywane jest j drem reprodukuj cym. 

Przestrze  Hilberta wyposa ona  

w reprodukuj ce j dro jest nazywana 



DIAGNOSTYKA ’2(42)/2007 

SYROKA, Próbkowanie sygna ów diagnostycznych. Cz  I … 

 

24

przestrzeni  Hilberta z reprodukuj cym j drem 

(RKHS) 

Przestrze  Hilberta z reprodukuj cym j drem 

cechuje si  nast puj cymi w a ciwo ciami [3]: 

1. Przestrze  funkcji nale cych do przestrzeni 

Hilberta jest przestrzeni  z reprodukuj cym 

j drem wtedy i tylko wtedy je eli punktowe 

oszacowanie yfLf  jest ograniczonym 

liniowym funkcjona em na H. 

2. Okre lona przestrze  Hilberta posiada 

najwy ej jedno j dro reprodukuj ce. 

3. Je eli Xnv ,   jest ortonormaln  baz  

dla przestrzeni Hilberta z reprodukuj cym 

j drem to: 

 

Xx

nn yxyxk ,   (27) 

a co za tym idzie: 

 xykyxk ,,  (28) 

4. Je eli Xnv ,   jest baz  dla przestrzeni 

Hilberta z reprodukuj cym j drem 

i biortogonaln  baz  Xnv   ,*  to w sensie 

silnej zbie no ci  

 

Xx

nn yxyxk *,  (29) 

5.  Zbie no  szeregu w przestrzeni Hilberta 

z reprodukuj cym j drem implikuje 

zbie no  punktow  w D do tej samej sumy, 

zbie no  jest jednostajna na ka dym 

podzbiorze D, w którym xxk ,  jest 

ograniczony. 

Przestrze  Hilberta z reprodukuj cym j drem 

stanowi doskona e narz dzie analizy sygna ów 

diagnostycznych poddanych próbkowaniu. 

 

5. ZASTOSOWANIE TEORII J DER 

REPRODUKUJ CYCH 

W PRÓBKOWANIU SYGNA ÓW 

DIAGNOSTYCZNYCH 

 

Niech H jest przestrzeni  Hilberta 

z reprodukuj cym j drem dla funkcji 

zdefiniowanych w dziedzinie D. Niech 

przestrze  posiada reprodukuj ce j dro yxk ,  

i 
n

, Xn  jest szeregiem punktów 

nale cych D. 

 

Definicja 31 [3] 

Szereg funkcyjny Xn  ,n
, nale cy do 

H ma w asno ci próbkuj ce wzgl dem 
n

 je eli 

 Xmnnmmn ,    (30) 

gdzie  

 
mn

mn
nm

   1

   0
 (31) 

jest symbolem delta Kroneckera. 

 

Lemat 32 

Niech 
n

 jest takim szeregiem punktów 

nale cych do D, e 
nk *,  jest baz  dla 

przestrzeni Hilberta i niech *S  b dzie dualn  

baz . To dla ka dego Hf mamy regu  

próbkowania: 

 

Xn

nn Sff *  (32) 

ze zbie no ci  wed ug normy. 

Je eli w szczególno ci 
nk *,  jest 

ortogonaln  baz  dla H to  

 

nn

n

Xx

n
k

k
ff

,

*,
 (33) 

gdzie 

 
2

*,, nnn kk  (34) 

 

Lemat 33 [3] 

Niech 
n

 jest baz  w H tak , e: 

Albo mamy: 

 *

1

n

n

i

nff  i Hf  (35) 

albo: 

zbiór 
n

 ma w asno ci próbkuj ce w 
n

 

(sekwencja punktów nale cych do D) 

to: 

 
nn k .,  (36) 

Na podstawie podanych definicji i lematów 

rozwa my rekonstrukcj  sygna ów 

diagnostycznych zdefiniowanych w dziedzinie 

o sko czonej mierze Lebesgue”a na podstawie 

próbek w sko czonej liczbie punktów. Jest to 

zadanie podobne do problemu interpolacji 

sygna u w sko czonej liczbie punktów. 

Funkcje te s  reprezentowane przez 

sko czone szeregi próbkuj ce b d ce w ogólnym 

sensie wielomianami. Szeregi te s  ograniczone 

do ortogonalnych zbiorów. Sygna y 

diagnostyczne podlegaj ce próbkowaniu s  

analogowe i w skopasmowe. 

Natychmiast mo na rozpozna  przypadek 

trygonometrycznych wielomianów 

charakteryzuj cych sko czon  ilo  

cz stotliwo ciowych sk adników. Wielomiany te 

s  najprostrzymi funkcjami interesuj cymi 

w teorii próbkowania. Aproksymuj  one sygna y 

nale ce do wielu klas.  

Niech 
n

 jest ortonormaln  baz  dla 

EL2 , gdzie HE . To rozwa ana klasa 

sygna ów okre lona na E jest w sko czenie 

wymiarowej przestrzeni H dla wszystkich 

wielomianów dana w postaci: 

 
n

i

ic tctf
1

 (37) 

 Ccc
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Je eli g jest inn  funkcj  tego typu 

o wspó czynnikach Ccn

'  to: 

 '

1

, i

n

i

i ccgf  (38) 

W zwi zku z tym mo emy zapisa : 

 
i

n

i

in ttk
1

,  (39) 

 
n

i

nnn kfcf
1

.,,  (40) 

Dla zbioru punktów 
n

 takich, e 

in tk ,  jest ortogonalnym zbiorem w H 

zachodzi: 

 
ijjinjnin kkk ,(.,,.,  (41) 

i 

 

iin

in

k

tk ,
 (42) 

jest ortomormaln  baz  w H. 

Zale no  okre laj ca sygna  jako sum  

próbek wynosi [3]: 

 

iin

in
n

i

i
k

tk
ftf

,

,,

1

 (43) 

Teraz uwzgl dniaj c teori  j der 

reprodukuj cych mo na sformu owa  

twierdzenie Shanona w postaci: 

 

Twierdzenie 34 Shanona  

Niech g b dzie sygna em o ograniczonej 

cz stotliwo ci, nie wi kszej ni  W 

 WWGp ,sup  (44) 

oraz o sko czonej energii 

 )(2 RLG  (45) 

To dla ka dego 0ST  

 

n

SnTg
2  (46) 

i dla ka dego 

 
W

TS
2

1  (47) 

zachodzi 

 
Sn

n

S nTtknTgtg ,  (48) 

gdzie: 

 

S

S

S

S

Sn

nTt
T

nTt
T

nTtk

sin

,
  (49) 

jest j drem reprodukuj cym Shanona. 

Je eli ponadto 

 

n

SnTg  (50) 

to szereg (48) jest zbie ny jednostajnie w R, dla 

ka dego Rt  

 

Mo na powiedzie , i  twierdzenie to okre la 

przestrze  Hilberta z reprodukuj cym j drem 

Shanona danym zale no ci  (49). Przyk adowy 

przebieg funkcji j dra Shanona pokazano na 

rys. 3. 

Rys. 3. Przebieg zmienno ci j dra 

reprodukcyjnego Shanona 
t

t
tc

sin
sin  

 

PODSUMOWANIE 
 

W pracy sformu owano teori  j der 

reprodukuj cych w przestrzeni Hilberta 

w zastosowaniu do próbkowania sygna ów 

diagnostycznych.  

Analiz  j der reprodukuj cych rozpatrzono 

g ównie dla sygna ów diagnostycznych 

spe niaj cych za o enia twierdzenia Shanona 

o w skopasmowo ci. W dost pnej in ynierskiej 

literaturze przedmiotu twierdzenie Shanona 

podawane jest bez dowodu. W literaturze 

matematycznej [2] podany jest szkic dowodu 

tego twierdzenia. 

Teoria j der reprodukuj cych zosta a podana 

w rozdziale (4) i (5). W literaturze przedmiotu 

teoria ta jest wykorzystywana w analizie 

harmonicznej. W rozdziale (5) podano 

zastosowanie teorii j der reprodukuj cych 

w próbkowaniu sygna ów oraz sformu owano 

twierdzenie Shanona wykorzystuj c t  teori . 
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