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Streszczenie 

Praca przedstawia metodologi  budowy szarego modelu pierwszego rz du przydatnego  

w prognozowaniu stanu za pomoc  symptomów drganiowych. Pokazano na przyk adach, e szare 

modele mog  mie  zastosowanie w diagnostyce maszyn prostych, dla których wystarcza podej cie 

jedno symptomowe, jak te  w diagnostyce wielo uszkodzeniowej obiektów z o onych. Zastosowano tu 

metod  szarych systemów Deng’a z odcinkowym prognozowania tzw. lizgaj cym okienkiem, 

zaczerpni t  z najnowszej literatury przedmiotu. 

  
S owa kluczowe: diagnostyka maszyn, symptomy drganiowe, szare modele, prognozowanie. 

 
APPLICATION OF GREY SYSTEM THEORY TO MODELING AND FORECASTING 

IN MACHINE CONDITION MONITORING 

 
Summary 

The paper presents methodology of grey system theory and the first order grey model GM(1,1), 

which can be applied for the machine condition forecasting using vibration symptoms, and rolling 

forecasting window. Basing on real data taken from vibration condition monitoring, it was shown 

successfully one step forecasting with the grey model applied to condition observation by one symptom 

only. It was shown also, that in case of multidimensional condition monitoring one can apply the same 

methodology to the generalized symptom of condition, obtained from singular value decomposition of 

symptom observation matrix. 

 

Keywords: machines, condition monitoring, vibration symptoms, grey system theory, condition forecasting. 

 

 

1. WST P 
 

Liczba znacz cych obserwacji w diagnostyce, 

nawet przy zastosowaniu systemów monitoruj cych, 

nie jest du a – zwykle jest ich kilkadziesi t. Do tego, 

decyzyjnie istotne s  zwykle obserwacje ko cowe  

o niewielkiej liczbie. Zatem prognozowanie przysz ych 

warto ci symptomów stanu technicznego maszyn jest 

zagadnieniem niezwyk ej wagi i po wi cono mu 

w literaturze przedmiotu du o miejsca, jak na 

przyk ad: [2], [3], [9], [1], [16], [14], [15]. Stosowane 

metody do prognozowania (ponad 300, [18]) 

rozci gaj  si  tu od wyrównywania wyk adniczego 

Browna a  do sieci neuronowych z automatycznym 

nadzorem poprawno ci modelu.  

Jak si  obecnie okazuje z przegl du dost pnej 

literatury wiatowej mo liwe jest u ycie znacznie 

prostszych metod wynikaj cych z teorii szarych 
systemów (grey systems theory-GST lub w skrócie GS) 

opracowanej i opisanej po raz pierwszy przez 

uczonego chi skiego J-L. Deng’a w roku 1982, [4]. 

Odkrycie tej niezwykle efektywnej metody 

modelowania i prognozowania krótkookresowych 

szeregów czasowych d ugo pozostawa o w cieniu, jako 

e pierwsze ksi ki opublikowano w j zyku chi skim. 

Pierwsza publikacj  angielska pokazuj ca mo liwe 

aplikacje ukaza a si  dopiero w roku 1990, [6]. Mimo 

tego naukowy wiat chi sko j zyczny szybko 

rozpozna  szerok  mo liwo  zastosowa  

tkwi cych w metodzie i teori  szarych systemów 

zacz to stosowa  we wszystkich dziedzinach 

bazuj cych na kwantyfikowalnych modelach 

z niewielk  liczb  (nawet kilka) niepe nych 

i niepewnych danych; od nauk spo ecznych, 

przez ekonomi  i gospodark  do nauk 

technicznych. Pojawi  si  ju  nawet w j zyku 

chi skim specjalny Toolbox do systemu 

Matlab® [18], do modelowania 

i prognozowania zachowania si  systemów 

ewolucyjnych. Pojawi y si  równie  ró ne 

odmiany metody grey systems (GS), np. 

w powi zaniu ze zbiorami rozmytymi (grey-

fuzy) [21], czy te  z metod  Taguchi [19]. 

Okaza o si  te  w prognozowaniu, e metoda 

GS jest najbardziej efektywna, je li zapomina 
przesz e dane, czyli modeluje i prognozuje 

w okienku danych o ma ej szeroko ci, co 

z angielska nazwano rolling forecast.  

Celem niniejszej pracy jest 

zasygnalizowanie mo liwo ci metodologii GS  

i pokazanie szczegó owego zastosowania  

w prognozowaniu diagnostycznym dla 

pojedynczych symptomów oraz dla diagnostyki 

wielowymiarowej. 
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2. SZARE SYSTEMY DYNAMICZNE I ICH 

ZASTOSOWANIA (W PROGNOZOWANIU 

STANU)

Od czasów monografii J-L. Deng’a pojawi o si  

wiele wyk adni metodologii szarych systemów, czyli  

w skrócie szarych modeli (grey models–GM). 

Generalnie szary model opisuj cy zachowanie si  

systemu za pomoc  obserwowanego symptomu x(0)(k), 

k=1,…n, mo e by  przedstawiony równaniem 

ró niczkowym zwyczajnym l-tego rz du i mie  

wymuszenie m -tego rz du , co zapisuje si  jako 

GM(l,m). Oznacza to, e po prawej stronie modelu 

mamy m – zmiennych niezale nych wymuszaj cych 

zachowanie systemu opisane równaniem 

ró niczkowym (lub równowa nym ró nicowym) l –

tego rz du, jak ni ej: 
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)0(1 )(  – zmienna stanu modelu, 

a yj niezale ne wymuszenia przyj te dla poprawnego 

odwzorowania zachowania identyfikowanego modelu, 

natomiast wspó czynniki wielomianów; ai oraz bi 

wyznacza si  z obserwowanego szeregu czasowego 

x(0)(k), k=1,…n. 

Startuj c z ogólnego modelu (1) mo emy 

wyró ni  trzy dziedziny zastosowa  modeli GS. 

Pierwsza obszar jest atwy do uchwycenia w (1) dla 

l=0, czyli dla zerowego rz du równania 

ró niczkowego. Bowiem, mo emy taki model GS u y  

do poszukiwania si y zwi zku miedzy zmienn  zale n  

x, a zmiennymi niezale nymi yj daje to wtedy tzw grey 

relational analysis. Z podobnych przes anek mo na 

wychodzi  przy formu owaniu decyzji o rozmytych 

zwi zkach przyczynowo skutkowych danego zbioru 

sytuacji z mo liwymi ich efektami (grey decision 

making) [12]. Wreszcie trzeci obszar, dla l 0, to 

budowa modelu prognostycznego obiektu dla 

obserwowanego szeregu czasowego (symptomu),

x(0)(k), k=1,…n.  

Jak do tej pory wi kszo  prac w prognozowaniu, 

niezale nie czy to analiza rynku [17], czy zu ycia 

silnika Diesla [20], przyjmuje za punkt wyj cia 

uproszczone równanie GM(1,1), czyli równanie 

pierwszego rz du (l=1) z jednym rodzajem 

wymuszenia. Pos uguj c si  przyj t  terminologi   

i oznaczeniami mo na, np. [20], to zagadnienie dobrze 

zapisa  w postaci kilku, jak si  wydaje atwo 

zrozumia ych kroków. 

Krok 1. 

Zdefiniujmy wierszowy wektor obserwacji;  

 

x
(0)

 = { x(0)(1), x(0)(2),… x(0)(n)}, (2) 

 

 gdzie n  4 jest liczb  obserwacji. 

 

Krok 2. 

Tworzymy wektor sum cz stkowych 

AGO, x(1) (accumulating generating operation) 
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 W ten sposób wierszowy wektor AGO jest 

sformu owany, jako monotonicznie rosn cy 

x
(1)

 = { x(1)(1), x(1)(2),… x(1)(n)}, przy 

warunku; x (1)(1) = x(0)(1),  

Krok 3. 

Dla szeregu AGO definiujemy szary 

model pierwszego rz du (patrz (1)), GM(1,1)

  uta
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gdzie  

t oznacza zmienn  niezale n  (tutaj miar  

eksploatacji np.: czas / lub nr kolejny 

odczytu),  

a oznacza eksponent wzrostu, za  u jest zmienn  

kontroln  szarego modelu. 

Krok 4. 

Rozwi zujemy równanie ró niczkowe (5) 

z jedynkowym krokiem zmiennej t i zadanym 

warunkiem pocz tkowym (4), otrzymuj c: 

 auakauxkx /)exp(/)1(1ˆ )0()1(  (6) 

gdzie 
)1(x̂ oznacza prognoz  rozwi zania 

AGO. 

Krok 5. 

Zamieniaj c w (5) ró niczk  przyrostem 

sko czonym dla jednostkowego kroku t=1, 

mo emy napisa  równania ró nicowe wsteczne  

i progresywne, otrzymuj c: 

x (1)(k+1) – x (1)(k) + a x (1)(k) = u,  

  x (1)(k+1) – x (1)(k) + a x (1)(k+1) = u.  (7) 

 

Kombinuj c oba powy sze równania 

znajdziemy 

 x (1)(k+1) – x (1)(k) = - a/2 [ x (1)(k) + x (1)(k+1)] + 

u, k=1,…n.   (8) 

Krok6;

Rozpisuj c powy sze równanie dla 

kolejnych k i pos uguj c si  pierwotnym 

wektorem obserwacji x
(0) mamy mo liwo  

wyznaczenia niewiadomych wspó czynników 

szarego modelu a i u. Wykonuj c to za pomoc  

metody najmniejszych kwadratów uzyskamy 

macierzowe rozwi zanie w postaci: 

 

  [a,u]
T
 = (BT

 B)-1
 B

T
 Y,  (9) 
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gdzie: Y= [x(0)(2), x(0)(3),… x(0)(n)]T, 
natomiast macierz: 
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Krok 7. 

Definiuj c przekszta cenie odwrotne (inverse) 

AGO, czyli IAGO do wyliczenia prognozowanej 

obserwacji z wektora prognoz sum cz stkowych 

(AGO) w postaci: 

)(ˆ)1(ˆ)1(ˆ )1()1()0( kxkxkx , (10) 

zatem z u yciem rozwi zania (8) mo emy znale  

ko cow  warto  prognozy wg. modelu  

GM(1,1), jak ni ej: 

)(/)1()1(ˆ )1()0()0( kaak eeauxkx ,  

k= 2,3,..n. (11) 

 

I to jest ca a tajemnica prognozowania 

z wykorzystaniem szarego modelu Deng’a rz du 

pierwszego GM(1,1). Jak mo na zauwa y  z drugiego 

kroku procedury szukanemu modelowi trendu nadaje 

si  charakter monotoniczny, który w kroku trzecim 

zdobywa legitymacje równania ró niczkowego/ 

ró nicowego o rozwi zaniu eksponencjalnym. Zatem 

do tego typu modeli i prognozowania nadaj  si  

obserwacje nieujemne i z za o enia rosn ce, tak jak 

symptomy stanu podczas zu ywania si  maszyn. 

Dlatego te  w wielu przypadkach dobr  prognoz  

mo na uzyska  ju  po kilku obserwacjach, natomiast 

wi ksza liczba obserwacji daje wi ksze b dy 

prognozy. Rozwi zaniem jest tutaj prognozowanie  

w ma ym okienku lizgaj cym si  po wi kszej liczbie 

danych. W najnowszej literaturze teorii i aplikacji 

szarych systemów nosi to nazw  ‘rolling window’ [19] 

i staje si  popularne przy wi kszej liczbie danych, jak 

np. przy prognozowaniu kursu dolara [17]. Zobaczymy 

w nast pnych punktach jak to wygl da 

w zastosowaniu do prognozowania 

w diagnostyce maszyn. 

 

3. PROGNOZOWANIE 
JEDNOWYMIAROWE  PRZYK ADY 

W ogóle niewiele jest zastosowa  teorii 

szarych systemów w diagnostyce. Po bardzo 

wczesnych dwu pracach z Australii [10] 

opublikowanych w biuletynie wewn trznym 

Monash University w Melbourne, mamy pawie 

dziesi cioletni  przerw  w literaturze zachodniej 

angloj zycznej. Mimo powstania czasopisma 

Journal of Grey System Theory w Chinach, 

idea ta z oporem przebija si  do zachodniej 

metodologii, o czym wiadczy wielka liczba 

takich bada  na konferencjach 

mi dzynarodowych w Chinach, [8] widziana 

ostatnio przez pierwszego z autorów tej pracy. 

Autorzy zainspirowani tymi osi gni ciami 

i dalszymi z przytoczonej cz ciowo literatury 

postanowili przenie  metod  GS na grunt 

wibroakustycznej diagnostyki maszyn. 

Zaimplementowano, zatem przytoczone wy ej 

kroki budowy modelu prognostycznego 

w systemie symulacyjnym Matlab®, dodaj c 

procedur  ruchomego okienka prognostycznego 

– rolling window. Kolejne rysunki przedstawiaj  

efekty dzia ania programu GSago.m 

w zastosowaniu do prognozowania  

w diagnostyce jedno i wielowymiarowej. 

We my wpierw pod uwag  ewolucj  

skutecznej pr dko ci drga  (mm/s) na o ysku 

m yna wentylatorowego do przemia u w gla  

w elektrociep owni. Na rys. 1 przedstawiono 

u rednion  w przedzia ach (21 obserwacji) 

ewolucj  symptomu pokazuj c jako oddzielne 

krzywe; zaobserwowany symptom X0, jego 

prognoz  xj0 oraz bie cy b d prognozy edc 
zmniejszony dziesi ciokrotnie celem 

umieszczenia go na jednym rysunku. 

 
Rys. 1. Pocz tkowy fragment ewolucji pr dko ci drga  o yska m yna wentylatorowego X0, jej  

prognoza xj0 o jeden krok w przód i bie cy b d prognozy edc, wraz z informacj  o szeroko ci  

okna w i rednim b dzie prognozy 
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Jak wida  z rysunku gwa towne skoki symptomu 

s  korygowane w prognozie w jej nast pnym kroku 

(krzywa z gwiazdkami*), b d prognozy jest w tym 

miejscu (k=12) maksymalny (ponad 20%) przy 

rednim b dzie w ca ym zakresie (k=1,2 ... 21) 

równym 6,55%. Nie jest to du y b d, tym bardziej, e 

ko cowy fragment krzywej prognozy ma b d 

znacznie mniejszy. Wed ug ogólnie przyj tych zasad 

prognoz  na poziomie 5% uwa a si  za dobr . 

Uzyskiwane warto ci s  bliskie tej granicy. 

A jak wygl da prognoza dla tych samych 

obserwacji w wietle mo liwo ci zmiany szeroko ci 

lizgaj cego okna prognozy w? Sytuacj  t  dla tego 

samego obiektu przedstawia kolejny rysunek (rys. 2) 

dla w w zakresie (2-20). Jak wida  z rysunku krzywa 

b du redniego prognozy aeW w funkcji szeroko  

okna ma szereg minimów dla w = 4;10;13,  

a minimalny b d redni aeW = 4.0% mo na uzyska  

dla szerszego okna w = 13, wi kszego ni  po owa 

liczby obserwacji. We my teraz ten sam m yn 

wentylatorowy wraz z jego ca kowit  krzyw  

ycia pr dko ci drga  o yska bez u redniania  

w warto ci w przedzia ach (n=69). Sytuacj  t   

w tej samej konwencji prezentacji jak na rys. 1 

przedstawia rys. 3. Wida  tu, e przy tym 

samym oknie prognozy w = 5 mamy nieco 

mniejszy redni b d prognozy równy oko o 

3,3%. Ponadto krzywa bie cego b du 

zachowuje si  podobnie maj c lokalne maksima 

w miejscach skoku prognozowanego symptomu. 

Natomiast inaczej zachowuje si  redni b d 

prognozy aeW w funkcji szeroko ci okna  

w. Mamy tu kilka minimów dla w = 3; 6; 13  

z minimum globalnym dla w = 3, z b dem 

aeW(3) = 3,1%. Nast pnie dla wzrastaj cych 

warto ci w > 13 b d prognozy ro nie 

monotonicznie uzyskuj c dla w > 20 warto ci 

rz du kilkunastu procent. 
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GSago.m; Average error-aeW in % for forececast window (w);for X0=karolin1k

 
Rys. 2. redni b d prognozy w funkcji okna prognozy w dla  

danych symptomowych z rys. 1 

 

 
Rys. 3. Krzywa ycia pr dko ci drga  o yska m yna wentylatorowego, jej prognoza  

wg szarego modelu diagnostycznego i bie cy b d prognozy 
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GSago.m; Average error-aeW in % for forececast window (w);for X0=karolin1

 
Rys. 4. redni b d prognozy szarego modelu symptomu  

z rys. 3 w funkcji szeroko ci okna prognozy w 

 

Podsumowuj c oba pokazane przypadki 

zastosowania szarego modelu GM(1,1) do 

prognozowania warto ci krzywych symptomowych 

drga  mo na powiedzie , e w zale no ci od 

monotoniczno ci krzywej symptomowej uzyskane 

rednie b dy prognozy s  rz du kilku do kilkunastu 

procent. Natomiast b dy lokalne, chwilowe mog  

osi ga  nawet rz d 20% i wy ej, zale nie od ostro ci 

skoku na krzywej symptomowej. Wynika st d, e 

opisywana metoda prognozowania nadaje si   

w szczególno ci dla symptomowych krzywych ycia 

charakteryzuj cych si  monotonicznym wzrostem bez 

istotnych fluktuacji warto ci. W przypadku zmiennych 

parametrów sterowania obiektu, które wp ywaj  na 

warto ci mierzonego symptomu, nale y grupowa  

obserwacje dotycz ce poszczególnych warto ci tych e 

parametrów i tak otrzymane krzywe ycia rozpatrywa  

osobno. Istotnym problemem jest tak e konieczno  

zachowania sta ego kroku pomiarowego. Aby go 

zapewni  mo na jednak zastosowa  tutaj technik  

interpolacji, b d  te  zastosowa  metod  ulepszania 

kroku proponowan  przez Guo, [7]. Prezentowana za  

wy ej metoda nadaje si  do prognoz 

krótkookresowych w przedstawionych przyk adach 

jest to zawsze jeden krok w przód. 

Tyle na temat prognozowania jednego symptomu 

w diagnostyce prostych maszyn, takich np. jak m yn 

wentylatorowy. Zobaczymy ni ej jak wygl da 

podobna sytuacja dla diagnostyki 

wielowymiarowej. 

 

4. PROGNOZOWANIE W DIAGNOSTYCE 
WIELOWYMIAROWEJ 

 
Wielo uszkodzeniowa diagnostyka maszyn 

jest na pocz tku swego rozwoju, nie ma wi c tu 

jeszcze ustalonych metod. Generalnie do 

przetwarzania sygna ów i/lub symptomów 

u ywa si  tu sieci neuronowych [15], jedn   

z metod tzw. data fusion [11], oraz rozk ad 

wzgl dem warto ci szczególnych – SVD 

uprawiany przez autorów tej pracy. Pos u ymy 

si  dalej t  ostatni  metoda do ekstrakcji 

informacji o uszkodzeniach i to w przypadku 

najprostszym jednego dominuj cego 

uszkodzenia. Rys. 5 przedstawia wynik 

jednoczesnego przetwarzania dziewi ciu 

krzywych symptomowych drga  rejestrowanych 

na silniku diesla stosowanym do nap du 

lokomotyw. Pomiary wszystkich wielko ci 

drganiowych wykonywano na g owicy jednego 

z cylindrów, co 10 tysi cy kilometrów 

przebiegu.  
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Rys. 5. Efekty przetworzenia 9 drganiowych krzywych symptomowych w diagnostyce  

silnika lokomotywy spalinowej (pomiary co 10 tys. km) 

 

 

Obrazek lewy górny rys. 5 przedstawia 9 

krzywych symptomowych pokazanych w ich 

jednostkach i warto ciach pomiarowych, natomiast 

obrazek poni ej przedstawia to samo po unormowaniu 

do warto ci pocz tkowych ka dego symptomu. Dolny 

obrazek z lewej strony przedstawia efekt dzia ania 

algorytmu SVD i daje uogólnione krzywe ycia 

uszkodze . A poniewa  w pierwszym podej ciu 

interesuje nas ogólne zaawansowanie uszkodze  

to do naszych celów we miemy krzyw  

SumSDi (niebieska), traktuj c j  dalej jako 

wej cie do modelu GM(1,1). Efekt 

przetworzenia tych danych naszym programem 

GSago pokazuje rys. 6 przedstawiony w tej 

samej konwencji co poprzednie rys. 1 i 5. 
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Rys. 6. Uogólniona krzywa zaawansowania uszkodze  silnika trakcyjnego,  

jej prognoza wg szarego modelu (gwiazdki *) wraz b dem prognozy 
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Rys. 7. redni b d prognozy uogólnionego symptomu stanu silnika trakcyjnego  

w zale no ci od szeroko ci okna obliczeniowego w 
 

 

Jak wida  z rys. 6 prognoza jest opó niona  

w stosunku do obserwacji o jeden krok i w punktach 

skoku obserwowanej warto ci uzyskujemy maksimum 

b du chwilowego dochodz cego czasami do 20%, 

przy rednim b dzie prognozy rz du 10%. Jest to 

niez y wynik, a jak popatrzymy na nast pny rys. 7 to 

widzimy, e dla naszej szeroko ci okna w=5 redni 

b d nie jest minimalny, mo e on by  mniejszy dla 

w=8, a zw aszcza w=13. Wida  wi c  

z powy szego, e dla zagadnie  diagnostyki 

wielowymiarowej szare modele symptomowe mog  

by  tak samo przydatne jak i dla diagnostyki 

jednowymiarowej.  

W ramach bada  tej pracy przeanalizowano 

jeszcze wiele przypadków prognoz 

jednowymiarowych i wielowymiarowych badaj c 

problem optymalnej prognozy przy warunku 

minimalnego b du redniego aeW. Okazuje si  z tych 

bada , niepokazanych tu z braku miejsca, e 

optymalna szeroko  lizgaj cego okna dla GM(1,1) 
jest rz du w = 4 – 8, mimo e np. b d prognozy nie 

jest jeszcze minimalny. Bowiem powy ej tej 

szeroko ci przedzia u w pogarsza si  jako  prognozy  

i wielko ci prognozowane mog  by  równe lub nawet 

mniejsze od obserwowanych, co mo e by   

w diagnostyce ca kowicie nieprzydatne. 

 

5. PODSUMOWANIE 

 

Przedstawiona wy ej metodologia prognozowania 

krótkoterminowego wg koncepcji teorii szarych 

systemów GS nadaje si  tak e do zastosowa   

w dziedzinie drganiowej diagnostyki maszyn. Wniosek 

ten jest s uszny zarówno dla diagnostyki jedno 

uszkodzeniowej jak i wielo uszkodzeniowej. 

Zastosowano tu metod  lizgaj cego si  okienka 

prognozy, co daje mniejszy b d, a jak wynika  

z przedstawionych danych zawsze mo na 

znale  szeroko  okna o minimalnej wielko ci 

b du prognozy. Wydaje si , i  mo na si  

pokusi  o bie ce szacowanie optymalnej 

szeroko ci okna wychodz c z oszacowania 

nieci g o ci prognozowanej krzywej ycia. 

B dzie to ewentualnie przedmiotem dalszych 

bada . 
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