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SPADKI PODCISNIENIA W DLUGIM PRZEWODZIE MLECZNYM
APARATU UDOJOWEGO OBLICZANE NA PODSTAWIE
UPROSZCZONEGO ROWNANIA BERNOULLIEGO

Streszczenie

W pracach A. Kupczyka zostat przedstawiony model matema-
tyczny spadku podcisnienia w dtugim przewodzie mlecznym
[Kupczyk 1999; Iwaszko i in. 1996]. Spadek podcisnienia jest
opisany rownaniem Bernoulliego na wysoko$¢ stracong. Model
ten jest nieliniowy, w postaci funkcji uwiktanej. Okazuje sie, ze
cisnienie w zakresie wartosci wystepujgcych w aparatach udo-
jowych, w diugim przewodzie mlecznym praktycznie nie wpty-
wa na predkosé¢ wznoszenia pecherza w diugim przewodzie
mlecznym. Réwnanie Bernoulliego moze by¢ uproszczone do
wielomianu czwartego stopnia wzgledem spadku podcisnienia.
Przedstawiono model spadkéw podcisnienia w dtugim przewo-
dzie mlecznym w postaci uproszczonej, wyniki weryfikacji mo-
delu uproszczonego oraz przyktadowe symulacje spadkow
podcisnienia przeprowadzone zgodnie z modelem uproszczo-
nym.

Stowa kluczowe: dojarka, diugi przewdd mleczny, podcisnienie
robocze, spadek podcisnienia, model matematyczny, funkcja
uwikfana, weryfikacja modelu

Wstep

Dojarka mechaniczna dla krow jest urzadzeniem pracujgcym na zasadzie
pompy ssacej i tylko czesciowo nasladuje naturalny proces ssania mleka
przez ciele. Wystepujg znaczne réznice miedzy ssaniem strzyka przez ciele
a dojem mechanicznym [Woyke 1993; Juszka 1993; Nowak 1989]. Dojarka
pracuje w bezposrednim kontakcie ze zwierzeciem, kondycja kréw jest ce-
lem nadrzednym, przy jednoczesnym spetnieniu oczekiwan cztowieka, kto-
rego prace zastepuje. Spadek podcisnienia jest naturalng konsekwencjg
przeptywu mleka od kolektora do zbiornika. Jednak jego konsekwencje sta-
nowig o0 zagrozeniu zdrowia krowy. Wahania cisnienia powodujg przeptywy
zwrotne, zmniejsza sie predkos¢ wydajania, zwieksza sie czas trwania doju
mechanicznego [Woyke i in. 1993]. Wieloletnie doswiadczenie i badania nad
negatywnym oddziatywaniem wahan podcisnienia na wymie krowy wskazu-
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je, ze podcisnienie w dojarce mechanicznej powinno by¢ stabilne [lwaszko,
Kupczyk 1996; Tolle 1984; Szlachta, Wiercioch 1988], wiec spadki i wahania
podcisnienia mozliwie najmniejsze. Z drugiej strony jakos¢ mleka istotnie
zalezy od budowy dojarki oraz elementéw zwigzanych z transportem mleka.

Czynnikiem wptywajacym na jakos¢ mleka jest powietrze dopuszczane do
aparatu udojowego. Moze ono w znacznym stopniu zanieczyszcza¢ mleko
oraz przyczynia sie do uszkadzania kuleczek ttuszczowych (podnosi sie po-
ziom wolnych kwaséw ttuszczowych) [Szlachta 1995].

Powstato wiele modeli opisujacych prace dojarki. Przewazajg modele staty-
styczne, wigzace rownaniami regresji obserwowane wielkosci. Modele ma-
tematyczne, ktorych podstawag jest fizyczny opis zjawisk zachodzacych
w dojarce, dajg mozliwos¢ symulacji pracy dojarki i budowy modeli optymali-
zacyjnych.

Takim modelem jest rownanie Bernoulliego na wysokos¢ stracong opisujgce
spadek podci$nienia w dtugim przewodzie mlecznym (dpm) [Kupczyk 1999].
Podcisnienie obniza sie na skutek wynoszenia cieczy na wysokos¢ H, poko-
nywania sit tarcia (wsp. 1) oraz strat lokalnych (wsp. &) na kréécu wylotowym
z kolektora do dtugiego przewodu mlecznego (dmp).

Wystepujacy we wzorze wspotczynnik objetoSciowy powietrza apgpm jest
ilorazem predkosci zredukowanej (up) i predkosci wznoszenia powietrza (1yp).
Posrednio predko$¢ wznoszenia 1, jest zalezna od predkosci pecherza w cie-
czy nieruchomej (v.,). Okazuje sie, ze wielkos¢ ta jest niemal stata w funkgciji
zmian cisnienia p, co pozwala na istotne uproszczenie réwnania opisujgcego
spadek podcisnienia.

W pracy przedstawiono analize predkosci wznoszenia pecherza powietrza
w mieszaninie mleka i powietrza oraz propozycje uproszczenia struktury mo-
delu spadkéw podcisnienia w aparacie udojowym. Przedstawiono wyniki we-
ryfikacji modelu o uproszczonej strukturze z modelem i danymi laboratoryjny-
mi. Zaproponowano wykorzystanie modelu uproszczonego do badania spad-
kéw podcisnienia w rzeczywistych i hipotetycznych aparatach udojowych.

Metodyka - uproszczenie modelu spadkéw podcisnienia
Predkos¢ unoszenia pecherza v, jest miedzy innymi funkcjg gestosci powie-
trza [Kupczyk 1999; Walden 1978]:

- D
v, =k, |9Pm=Pp)D
Pm
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Spadki podcisnienia w dtugim...
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Analizujac warto$é pochodnej dv./dp dla g = 9,8 m/s?, D = 0,016 m, py, =
1030 kg/m®, T = 288 K okazuje sie, ze wynosi ona ok. 0,5315*10e-9 w za-
kresie zmian ci$nienia 48000-52000 Pa i jest niemal stata. Zmiana srednicy
D nie zmienia tej relacji. Brak wrazliwosci predkosci powietrza w rozwaza-
nym zadaniu zwigzany jest z wartoscig gestosci mleka i gestosci powietrza.
Gesto$é mleka wynosi p, = 1030 kg/m* w temperaturze 288-293 K, podczas
gdy gestos¢ powietrza w warunkach 288 K, p =101,3 kPa wynosi p, = 1,225
kg/m®. Wielkosci te majg sie jak 1000:1. To sprawia, ze w zakresie spadkéw
podcisnienia obserwowanych w dpm, a tym samym w zakresie zmian podci-
Snienia roboczego p,, predkos¢ pecherza v, jest niemal stata.

Pozostate wielkosci okres$lajace v., sq wielkosciami fizycznymi (o, um, R),
ktére sg znane i zgodnie z pracg Kupczyka [1999] przyjete jako state: o =
0,0725 N/m, i, = 0,001030 Pa s, R = 287 J/kg Koraz ¢ = 0,5, 1= 0,03.

Powyzsze wnioski pozwolity zastgpi¢ w réwnaniu Bernoulliego:

l4 u? u?
Ao = (1- & pdpm )pmgH +(1- & pdpm )APm %% +(1- % pdpm )éPm TM

opisujacym spadki podcisnienia wielko$¢ v,, wartoscig c, statg dla ustalonej

Srednicy. Spadek podcisnienia 4p,, wystepuje w czynnikach:

Q
Upp =Upy +Up = G P PN

Agpm  Adgpm P

u

_ p
@pdpm = 1,2up +Vy

A
przy czym p = p, + %

Oznaczajac 4pyy = x, rownanie spadku podcisnienia mozna sprowadzi¢ do
wielomianu czwartego stopnia wzgledem 4p,,, :

Wi(x)= WX4X4 +WX3X3 +WX2X2 Wy X +Wy,
ktérego miejsca zerowe w . x* +w,3x3 +w,ox2 +w,yx+w, =0 s poszuki-

wanymi spadkami podcisnienia.
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Przyjmujac oznaczenia:

a = (Q, *100000/ Adpm )*2.778*10"(-4), c=V,,

b = (Q,,/Adpm)*1.6667*10"(-5), d=opr,

e=pm*g*H, f=1%pm/2*ldpm /D,
g=<"pm/2, h = ¢/2+0.6b,

i =1.2%(b*d+a)+c*d-a

odpowiednie czynniki rownania Bernoulliego wynosza;

1w _ I+xh
pdpm = et xa
2 2ab a’?

2
uz, =b° + + .
M d+05x (d+05x)?

Natomiast przyktadowe wspotczynniki wielomianu przyjmujg postac:
W, , =(3/20*b+1/8%c),

W, 5= ((3/6%b+1/2%c)*(1/4*e+1/4*(f+g) *b"2+3/10*b*pr+1/4*c*pr
+3/10%a+(3/5*b+1/2*c)*pr).

Wyniki analizy wartosci wielomianu upraszczajacego model

W prezentowanych dalej obliczeniach zostaty przyjete wielkosci fizyczne
zgodnie z pracg Kupczyka [1999]. Na rysunkach 1 i 2 przedstawione sg war-
tosci wielomianu W(x) w funkcji wartosci Qn, (przy Q, = 0,3 m%h) oraz Q,
(przy Qm, = 5 I/min) odpowiednio, dla D =0,016 m, H=1,9 m.

Przekréj otrzymanych powierzchni ptaszczyzng W = 0 daje obraz zaleznosci

spadku podcisnienia w funkcji Qn, (rys.1) i w funkcji Q, (rys. 2). Otrzymane
krzywe sg przedstawione na wykresach dwuwymiarowych (rys. 3, 4).
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Spadki podcisnienia w dtugim...
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Rys. 1. Wptyw zmiany strumienia mleka Q,, na warto$ci wielomianu W(x) przy usta-
lonym strumieniu powietrza Q, = 0,3 m/h

Fig. 1. Effect of the milk stream Q,, changes on polynomial value W(x) at steady air
stream Q,= 0.3 (m°/h)
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Rys. 2. Wptyw zmiany strumienia powietrza Q, na warto$ci wielomianu W(x)przy
ustalonym strumieniu mleka Q,, = 5 I/min
Fig. 2. Effect of the air stream Q, changes on the polynomial X(x) value at steady
milk stream Q = 5 I/min
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Spadek podcisnienia wg modelu uproszczonego dla:
Q, =03 m3/h,H =1,9,L =22
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Rys. 3. Zaleznos¢ spadkow podcisnienia od strumienia mleka
Fig.3. Dependence of vacuum pressure drops on the milk stream

Spadki podci$nienia wg modelu uproszczonego dla:
Q,=51l/min,H=19m, L=22m
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Rys. 4. Zalezno$c¢ spadkéw podcisnienia od strumienia powietrza dopuszczanego
Fig. 4. Dependence of vacuum pressure drops on the stream of air flowing in

Wyniki weryfikacji modelu i modelu uproszczonego

Poréwnane zostaly spadki podcisnienia obliczone modelem i modelem
uproszczonym. Btedy wzgledne modelu uproszczonego i modelu, nieza-
leznie od typu dojarki, predkosci doju oraz strumienia powietrza dopusz-
czanego, nie przekraczajg 3%. Przyktadowe wyniki porownania spadkow
podcisnienia wyliczonych modelem i modelem uproszczonym przedstawia-
ja wykresy na rysunkach 5i 6.

Porownanie modelu uproszczonego z danymi laboratoryjnymi wskazuje
réwniez na duzg zgodnos¢ modelu uproszczonego (rys. 7 i 8). Dane labora-
toryjne zostaty przyjete na podstawie opracowania Szlachty i Wierciocha
[1988] oraz pracy Kupczyka [1999]. Btad $redni bezwzgledny tego poréwna-
nia wynosi 0,03 kPa.
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Spadki podcisnienia w dtugim...

Spadki podcisnienia wyliczone modelem i modelem uproszczonym dia:
H=0,4 L=0,7 pr=49300,0 D=0,016 lambda=0,03 dzeta=0,50 Qm=5 [I/min]

— 5
T —— — Spadki wg modelu
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Y ==
S 3 _— _
s E—
2 T T T T T
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Rys. 5. Spadki podci$nienia w funkcji strumienia powietrza dopuszczanego - dojarka
bankowa
Fig. 5. Drops of vacuum pressure in function of air stream flowing in a bucket milking
machine

Btad wzgledny dla:
H=0,4 L=0,7 pr=49300,0 D=0,016 lambda=0,03 dzeta=0,50
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Rys. 6. Btedy wzgledne spadkéw podcisnienia obliczonych modelem i modelem
uproszczonym - dojarka bankowa
Fig. 6. Relative errors of vacuum pressure drops calculated by model and simplified
model - bucket milking machine

Poréwnanie modelu uproszczonego z danymi laboratoryjnymi dla:
H=0,4m L=0,7m D=0,014m Pr=49300Pa Qp=0,36m 3/h dzeta=0,5 lambda=0,3

33
31 +--[ —— —044%gm+1,24 - wyniki laboratoryjne |~~~ S
2,9 -~ Model uproszczony e

delta P [kPa]

Qm[l/min]

Rys. 7. Spadki podci$nienia obserwowane w laboratorium oraz wyliczone modelem
uproszczonym - dojarka bankowa

Fig. 7. Vacuum pressure drops observed in laboratory and computed by simplified
model — bucket milking machine
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spadki podcisnienia [P]

Rys. 8. Powierzchnia wyobrazajgca spadki podci$nienia w zalezno$ci od Srednicy
dpm oraz od wysokosci podnoszenia cieczy

Fig. 8. The surface displaying vacuum pressure drops depending on the diameter
of long milk pipeline and the lifting height of liquid

Whioski

1. Roéwnanie Bernoulliego o uproszczonej strukturze moze by¢ wygodnym

narzedziem do analizy spadkéw podcisnienia przy réznych konfigura-

cjach parametrow pracy aparatu udojowego, np. wykres ilustrujacy sy-

mulacje spadkéw podcisnienia w funkcji wysokosci podnoszenia cieczy
i srednicy dlugiego przewodu mlecznego. Odpowiednie przekroje otrzy-

manej powierzchni przedstawiajg zaleznos¢ spadkdédw podcisnienia od
wysokosci podnoszenia cieczy (niemal liniowy przebieg) oraz od sredni-
cy diugiego przewodu mlecznego (zaleznos¢ nieliniowa).

2. Duza zgodnos¢ modelu i modelu o uproszczonej strukturze upowaznia
do zastgpienia modelu modelem uproszczonym.

3. Model spadku podcisnienia bedacy warunkiem poczatkowym w modelu
zmian cisnienia w dojarce przedstawiony w pracy lwaszko i in. [1996]
moze by¢ zastgpiony modelem uproszczonym.
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