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KONSTRUKCJA CHARAKTERYSTYK DZWIEKU ,MALO WRAZLIWYCH” NA
TRANSFORMACJE NIELINIOWE.
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1. Wstep

Jedna z trudniejszych do wyjasnienia wiasnosci
mechanizmu percepcji dZwieku jest stosunkowo
niewielki wplyw znieksztalcen nieliniowych dZwie-
ku na uswiadamiane przez czlowieka wrazenia shi-
chowe. Wiadomo przeciez, ze wrazenia stuchowe sg
silnie powiazane z widmem dzwigku, ktére z kolei
jest bardzo podatne na transformacje nieliniowe. W
dodatku zakres natezei dZwigku odbierany przez
czlowieka jest znaczny, ponad 100 dB, tak wiec
duzy wpltyw bedq miaty réwniez nieliniowosci rze-
dow wigkszych niz 2.

W  swojej pracy zaprezentuje konstrukcje
charakterystyk ,mato wrazliwych” na transformacje
nieliniowe, utworzonych na bazie dyskretnego
widma dzwigku. Konstrukcja ta ma charakter
algebraiczny i wykorzystuje w niej w zakresie
podstawowym elementy teorii reprezentacji grup
skoriczonych.

Postugujac si¢ tymi charakterystykami pokaze, jak
mozna wyjasnié niektére zjawiska
psychoakustyczne jak np. zjawisko residuum, ktére
polega na utrzymywaniu si¢ styszenia tonu
podstawowego po jego usunigciu, czy zagadnienie
niestyszenia wigkszosci tondw nieliniowych (tzw.
kombinacyjnych).

2. Transformacje nieliniowe

Dzwigk jest zjawiskiem mechanicznym. Jego
rozchodzenie i oddzialywanie na inne obiekty
materialne mozna opisaé matematycznie wychodzac
z zasad dynamiki. Zagadnienie to sprowadza si¢ w
konicu do rozwigzywania réwnan rézniczkowych
maksymalnie 2-go rzedu.

Diwigk dla czlowieka jest waznym nos$nikiem
informacji. W wielu przypadkach w rozchodzeniu
si¢ sygnatu dZzwigkowego mozna wyodrebnié etapy
posrednie  zwigzane <z formg przenoszenia
informacji, np. rozchodzenie dzwigku w rézmych
ofrodkach czy drgania elementéw sztywnych.
Przejscie z jednego etapu do drugiego bedziemy
okresla¢ wasnie mianem transformacji.

Precyzyjne matematyczne okreélenie klasy takich
transformacji nie jest proste — s to w ogélnosci
klasy ~operatorow rézniczkowo-catkowych. Nie
bedziemy tu si¢ tym zajmowaé, wyréznimy jednak

pewne podklasy, a mianowicie transformacje
liniowe, ktére speiniaja zasade superpozycji i
nieliniowe, ktore jej nie speniaja.
Rozwazmy dla przyktadu transformacj¢ nieliniows
postaci:

H(x)=x"
Bedziemy moéwié w tym przypadku o nieliniowos$ci
rzedu k. Rozwazmy sygnat akustyczny zawierajacy
n skladowych sinusoidalnych o czestosciach

p)=ce™ +ce™ +c,e™ +c e +

gdzie ¢, = Z'—
Sktadows sinusoidalng bedziemy nazywaé dalej

tonem.

Po podstawieniu drugiego wyrazenia do pierwszego

otrzymamy:

#(p() =

+o.+c,e™ v e

. . i(toptwyy,. oy 0
2:6'”.16'1,2 ver Ci‘.‘e
ich

Ftemamonyen ined 1 do
z kombinacjami znakow +

Widzimy wigc, Ze tego typu transformacje

nieliniowe wprowadzaja do widma wiele nowych

ton6éw. Dla przykladu gdy mamy poczatkowo 2 tony

o czgstosciach @,, @, , gdy k=2 dodatkowo
pojawig si¢ tony:

2m,,20,,013z0, + 0, i 0, - o, ,
zas§dla k=3:

30,3w,, 013220, + @, , 20, -, , 20, + 0, , 20, - 0,

Zjawisko to powoduje szereg trudnosci w
zrozumieniu styszenia wysokosci dzwieku, o czym
mowa jest w dalszej czesci pracy.

3. Opis konstrukeji

Powszechnie wiadomo, ze wrazeniu wysokosci
dzwigkéw periodycznych jednoznacznie odpowiada
fizyczny parametr jakim jest czestotliwo$é. Mozna
by zatem przypuszczaé, ze w przypadku dzwieku
zlozonego z kilku dzwigkéw periodycznych
bedziemy stysze¢ swego rodzaju superpozycje
wrazei wysoko$ci poszczegélnych skladowych
periodycznych. I na pierwszy rzut oka tak
rzeczywiscie jest. Jednak poczawszy od 19. stulecia
psychoakustycy znalezli sposoby, aby wrazenie
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wysokosci mniej lub bardziej obiektywnie mierzy¢
(okresla¢ ilosciowo), i okazalo sig, ze (przy
zatozeniu sltyszenia poszczegllnych sktadowych
harmonicznych poprzez wysoko$c) w  wielu
konfiguracjach dzwigkéw nie wszystkie sktadowe sg
styszalne, a zdarza si¢ réwniez tak, ze wiasnie
sktadowe nieobecne sg styszalne (por.[1],{2]).

Do dzi$ nie ma w pelni zadowalajacego wyjasnienia
tych zjawisk. Dotychczasowe wysitkki ida w
kierunku szukania przyczyn tych osobliwosci w
zjawiskach mechanicznych zachodzacych w uchu
cztowieka, badz w funkcjonowaniu receptoréw
stuchowych 1 nerwu shuachowego.

W niniejszej pracy prezentuje poglad, ze wrazenia
stuchowe nie odpowiadajg  bezposrednio
skladowym  widma dzwigku lecz  sa
odzwierciedleniem istnienia pewnej dodatkowej
transformacji, ktéra nastgpuje po analizie
widmowej zachodzacej w uchu czlowieka. Glowne
zadanie tej transformacji to wyodrebnienie takiej
informacji z dzwigku, ktéra w mozliwie
najmniejszym stopniu ulega znieksztalceniom pod
wplywem transformacji nieliniowych. W wyniku tej
transformacji otrzymujemy pewng  nowg
charakterystyke dzwigku ,malo wrazliwg” na
transformacje nieliniowe. Pokaze, ze dzigki niej
mozna  bardziej precyzyjnie opisaé wrazenia
shuchowe, wyjasniajac osobliwosci o ktérych byta
mowa powyzej.

W celu latwiejszego zrozumienia szczegdlow
proponowanej przeze mnie konstrukcji zaczne od
przyktadu.

PRZYKLAD 1

Niech W bedzie 2-wymiarowq przestrzenig liniowg
nad cialem K=Z, (cialo reszt modulo 7)
i wybierzmy bazg¢ {e).e,}, co pozwali utozsamiaé
odwzorowania liniowe z macierzami.

Niech H bedzie grupa generowang przez macierze:

o) )

, sl o 6 2_ L
Mozna sprawdzi¢, ze A" =1, ¢ =1 i ze jest to grupa
izomorficzna z Z;xS3

Jesli potraktujemy wspélrzedne w bazie {e;,e,}jako
wartosci  czestodci to grupa H  na$laduje”
transformacje nieliniowe 2-rzedu, np.:

i

/1.— o, ]z{w1+w2}
|~ @, @,
/1._ o |_[20,
|~ @, @,

Grupa H wyznacza w W zbior 8 orbit, ktéry
oznaczymy standardowo przez W/H :

o = {[0,0]}
ﬁ a)= {['CD, -CD], ['a)a O]’ [0’ 'w]$ [Oa a)]’ [CL), O]a
[o, 0]} gdzie =1,2,3

By= {[-2&), 'w]s ['60, '260], [-Cl), w]! [(l), 'a)]’ [CO,
20}, 2o, 0]} gdzie ©=1,2,3

c= {['31 '2]’ ['3’ '1]: ["2! '3]: ['2: l]a ['1’ "3]:
['la 2]s [1’ '2]: [13 3]’ [2: '1]’ [2’ 3], [3> 1]’
(.25

Orbity 4, sa wspoéizmiennicze z czgstoscia:

k ﬁa) = ﬂ ko
podobnie @, orbita C jest niezmiennicza wzgledem
mnozenia przez stala. Orbita O jest trywialna i nie
bedziemy si¢ nig zajmowac.
Orbity postuza nam do scharakteryzowania wrazen
stuchowych prostych. Podamy teraz przykladows
»abstrakcyjng” interpretacje psychoakustyczna:

A , <> Wysokos¢

B , <> wspolbrzmienia oktawy

C <> fonem samogtoski ,,a” (lub np. barwa
piszczatki)

Na koniec podamy konstrukcj¢ miary, ktéra pozwoli
nam powiedzied ,,ile” kazdego z wrazen styszymy w
dzwieku o widmie F(w).

Niech Z bedzie podzbiorem W. Dla danego F
zdefiniujemy skonczong rzeczywista miare Ir na W
nastgpujaco:

1.(Z)= Z:log+

[w),0,]eZ

gdzie:

log* (x) = {

F(o)F(@,)

log(x) dla x2>1
0 dla 0<x«<l

W definicji tej miary zawiera si¢ m.in. prawo

Webera-Fechnera.  Zawarto§¢  poszczegdlnych

wrazen prostych okreslaja liczby (4 ), I{3,) dla

@=1,2,3 oraz I{0). O
Uogdlnimy teraz ten przykiad.



Zacznijmy od tego, ze czlowiek rozréznia co do
czestotliwoéci  okoto 1400 skiadowych widma
(tonéw). Dlatego, bedziemy rozwaza¢ widmo
dyskretne. Podobnie jak w przykiadzie, do
numerowania skladowych dyskretnego widma
dzwieku, bedziemy uzywa¢ odpowiednio duzego
ciata skonczonego prostego K. Uporzadkujemy to
ciato wedtug ciggu:

B[R TN 0 ¢ [0 ) I

gdzie [ takie, ze 2/+ 1 = char K >2.

W dalszej czeSci pracy okredlimy charakterystyke
tego ciala na podstawie przestanek
psychoakustycznych. Uzycie ciala skonczonego
mozna uzasadni¢ tym, ze w wyniku transformacji
nieliniowych nowe czestotliwosci powstaja na
zasadzie dodawania i odejmowania czegstotliwosci i
mnozenia ich przez liczby naturalne (co prawda ma
te wiasno$¢ juz pierscien, jednak ze wzgledu na
dalsza konstrukcje rozwazamy od razu cialo).

Krok 1. Utworzenie n-wymiarowej przestrzeni
czestotliwosciowej W= K" .

W tej przestrzeni bedziemy rozwaza¢ grupg
macierzowg H, kt6rej zadaniem jest pogrupowanie
tonéw pierwotnych i pochodzacych od nich tonéw
nieliniowych. Taka grupa w pewien spos6b
nasladuje dowolna transformacjg nieliniowa.

Przez problem nieliniowy rozumie¢ bedziemy
wyznaczenie czestotliwoéci tonéw nieliniowych na
podstawie tonéw pierwotnych w postaci n
wspolrzednych wektora z przestrzeni #. Wymiar
przestrzeni W decyduje o tym w jakim stopniu
rozwiazywany jest problem nieliniowy. Jesli wymiar
jest n, to mozemy w pelni rozwiazac¢ problemy
nieliniowe rzedéw do n wlacznie i czesciowo
problemy nieliniowe rzedéw wyzszych.

Przestrzen ilorazowa W/H to matematyczny model
wrazen sluchowych

Krok 2. Przyporzadkowanie dowolnej

charakterystyce widmowej F pewnej rzeczywistej

miary /rna W, a mianowiciedla Z c W :
1.(Z)= Y log’|F(@)F(@,)-....F(w,)

Lan gy oty JE2

gdzie: log"(x)= {

log(x) dla x=1
0 dla 0<x<«l
Miara /- wyznacza funkcje:

FWG>02 - I{DeR.
Funkcje F* mozna réwniez zdefiniowaé nastepujaco:

rys.1 Wen ianie tonu p o
(zawariokd % skisdowyeh w ich sumis)

23388887

R e L b
F*(Hx): |Srﬂ(x)|§log

gdzie [St,, (x)| rzad stabilizatora elementu x.

F®F®...®F(hx)‘

Przestrzen W/H wraz z funkcja F* stanowia

podstawe opisu zjawisk psychoakustycznych w

powyzszym modelu.

4. Opis niektérych zjawisk psychoakustycznych
przy uzyciu charakterystyki F

Pokazemy teraz na przykiadach, ze postugujac sig
charakterystykami F# mozna wyjasni¢ niektére
trudne z teoretycznego punktu widzenia zjawiska
psychoakustyczne.

Niech K bedzie odpowiednio duzym cialem
skoficzonym, a W =K@®K. Tym razem, dla
uproszczenia rozwazan, nie bedziemy konstruowac
grupy H a zlozymy jedynie, ze istnieje taka grupa,
ktéra wyznacza nastepujaca rodzing orbit:

4, = {(t0r0),(Fo,+20),(t0,130),
(to,t50).(F20,130),(F20,£50),
(H3w,15w),(R20,20),(F30,20),
(+5w,tw),(F30,+2w),

(£50,:20), (+50.£3w)}

gdzie @=1,2,3,...
Orbity te zinterpretujemy jako wrazenia wysokosci
tonow o czestotliwosci .
Charakterystyke widmowg F zapiszemy w postaci
ciggu:

F= {qvnq—.'u"‘"q—HQG’QH‘”!QI—I’QI)

gdzie ¢, =g,

PRZYKLAD 2 Wzmacnianie tonu podstawowego
Niech:
lg,|=10* (50dB)
lg,| =107 (30dB)
lg,| =10 (10dB)

lg.| =10* (40dB)
lg.|=10* (20dB)
pozostale g; sg réwne 0
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Wykonany na podstawie tych danych wykres 1
pokazuje, ze charakterystyki F~ maja whasnos¢
wzmacniania tonu podstawowego i zaghiszania
kolejnych harmonicznych.

PRZYKLAD 3 Zjawisko residuum.

Polega ono mna styszeniu wysokosci tonu
podstawowego w dzwigku zlozonym z tonow
harmonicznych ( 2@,3@,40....), z ktérego usunigto
wlasnie ton podstawowy @. Mozna by sadzi¢, ze
jest to efekt nieliniowy. Stwierdzono jednak, ze
wystepuje on nawet wtedy, gdy w uchu nie ma
takiego tonu nieliniowego. Charakterystyki F°
dobrze opisuja to zjawisko co pokazuje wykres 2,
ktory zostal otrzymany dla nastepujacych danych:
lg,|=0 lg.|=10* (40dB)

lg,| =10 (30dB) |g.|=10* (20dB)
|'?s|= 10 (10dB) pozostale g; sa réwne 0

rys.2 Zjawisko residuum
(zawartodé % skiadowych w lch sumis)

PRZYKLAD 4 Nieliniowe wlasnosci ucha - tony
kombinacyjne [1][2][3].

Tak jak juz wspomniano, przy zaloZeniu. ze
styszymy poprzez wrazenie wysokodci sktadniki
widma trudno jest wyjasni¢ osobliwosci styszenia
tonow  nieliniowych  tzw.  kombinacyjnych.
Ogromnej wigkszosci z nich po prostu nie stychac.
Najbardziej slyszalnym jest ton kombinacyjny
pochodzacy od nieliniowosci 3 stopnia: gdy
wezmiemy dwa tony o czestotliwosciach f[if, to
przy pewnych stosunkach czestotliwosci f,:f, z
zakresu od 1,08 do 1,5 stycha¢ ton o czgstotliwosci
2f, - f, . Co wigcej nigdy nie bylo doniesien co do
styszenia tonéw sumacyjnych 2f +7,,2f,+f i
towarzyszacego mu tonu roznicowego 21, - f, .
Wykresy 3,4,5 otrzymano dla dZwigku postaci:

p(t) = Acos(e,t)+ Acos(e,) i transformacji
postaci: Tp(t) = p(t) +ap(t)’ +Lp() i
przedstawiono poréwnanie charakterystyk

widmowych F i F* dla sygnalu Tp(f). W wyniku
zastosowania charakterystyki uzyskujemy
znaczace wytlumienie skladowych ,nieliniowych”.
Dla niektérych stosunkéw czestotliwosei np.: 5:7
(por. rys. 2.6.4) pojawiajg si¢ "skladowe osobliwe",
ktére w widmie wyjéciowym F s znacznie

mniejsze. Wykresy ponizej wykonano przyjmujac
a=10"ig=10".

Dwa tony o czestotliwosciach w stosunku 9:13
! poddane transformacji nieliniowej, A=90dB ]
|

al |
i miog(|F(TR)) w %
I | F#Te)w % i
|
S | I

1 4 7 10 13 16 10 22 25 28 31 34 37

Dwa tony o czestotliwosciach w stosunku 5:7 |
poddane transformacji nieliniowej, A=70dB

mlogF(Tp)) w % |
BFKTP) W% |

1“3 & F 951 13 by AL 1w 2

Dwa tony o czestotliwosciach w stosunku 9:13
poddane transformacji nieliniowej, A=70dB

35 -

30

25 —_—

21 [mlog(F(Tp)l) w %

& el
|

S N

1 4 7 10 13 16 18 22 25 28 31 34 ¥

Widzimy wiec, ze charakterystyki F* istotnie
zmniejszaja wplyw znieksztalcen nieliniowych. W
przyktadach 2,3 1 4 przyjeto orbity ktore
rozwiazywaly niewiele probleméw nieliniowych .
Obecnie autor finalizuje prace nad konstrukcja
grupy H rozwiazujacej znacznie wigcej problemow
nieliniowych i opisujacej precyzyjnie wspomniane
zjawiska psychoakustyczne.
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