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Metoda Elementéw Skoniczonych posiada wiele
zalet, dzieki ktérym jest powszechnie stosowana w
problemach dynamiki maszyn. Przede wszystkim
umozliwia obliczanie duzych ukladéw. W wielu
przypadkach duzych obiektéw, takich jak: nadwozia
samochodéw, kadluby lotnicze i okretowe jest jedy-
na metoda umozliwiajaca tego rodzaju analizy.
Wazng zaletg MES jest fakt, ze warunki brzegowe sa
opisane réwnaniami algebraicznymi, a nie réznicz-
kowymi, co znacznie upraszcza opis. Wazna jest
takze mozliwo$¢ wprowadzenia w jednym systemie
réznych obcigzen, np. mechanicznych i cieplnych
oraz uwzglednienie réznych wlasciwosci materia-
16w: lepkosprezystych, plastycznych, analiza struk-
tur kompozytowych.

Poczatkiem analizy dynamiki jest rozwiazanie
zagadnjenia wlasnego — wyznaczenie czgstosci i
pstaci drgani. Drugim podstawowym zadaniem jest
numeryczne rozwigzywanie réwnan ruchu. W przy-
padku ukladu linjowego opisanego réwnaniem:

Mg +Cx +Kx = Q(t) 1)

mozliwe jest rozwigzanie bardzo duzych ukladéw.
Korzystajac z profesjonalnych systeméw MES moz-
na wiec rozwiaza¢ w zasadzie kazde zadanie tego
rodzaju. Trudno$ci wystgpuja w przypadku koniecz-
nosci uwzglednienia nieliniowych i zmiennych w
czasie zaleznoSci.

Problemem jest takze opis wiasciwosci dysypa-
cyjnych w ukiadach o wigkszym poziomie tlumie-
nia, np. w strukturach warstwowych, kompozyto-
wych, elementach maszyn z tworzyw sztucznych.
Metody do tego rodzaju zastosowan sg rozwijane w
wielu o$rodkach naukowo-badawczych, miedzy
innymi w Instytucie Podstaw Budowy Maszyn Po-
litechniki Warszawskiej, w zespole pod kierownic-
twem autora niniejszego referatu. W dalszej czgsci
pracy zostanie przedstawione skrétowe omdwienie

wynikow tych prac.

1. Zagadnienia wlasne

W przypadku uk}adu liniowego bez thumienia:
MX+Kx=0 @

potrzebne jest rozwigzanie zagadnienia wlasnego z
macierza symetryczna. Stosowane algorytmy [1],
[2], [3] umozliwiajg rozwiazanie duzych zadah —
wyznaczana jest pewna liczba najnizszych czgstosci
wlasnych. Z najwigkszg dokladno$cia jest wyzna-
czana najnizsza czesto$¢ wiasna, kolejno wyzsze — z
mniejszg. W przypadku uktadu z tlumieniem ko-
nieczne jest rozwigzanie zagadnienia wiasnego z
macierza niesymetryczna (wynikami sa zespolone
warto$ci wiasne i postacie drgan). Opracowane
dotychczas algorytmy rozwiazywania tego rodzaju
zadan sa malo efektywne i nie sg stosowane w sys-
temach MES. Ch¢tnie sa natomiast stosowane
szczegllne rodzaje thumienia umozliwiajace roz-
prz¢ganie réwnan (zapis we wspéirzednych normal-
nych), w szczegolnosci thumienie proporcjonalne:

C=uM+EK 3)

gdzie: p i £ s3 wspolczynnikami proporcjonalnosci.
Druga mozliwoicig jest thumienie modalne [2] -
przyjecie zalozenia, ze postacie drgan sa niezalezne
od thumienia i przyjgcie wspétczynnikéw thumienia
oddzielnie dla kazdej postaci drgan. Podejscie takie
jest wystarczajace w przypadku uktadéw o matym
poziomie tlumienia. W przypadku bezposredniego
numerycznego rozwigzywania réwnan ruchu ma-
cierz thumienia moze byé dowolna, czas obliczen
bedzie jednak znacznie dhuzszy.

2. Uklady nieliniowe

Systemy MES posiadaja mozliwo$¢ wprowadze-
nia réznego rodzaju nieliniowo$ci [4]: fizycznych
wynikajacych z wihasciwosci materialu (plastycz-
no$¢, pelzanie) i geometrycznych (duze odksztalce-
nia, wyboczenia). W wielu przypadkach, np. w za-
gadnieniach kontaktowych, wystepuje jednoczeénie
nieliniowo$¢ fizyczna i geometryczna. Do tworzenia
opisu nieliniowego mozna réwniez wykorzystaé
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mozliwo$¢ wprowadzenia opisu funkcji okreslajacej
zalezno$¢ wiasciwoséei materialowych od np. prze-
mieszczenia lub napreZenia. Przyktadowo analiza
Sciskania cieczy w pomiarowym mieszku hydrau-
licznym (opisana w rozprawie doktorskiej [51) wy-
magala zapisania modulu Younga jako funkcji na-
prezenia (cisnienia w mieszku). Ze znanych autoro-
wi systeméw MES mozliwo$¢ taka istnieje w syste-
mie ANSYS, ktory zastosowano do tej analizy [5].
Zaleznos¢ pomiedzy modulem Younga a ci$nieniem
aproksymowano wielomianem korzystajac z wyni-
kéw badant wykonanych w Instytucie Technologii
Eksploatacji w Radomiu. Mozliwo$ci wprowadzenia
opisu funkcyjnego, w ktora sa wyposazone systemy
MES sg ograniczone i nie wszystkie praktycznie
wazne ukiady moga byC opisane (np. charakterysty-
ka ukiadéw z luzem). Uktady nieliniowe wymagaja
zastosowania numerycznego rozwigzywania réwnan
ruchu, co znacznie przediuza czas obliczen i zwigk-
sza ich koszty. Z tego wzgledu opracowano dla
potrzeb MES sposob szybkiego rozwigzywania
réwnan ruchu — metod¢ Neumarka-Wilsona, opisang
miedzy innymi w monografii [2]. Jest to metoda
drugiego rzgdu (aproksymujaca rozwigzanie krzywa
drugiego rzedu) i nie zawsze jest dostatecznie do-
ktadna. Wprowadzane sg dodatkowe wspotczynniki
zwiekszajace zbieznos¢ metody.

3. Modelowanie ukladéw dyskretno - cigglych

Z powodu ograniczen omoéwionych w poprzed-
nim rozdziale rozwijano sposoby umozliwiajace
prostszg analiz¢ ztozonych ukladow. Do zastosowan
w budowie maszyn wygodna jest metoda modelo-
wania uktadéw dyskretno - ciaglych. Zaklada sie, ze
ukiad jest zlozony z szeregu czgsci ciaglych i dys-
kretnych. Czesci ciagle sa modelowane z zastoso-
waniem MES, a nastepnie jest rozwigzywane zagad-
nienie wlasne kazdej z tych czesci. Wykorzystywane
jest przeksztalcenie do wspdlrzednych quasi-
normalnych, ztozonych ze wspélrzednych fizycz-
nych czgéci dyskretnych i normalnych czesci cia-
gltych. Otrzymany ukiad réwnai mozna znacznie
uprosci¢ pomijajac czgs$¢ réwnan odpowiadajacych
wyzszym czgsto$ciom. Sposéb ten jest uzyteczny,
jesli czedei ciagle sa liniowe, a nieliniowosci wyste-
puja wylacznie w czesciach dyskretnych, utatwia to
opis wiasciwosci np. podpdr tozyskowych, luzéw
migdzyzgbnych, itp. Waznym zastosowaniem tej
metody byla analiza dynamiki przekladni zebatych.
W modelu dyskretno-ciaglym przedstawionym w
rozprawie doktorskiej [6] waly maszynowe trakto-
wane sg jako ciagle, a jako dyskretne — zazebienie i
podpory w tozyskach. Przyjeto bardzo rozbudowany
nieliniowy i zmienny w czasie opis wiasciwodci
uzebien, uwzgledniajac: odchytki wykonawceze, luzy
migdzyzebne, ugiecia zebéw pod obcigzeniem i
nieprawidlowe wejécie w przypér. Wykorzystano w

tej pracy model dynamiczny zaz¢bienia opracowany
przez L. Miillera [7]. Zbadano wplyw réznych pa-
rametrow, takich jak: sztywnos$¢ gietna i skretna
waléw, sztywno$¢ ltozysk na przecigzenia dyna-
miczne w przekladni. Opisano takze zaleznosci w
przypadku jednoczesnego wystepowania drgan pa-
rametrycznych i wymuszonych [8]. Wyznaczono
podstawowe czestoSci generowane podczas pracy
przektadni. Stwierdzono, ze w przekladni z matymi
kotami zgbatymi (np. w przypadku zebnika nacina-
nego na watku) masa walu jest znacznie wigksza od
masy kota i woéwczas do oceny przecigzen dyna-
micznych konieczne jest zastosowanie modelu dys-
kretno - ciagltego z roztozong masg wahlu. Zbadano
takze reduktor wielostopniowy, w ktérym decyduja-
ce znaczenie ma sprzgzenie pomigdzy stopniami
przektadni. W obu wymienionych powyzej przypad-
kach wyniki oceny przecigzen dynamicznych znacz-
nie odbiegaja od uzyskanych z analizy modelu prze-
kfadni izolowanej (przyjmowanego w obowigzuja-
cych ustaleniach normalizacyjnych dotyczacych
obliczania przekladni z¢batych — w normie ISO
6336). Sposéb wyboru odpowiedniego modelu do
obliczei wytrzymato§ciowych przekladni zebatych
zaproponowano w pracy [9]. Zbadano takze specy-
ficzne dla przekladni zgbatej zjawisko ratlingu
(grzechotania) — zwigkszonego poziomu drgan w
przekladni pracujacej bez obcigzenia. W pracy [8]
do zbadania tego zjawiska wykorzystano zmodyfi-
kowany model L. Milllera umozliwiajacy zazebienie
po obu stronach zgba. Metode wykorzystano do
oceny bledu dynamicznego w przekfadni pracujacej
pod obciazeniem z uwzglednieniem réznego stopnia
zuzycia zgbow przekladni [11]. Dalszym zastosowa-
niem bylo wykorzystanie tej pracy do diagnostyki
przekiadni zgbatych [12], gdzie wyniki obliczen
poréwnywano z do$wiadczalnymi. Szereg innych
przykladdw drgann parametrycznych w ukladach
dyskretno - ciaglych przedstawiono w pracach: [3],
[13], {14], [15]. W pracy [11] zbadano warunki
wystgpowania rezonansOw parametrycznych w
ukladach dyskretno - ciaglych poddanych stalemu
obcigzeniu. Wyznaczono warunki graniczne (mak-
symalne wspétczynniki thumienia) wystepowania
niestatecznych rezonanséw parametrycznych, w
szczegdlnosei rezonansow kombinowanych (cze-
sto$¢ wzbudzenia parametrycznego odpowiadajaca
wielokrotno$ciom sumy Iub réznicy czestosci wia-
snych ukladu). Zbadano charakter dodatkowej ro-
dziny drgan parametrycznych wystepujacej jedynie
w ukladach z obcigzeniem, stwierdzajac, ze drgania
tego rodzaju wystepuja takze w ukladach z duzym
thumieniem. Zbadano takze nieliniowy uklad z lu-
zem i wzbudzeniem parametrycznym. W pracy [12]
zbadano mozliwo$¢ wystgpowania w uktadach ze
wzbudzeniem parametrycznym szczegdlnych zja-
wisk takich jak: bifurkacja i ruch chaotyczny.
Stwierdzono, ze zjawiska te mogg wystepowaé w



przypadku bardzo matych wartosci tlumienia lub
duzych predkosci wzbudzenia parametrycznego (nie
majg wiec praktycznego znaczenia). Zbadano réw-
niez tlumienie krytyczne eliminujace niestateczny
rezonans parametryczny oraz przyktad drgan para-
metrycznych wywolanych zmiennym momentem
bezwtadnosci (drgania turbiny wiatrowej).

4. Modelowanie ruchu mechanizméw z czlonami
podatnymi

Dzigki zastosowaniu w jednym systemie sztyw-
nych i odksztalcalnych elementéw skonczonych -
powstal uniwersalny program umozliwiajacy oceng
wplywu podatmo$ci czionéw na dokladnos¢ i po-
réwnanie z ruchem mechanizmu nieodksztatcalnego.
Zbadano takze inne problemy: drgania parametrycz-
ne wywotane zmiennym momentem bezwladnosci,
wplyw thumienia wystepujacego w mechanizmie
oraz sposob sterowania.

Metode Elementéw Skonczonych zastosowano
takze do modelowania dynamiki mechanizméw z
odksztatcalnymi czlonami [16], [17], [18] co umoz-
liwilo ocene wplywu drgan parametrycznych na
obnizenie doktadnosci kinematycznej mechanizmu.

5. Modelowanie tlumienia

W analizie struktur warstwowych stosowanych
do thumienia drgan: kompozytach przektadkowych i
zbudowanych z warstw o réznej orientacji wiokien
opis tlumienia w postaci (3) jest niewystarczajacy.
W pracy [20] zaproponowano nowy opis, w ktérym
przyjeto, ze w kazdej stalej sprezystej elementu
ortotropowego (w ukladzie tréjwymiarowym jest to
9 niezaleznych stalych) odpowiada niezalezny
wspolczynnik thumienia. Z wykorzystaniem funkcji
ksztaltu elementdw skonczonych macierz thumienia
tworzy sie analogicznie jak macierz sztywnoSci.
Opracowany sposéb opisu wykorzystano do analizy
réznych przypadkéw drgain w ukiadach parame-
trycznych i nieliniowych z thumieniem w strukturze
kompozytowej. W pracy [21] omdéwiono sposéb
modelowania wiasciwosci thumigcych w strukturze
przekladkowej (dwie warstwy metalowe z warstwa
tworzywa tlumiacego drgania w $rodku), wykorzy-
stywanej do wibroizolacji. W pracy [22] przedsta-
wiono metod¢ wyboru rodzaju elementu skonczone-
go do modelowania element6w kompozytowych. W
obliczeniach wykorzystano system MES — ADINA.

Ciekawym i trudnym w analizie jest zjawisko
ttumienia drgan wywotane mikroposlizgami sprezy-
stymi w polaczeniach nieruchomych nazywane
tarciem konstrukcyjnym [25]. Zastosowanie MES
[26] umozliwilo analize bez przyjmowania szeregu
zalozen upraszczajacych, takich jak jednowymiaro-
wy stan naprg¢zen. Petle histerezy begdace miarg roz-
praszania energii zostaly wyznaczone znacznie do-
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kiadniej [26]. Wyznaczono zakresy wymiaréw potg-
czen, przy ktérych konieczne jest stosowanie MES.
W analizie zagadnienia kontaktowego wykorzystano
metode macierzy wrazliwosci.

6. Podsumowanie

Metoda Elementéw Skoniczonych jest bardzo
uzyteczna w analizie problemoéw dynamiki maszyn.
Podstawowe zadanie liniowe — wyznaczanie czesto-
§ci i postaci drgan mozna rozwigzaé praktycznie dla
kazdego, dowolnie duzego obiektu. Trudno$ci wy-
stepujg w analizie zagadnien nieliniowych. Pomocg
moze by¢ tu sposéb modelowania uktadéw dyskret-
no-ciaglych. Wyniki obliczen probleméw oméwio-
nych powyzej sa bardzo obszerne w stosunku do
ograniczonej objetosci pracy. W zwiazku z powyz-
szym zostana przedstawione podczas seminarium.
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