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Streszczenie 

Praca dotyczy analizy wp ywu p kni cia na pojawienie si  sprz onych form drga . 

Wykazano, e w przypadku elementu konstrukcyjnego z p kni ciem drgania poprzeczne 

wymuszone poprzecznymi si ami zewn trznymi generuj  równie  drgania wzd u ne, pomimo to, 

e wymuszenia na tych kierunkach nie dzia aj . Opisany w pracy model p kni cia polega na 

zast pieniu przekroju z p kni ciem pewnym elementem spr ystym o okre lonej macierzy 

podatno ci. Poszczególne podatno ci wyznaczono ze znanych z mechaniki p kania zale no ci 

wi cych zmian  energii potencjalnej odkszta cenia, wynikaj cej z powstania p kni cia z jego 

g boko ci  oraz twierdzenia Castigliano. 

 

S owa kluczowe: p kni cie, diagnostyka wibroakustyczna, modelowanie, drgania sprz one. 

 

COUPLED VIBRATIONS AS A DIAGNOSTIC SYMPTOM OF CRACK 

 

Summary 

Work refers to the analysis of influence of the crack on couple of different forms of vibration. 

Is shown that in cracked element transverse vibrations generate longitudinal vibrations although no 

excitation at this direction is applied. The crack is substituted by elastic element, which flexibility 

matrix is calculated by using Castigliano theorem and laws of the fracture mechanics. 

 

Keywords: crack, vibroacoustic diagnistics, moddeling, coupled vibrations.  

 
 

1. WST P 

 

Techniczne uk ady konstrukcyjne poddane 

dzia aniom dynamicznym mog  ulega  

ró norodnym uszkodzeniom. Typowymi 

uszkodzeniami s  p kni cia poszczególnych 

elementów konstrukcji. Bardzo wa nym jest, wi c 

dzia anie zapobiegaj ce trwa ym uszkodzeniom, co 

wi e si  bezpo rednio z ocen  stanu technicznego 

konstrukcji w okresie eksploatacji np. 

w przypadkach du ych, z o onych uk adów 

strukturalnych (mostów, wie  wiertniczych itp.), czy 

obudowanych wa ów maszyn wiruj cych, typowe 

metody nieinwazyjne oceny stanu konstrukcji 

zwi zane np. z wykorzystaniem fal 

powierzchniowych, efektu Barkhausena, itp. opisane 

w [16] s  ma o u yteczne. Sta o si  to powodem 

poszukiwa  wp ywu p kni cia na parametry 

charakterystyk dynamicznych obiektów. 

Przegl dowe prace [2] i [6] zawieraj  razem 

ponad 450 pozycji literatury dotycz cych tego 

zagadnienia. 

Wi kszo  cytowanych tam prac dotyczy 

wp ywu p kni cia o znanych parametrach na 

charakterystyk  dynamiczn  drga  poprzecznych 

belki. Najcz ciej analizowanymi symptomami s  

zmiana cz sto ci drga  w asnych, zmiana postaci 

drga  w asnych, czy wzrost amplitudy drga  

wymuszonych. Zwi zane z tym metody identyfikacji 

polegaj  na odczytywaniu z charakterystyk tych 

zmian, tzw. nomogramów g boko ci i miejsca 

p kni cia. Nomogramy te wyznaczone zosta y dla 

ró nych (okre lonych) warunków brzegowych 

i mo na wykorzystuj c je okre li  g boko  

i miejsce p kni cia na podstawie zmierzonych 

cz sto ci drga  w asnych, o ile warunki brzegowe 

analizowanej belki odpowiadaj  belce, dla której 

zosta  wyznaczony nomogram. 

W pracach [7 i 12] autor wykazuje, e p kni cia 

o g boko ciach mniejszych od 10 % wysoko ci 

( rednicy) belki z wykorzystaniem tych symptomów 

diagnostycznych jest niemo liwa. Wynika to z tego, 

e p kni cia o takiej „ma ej” g boko ci powoduj  

zmiany cz sto ci w asnych czy amplitud drga  

wymuszonych, mniejsze ni  niepewno  ich 

wyznaczenia. 

W wielu elementach konstrukcyjnych (np. wa y 

turbogeneratorów) istotnym jest sama informacja 

o wyst pieniu p kni cia (nawet w sytuacji, gdy nie 

ma mo liwo ci identyfikacji jego g boko ci czy 

lokalizacji), ale przy wykorzystaniu prostej 

procedury pomiarowej. 

Niniejsza praca dotyczy takiej w a nie procedury 

diagnostycznej opartej na pomiarze drga  na 

kierunkach, na których nie dzia aj  adne 

wymuszenia. Udowodniono, e ród em sprz enia 
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jest p kni cie tzn., e w przypadku elementu 

konstrukcyjnego z p kni ciem drgania poprzeczne 

wymuszone poprzecznymi si ami zewn trznymi 

generuj  równie  drgania wzd u ne, mimo tego, e 

wymuszenia na tych kierunkach nie dzia aj . 
P kni cie zosta o zamodelowane jako uk ad 

spr yn, których podatno ci wyznaczono na bazie 

mechaniki p kania w funkcji g boko ci p kni cia.  

 

 

2. OPIS PROBLEMU 

 

Rozpatrywany w pracy problem opisany zosta  

modelem p kni cia nie uwzgl dniaj cego efektu 

zamykania si  szczeliny podczas drga , co 

schematycznie pokazano na rys. 1.  

W przypadku drga  poprzecznych w pracy 

wykorzystano model Bernoulliego – Eulera belki. 

 

 x p
 l

 
Rys. 1. Model pr ta z p kni ciem 

 

Analizowane w pracy modelowanie p kni cia 

polega na „przeci ciu” elementu konstrukcyjnego 

w miejscu p kni cia jak to pokazano na rys. 2 

i zast pieniu oddzia ywa  wewn trznych w tym 

przekroju pewnym elementem spr ystym (jedn  

b d  uk adem spr yn) o podatno ciach ci, 

niezb dnych do napisania równa  ci g o ci 

w przekroju z p kni ciem. I tak np. w przypadku 

czystego zginania b dzie to tylko podatno  cg, która 

wi e ze sob  moment gn cy w przekroju xp 

i ró nic  stycznych do linii ugi cia z prawej i lewej 

strony przekroju xp. 
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 Rys.2. Model p kni cia 

 

W przypadku drga  sprz onych p kni cie 

zosta o zamodelowane jako uk ad spr yn, których 

podatno ci wi  ze sob  moment gn cy Mg, si  

wzd u n  Pw i moment skr caj cy Ms w przekroju 

o wspó rz dnej x = xp oraz odpowiednio k ty obrotu 

przekroju y'(x), przemieszczenia wzd u ne u(x) 

i k ty skr cenia (x) z prawej i lewej strony 

przekroju, w którym wyst puje p kni cie, czyli: 
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Sposób wyznaczenia równania wi cego ze 

sob  odpowiednie podatno ci ci z g boko ci  

p kni cia, oparty o mechanik  p kania zostanie 

pokazany w nast pnym punkcie pracy.  

 

3. MODELOWANIE P KNI CIA 

 

Prace z zakresu mechaniki p kni cia [15] 

pozwalaj  na znalezienie zale no ci pomi dzy 

globaln  wielko ci  G - Wspó czynnikiem 

Uwalniania Energii (WUE) okre laj cej przyrost 

energii potencjalnej odkszta cenia belki, przy 

elementarnym wzro cie p kni cia: 

pA

U
G  

a lokaln  wielko ci  K - Wspó czynnikiem 

Intensywno ci Napr e  (WIN), który zale y od 

g boko ci p kni cia: 

 22
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2
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gdzie: 

G - Wspó czynnik Uwalniania Energii;  

Ap - pole p kni cia;  

 - wspó czynnik Poissona;  

E - modu  Younga;  

KI, KII, KIII - Wspó czynnik Intensywno ci Napr e  

dla odpowiednio pierwszego (I), drugiego (II) 

i trzeciego (III) sposobu obci enia szczeliny; 

 

W przypadku dowolnie obci onego 

prostoliniowego elementu konstrukcyjnego nale y 

wzi  pod uwag  fakt, e napr enia normalne do 

powierzchni szczeliny pochodzi  mog  zarówno od 

obci e  gn cych jak i obci e  wzd u nych, czyli: 

 

KI =KIg +KIw 

 

KIg - Wspó czynnik Intensywno ci Napr e  (WIN) 

pochodz cy od zginania,  

h

a
FaK IggIg  

gdzie: 

g  - napr enie normalne pochodz ce od zginania,  

a - g boko  p kni cia 

FIg - wspó czynnik korekcyjny [14] 
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Uwaga 1: W przypadku elementu o przekroju 

okr g ym wielko  h oznacza rednic  elementu 

 

KIw - WIN pochodz cy od obci enia wzd u nego, 

h

a
FaK IwwIw  
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gdzie: 

w  - napr enie normalne pochodz ce od 

obci enia wzd u nego,  

 

FIw - wspó czynnik korekcyjny [14] 
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 Pozosta e wspó czynniki wyznacza si  

z zale no ci (oznaczenia na rys. 3):  

 

II II II

a
K a F

h
 

gdzie: 

II - ta cz  napr enia stycznego do powierzchni 

p kni cia, która jest równoleg a do p aszczyzny 

p kni cia i prostopad a do jego kraw dzi.  
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 Uwaga 2: Przemieszczeniem uogólnionym, 

b d cym skutkiem zmiany energii potencjalnej 

odkszta cenia powodowanym przez wspó czynnik 

KII, jest k t odkszta cenia postaciowego . Ró nica 

k ta  z prawej i lewej strony przekroju xp 

pomno ona przez odpowiedni wspó czynnik 

podatno ci jest równa sile poprzecznej w tym 

przekroju T(xp). W pracy drgania poprzeczne 

opisano modelem Bernoulliego – Eulera belki, gdzie 

wp yw si  poprzecznych i k ta odkszta cenia 

postaciowego jest pomijany, z tego powodu 

wspó czynnik KII jest w dalszej cz ci pracy 

pomini ty. Zmian  k ta  uwzgl dni  mo na 

analizuj c model Timoshenki belki, co b dzie 

przedmiotem osobnego opracowania. 

 

2

2
III III

a
K a tg

a
 

III  - cz  napr enia stycznego, która jest 

równoleg a jednocze nie do p aszczyzny i kraw dzi 

p kni cia 

 

Ca kowity przyrost energii zwi zany 

z powstaniem szczeliny o g boko ci a jest, wi c 

równy (oznaczenia na rys. 3): 

 

R
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Rys. 3. Przekrój poprzeczny pr ta 

przekroju z p kni ciem 
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ddAd p  - elementarne pole p kni cia;  

 - zmienna niezale na liczona od górnej kraw dzi 

pr ta do g boko ci p kni cia a, a,0 ; 

- zmienna niezale na liczona od rodka przekroju 

poprzecznego pr ta do szeroko ci p kni cia b, 

b,0 ;  

a - g boko  p kni cia. 

 

Po wyznaczeniu warto ci energii potencjalnej 

odkszta cenia, warto ci poszczególnych podatno ci 

z zale no ci (1) wyznaczy  mo na z twierdzenia 

Castigliano: 
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 Tak wyznaczone podatno ci poprzez równanie 

(1) s u  do napisania równa  ci g o ci w przekroju 

z p kni ciem.  

 

4. PRZYK AD OBLICZE  

 

Wyznaczona w opisany powy ej sposób macierz 

podatno ci zostanie wykorzystana do wyznaczenia 

drga  belki pokazanej na rys. 4. 
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 x p
 l

 
Rys. 4. Model rozpatrywanej belki 

 

Drgania proste tj. poprzeczne, wzd u ne i skr tne 

zosta y przez autora przeanalizowane, a wp yw 

p kni cia na cz sto ci drga  w asnych i amplitudy 

drga  wymuszonych monoharmonicznie 

przedstawione w pracach [7, 8, 10, 11, 12]. 

W dalszej cz ci pracy pokazane zostan  wyniki 

analizy drga  sprz onych (opisanych 

równaniem 1).  

Sprz enie mi dzy drganiami gi tnymi 

i wzd u nymi wynika wprost z opisu p kni cia (1). 
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Analizuj c t  zale no  wywnioskowa  mo na, 

e przy wymuszeniu drga  si  poprzeczn  

( 0gM ), mimo braku wymuszenia na kierunku 

wzd u nym ( 0wP ), ze wzgl du na sprz enie 

(wspó czynnik cwg) wyst pi  drgania na kierunku 

wzd u nym ( ( , ) 0u x t ).  

Symptomem diagnostycznym p kni cia w belce 

mo e by  wi c, przy wymuszeniu poprzecznym, 

mierzona na kierunku wzd u nym niezerowa 

amplituda drga  mimo, e nie dzia a na tym 

kierunku wymuszenie.  

Na rys. 5 pokazano charakterystyk  amplitudowo 

-cz stotliwo ciow  drga  mierzonych na kierunku 

wzd u nym belki pokazanej na rys. 5. 
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Rys. 5. Charakterystyka amplitudowo 

– cz stotliwo ciowa drga  

wzd u nych belki 

 

W ka dym z rozpatrywanych w pracy 

przypadków obliczenia przeprowadzono dla si y 

o jednakowej amplitudzie dla ka dej cz sto ci 

wymuszenia, któr  zmieniano w zakresie od 

2 1w rad/s (cz stotliwo  f = 1 Hz) do 

2 2000w  rad/s (cz stotliwo  f = 2 kHz) co 

1 Hz. 

Jak atwo zauwa y  ród em sprz enia jest 

p kni cie tzn., e w przypadku elementu 

konstrukcyjnego z p kni ciem drgania poprzeczne 

wymuszone poprzecznymi si ami zewn trznymi 

generuj  równie  drgania wzd u ne, mimo tego, e 

wymuszenia na tych kierunkach nie dzia aj . 

Prowadz c dalsz  analiz  zale no ci (1) atwo 

zauwa y , e niezerowe drgania na kierunku 

poziomym ( ( , ) 0u x t ) powoduj  pojawienie si  

niezerowych si  wewn trznych na kierunku 

wzd u nym ( 0wP ), mimo braku wymuszenia 

zewn trznego na tym kierunku. Niezerowa si a 

wzd u na, ze wzgl du na sprz enie (wspó czynnik 

cgw) spowoduje pojawienie si  drga  na kierunku 

poprzecznym. Pojawienie si  drga  na kierunku 

poprzecznym przy wymuszeniu na kierunku 

poprzecznym trudno oczywi cie uzna  za symptom 

diagnostyczny, ale znale  je mo na analizuj c 

charakterystyk  amplitudowo - cz stotliwo ciow  

belki wymuszaj c drgania poprzeczne impulsem si y 

(wymuszenie szerokopasmowe).  

Na rys. 6 pokazano przebieg charakterystyki 

amplitudowo - cz stotliwo ciowej (amplitud  drga  

poprzecznych ko ca belki X(l)) belki wymuszonej 

do drga  impulsem si y na kierunku poprzecznym 

(na rys. a dla belki bez p kni cia, na rys. b dla belki 

z p kni ciem). 
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Rys. 6. Charakterystyka amplitudowo 

– cz stotliwo ciowa drga  

poprzecznych belki: a – bez p kni cia, 

b – z p kni ciem 

a) 

b)
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Jak atwo zauwa y  w widmie drga  

wymuszonych pojawia si  dodatkowy pr ek dla 

cz stotliwo ci oko o 1090 Hz. Cz stotliwo  ta 

odpowiada pierwszej cz stotliwo ci wzd u nych 

drga  w asnych. 

Widoczny na rysunku wzrost amplitud drga  

poza pikami rezonansowymi, trudno uzna  za 

symptom p kni cia z powodu pomini cia 

w rozwa anym modelu t umienia wewn trznego 

i zewn trznego. Innymi s owy z jednej strony przy 

wymuszeniu wy szymi cz sto ciami amplituda 

drga  ro nie na skutek p kni cia, ale równie  maleje 

na skutek t umienia. Szczególnie du y wp yw ma 

t umienie wewn trzne, które jest proporcjonalne do 

pr dko ci odkszta ce , osi ga wi c warto  

nadkrytyczn  dla wy szych harmonicznych. 

Charakterystyk  pokazan  na rys. 6b otrzymano 

dla g boko ci p kni cia a = 30 % rednicy belki. 

Pojawienie si  dodatkowego pr ka w widmie 

drga  wymuszonych sta o si  przyczynkiem do 

próby opracowania nowej procedury diagnostycznej.  

Proponowana procedura diagnostyczna polega na 

analizie drga  wymuszonych impulsem si y oraz 

poszukiwanie, w sygnale akustycznym 

rejestrowanym przy u yciu mikrofonu m, 

symptomów p kni cia belki pokazanej na rys. 7. 
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Rys. 7. Diagnostyka akustyczna 

p kni cia w belce 

 

Analiz  przeprowadzono w dziedzinie 

cz stotliwo ci wyznaczaj c dla ka dej cz sto ci 

wymuszenia funkcj  pr dko ci drga  belki. Do 

opisu rozchodzenia si  fali akustycznej 

wykorzystano funkcj  Greena wyznaczon  dla 

przestrzeni otwartej. 

Drgaj ca belka jest ród em d wi ku, którego 

ci nienie w funkcji cz sto ci wymuszenia drga   

opisuje zale no  (4) wynikaj ca bezpo rednio 

z funkcji Greena [3, 13]: 
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2 ( )

l jkr xj v x e
p b dx

r x
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gdzie: 

0  - g sto  powietrza, 

d – szeroko  belki, 

v(x) – funkcja pr dko ci drga  belki, 

k – liczba falowa, 

l – d ugo  belki, 

2 2( ) ( )r x R l x  – odleg o  przekroju belki 

o wspó rz dnej x od punktu pomiarowego. 

Na rys. 8 pokazano przebieg charakterystyki 

amplitudowo – cz stotliwo ciowej ci nienia 

akustycznego, którego ród em jest belka, opisana 

modelem uwzgl dniaj cym sprz enie drga , 

pobudzona do drga  impulsem si y na kierunku 

poprzecznym (na rys. a dla belki bez p kni cia, na 

rys. b dla belki z p kni ciem). 
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Rys. 8. Charakterystyki amplitudowo-

cz stotliwo ciowe ci nienia akustycznego, 

którego ród em jest pobudzona impulsowo  

belka: a – bez p kni cia,  

b – z p kni ciem 

 

Charakterystyk  pokazan  na rys. 8b otrzymano 

dla g boko ci p kni cia a = 3 % rednicy belki, 

z czego wynika, e analiza drga  sprz onych 

pozwala diagnozowa  takie p kni cia (o ,,ma ej'' 

g boko ci) w belkach, które s  niewykrywalne przy 

pomiarach zmian cz sto ci drga  w asnych, czy 

amplitud drga  wymuszonych monoharmonicznie 

[7, 8, 9]. 

 

5. PODSUMOWANIE I WNIOSKI  

 

W pracy opisano efekt sprz gania si  ró nych 

form drga  w elemencie konstrukcyjnym na skutek 

jego p kni cia. Podobnie efekt sprz enia opisuje 

w swoich pracach prof. Kici ski [4, 5], z t  ró nic , 

e jego zdaniem „ ród em sprz onych form drga  

mog  by  jedynie cz ony nieliniowe wyst puj ce 

w uk adzie” [5 str. 13]. W niniejszej pracy 

a) 

b)
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udowodniono na bazie modeli liniowych, e ród em 

sprz enia jest samo p kni cie. 

W rozwa anym przypadku sprz enie oznacza, 

e w przypadku elementu konstrukcyjnego 

z p kni ciem drgania poprzeczne wymuszone 

poprzecznymi si ami zewn trznymi generuj  

równie  drgania wzd u ne, mimo tego, e 

wymuszenia na tych kierunkach nie dzia aj .  

Wykazano ponadto, e symptomem 

diagnostycznym p kni cia jest pojawienie si  

w widmie zarejestrowanego sygna u drganiowego na 

kierunku poprzecznym, pr ków dla cz stotliwo ci 

bliskich cz stotliwo ciom w asnym drga  

wzd u nych elementu, nie jest natomiast mo liwa, 

z tego eksperymentu identyfikacja parametrów 

p kni cia tj. jego g boko ci i po o enia. 

Ten fakt wykorzystano do zaproponowania 

pewnej procedury diagnostyki akustycznej p kni cia 

elementu konstrukcyjnego na przyk adzie belki 

wspornikowej. Diagnostyka akustyczna jest jedn  

z metod nieinwazyjnych opartych na pomiarze 

biernym, w którym zak ócaj ce dzia anie czujników 

pomiarowych jest pomijalne. Zalet  metod 

nieinwazyjnych jest mo liwo  diagnozowania 

i monitorowania (ci g ej kontroli) bez przerywania 

normalnej pracy obiektu. Dodatkow  zalet  

diagnostyki akustycznej jest stosunkowo atwa 

rejestracja sygna ów diagnostycznych, którymi s  

sygna y emisji akustycznej. 
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