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Streszczenie 
Analiza modalna jest narz dziem szeroko stosowanym do rozwi zywania wielu problemów 

u podstaw, których le  zagadnienia zwi zane z drganiami uk adów mechanicznych. W przypadku 
du ych maszyn energetycznych pojawiaj  si  jednak problemy które cz sto w innych przypadkach 
maj  mniejsze znaczenie. W artykule przestawiono typow  metodologi  bada  modalnych oraz 
pokazano problemy i trudno ci pojawiaj ce si  w trakcie bada  fundamentów du ych maszyn 
energetycznych.  

 
S owa kluczowe: analiza modalna, przetwarzanie sygna ów, metody pomiarowe. 

 
RESEARCH INTO MODAL MODEL OF POWER PLANT FOUNDATIONS 

 
Summary 

Modal analysis is wide used tool for solving problems related with vibrations of mechanical 
systems. In case of big power machines the problems are usually different that in case of other 
smallest systems. In the paper typical modal analysis methodology is presented. There are also 
showed problems and difficulties that appears during tests of foundations of such turbine 
generators. 

 
Keywords: modal analysis, signal processing, measurements methods. 

 
1. WST P 
 

Modele modalne s  powszechnie stosowan  
form  opisu dynamiki konstrukcji mechanicznych. 
Znajduj  one zastosowanie zarówno 
w diagnozowaniu stanu badanej maszyny jak 
równie  mog  by  stosowane w procesie 
monitoringu. W praktyce badawczej najcz ciej 
wykorzystywana jest eksperymentalna analiza 
modalna (EMA – ang. Experimental Modal 
Analysis) oraz operacyjna (eksploatacyjna) analiza 
modalna (OMA ang. Operational Modal Analysis). 
Trudno ci zwi zane ze stosowaniem EMA oraz 
OMA sprawiaj , i  coraz cz ciej szczególnie 
w przypadkach maszyn energetycznych 
rozpatrywany jest model OMAX. Za o enia 
teoretyczne zwi zane ze wszystkimi rodzajami 
analiz s  bardzo podobne. W ka dym przypadkach 
zak adana jest: liniowo  badanych uk adów, sta o  
wspó czynników modelu modalnego w czasie 
eksperymentu, spe nienie zasady wzajemno ci 
Maxwella, obserwowalno  uk adu, mo liwo  
pomiaru wszystkich niezb dnych w czasie 
identyfikacji charakterystyk, oraz ma e lub 
proporcjonalne t umienie w badanym uk adzie. 
Za o enia powy sze pozwalaj  na zastosowanie 
zasady superpozycji modalnej do badanego uk adu 
oraz przedstawienie go jako sumy rozprz onych 
oscylatorów harmonicznych o jednym stopniu 
swobody. Ró nice pomi dzy EMA i OMA 
zwi zane s  ze sposobem wymuszenia badanego 
obiektu. W eksperymentalnej analizie modalnej 

zak ada si  zastosowanie czynnego eksperymentu 
identyfikacyjnego. Badany uk ad poddawany jest 
kontrolowanemu oraz mierzalnemu wymuszeniu. 
Zak ada si , i  poza kontrolowan  (i mierzon ) si  
do uk adu nie jest dostarczane inne wymuszenie, 
a wszystkie dodatkowe oddzia ywania traktowane s  
jako zak ócenia. Podej cie takie bardzo dobrze 
sprawdza si  z w warunkach laboratoryjnych, 
w których badany obiekt jest wyizolowany od 
swojego naturalnego rodowiska pracy oraz 
zewn trznych czynników zak ócaj cych. Ma y 
wp yw zak óce  zewn trznych sprawia, i  
charakterystyki pomiarowe s  zazwyczaj dobrej 
jako ci, co pozwala na bezproblemow  identyfikacj  
parametrów modelu modalnego. Problem stanowi 
zazwyczaj uzyskanie tzw. warunków 
laboratoryjnych. Operacja taka cz sto jest 
skomplikowana technicznie, czasoch onna a co za 
tym idzie kosztowna. W przypadku obiektów 
o du ych gabarytach i wielkiej wadze takich jak 
generatory ich fundamentowania oraz inne obiekty 
budownictwa l dowego nie jest w ogóle mo liwa do 
przeprowadzenia. W takim przypadku, gdy 
wyizolowanie obiektu bada  nie jest mo liwe 
wszelkie zak ócenia znacznie pogarszaj  jako  
charakterystyk pomiarowych zwi kszaj c 
jednocze nie rozrzut estymatorów parametrów 
modelu modalnego. Szczególnie du e zak ócenia 
rejestrowane s  zazwyczaj w trakcie bada  maszyn 
energetycznych. Wyst puj  tutaj zak ócenia 
zwi zane z prac  s siednich maszyn, które 
najcz ciej s  na poziomie rejestrowanego sygna u 
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pomiarowego. Charakterystyki pomiarowe uzyskane 
w ten sposób s  najcz ciej ma o u yteczne dla 
estymacji parametrów modelu modalnego. Sytuacj  
mog oby poprawi  wy czenie wszystkich 
pracuj cych maszyn. W warunkach przemys owych 
sytuacja taka jest jednak niezmiernie rzadka. Innym 
problemem pojawiaj cym si  w trakcie badania 
du ych obiektów jest dostarczenia odpowiedniej si y 
wymuszaj cej. W klasycznej eksperymentalnej 
analizie modalnej wykorzystane s  najcz ciej trzy 
rodzaje przebiegów wymuszaj cych: impulsowe, 
szum losowy oraz sygna y zbudowane z zestawów 
odpowiednio przygotowanych funkcji 
harmonicznych. Wymuszenie impulsowe najcz ciej 
stosowane jest w trakcie bada  wst pnych. 
Eksperyment przeprowadzany jest w znacznie 
krótszym czasie w porównaniu z pozosta ymi 
sposobami wymuszenia jednak charakterystyki 
pomiarowe s  zazwyczaj gorszej jako ci. Dwa 
pozosta e sposoby dostarczania kontrolowanego 
wymuszenia wymagaj  zastosowania dodatkowych 
uk adów generuj cych drgania tzw. wzbudników. 
W praktyce przemys owej zastosowanie 
wzbudników jest znacznie ograniczone. Uk ady tego 
typu pozwalaj ce na generowanie si  
wymuszaj cych na odpowiednim poziomie s  
kosztowne oraz niewygodne w u yciu ze wzgl du na 
du e gabaryty oraz ci ar. Inn  trudno ci  zwi zan  
z wymuszeniem drga  pojawiaj cym si  szczególnie 
w przypadku du ych obiektów wymuszanych 
sygna ami impulsowymi jest problem jedynie 
lokalnego oddzia ywania wymuszenia na badan  
konstrukcj . Z jednej strony si a, z jak  trzeba 
oddzia ywa  na konstrukcj  powinna by  na tyle 
du a by odpowied  mog a zosta  zarejestrowana 
w dowolnym punkcie na konstrukcji z drugiej 
jednak nie mo e by  ona niszcz ca dla konstrukcji. 
W praktyce bada  modalnych du ych maszyn 
energetycznych oraz ich fundamentowa  okazuje 
si , i  sygna y odpowiedzi s  cz sto niedetektowalne 
z uwagi na maskowanie ich przez zak ócenia. 
Najcz ciej jest to spowodowane brakiem 
mo liwo ci izolacji obiektu, na którym dokonywane 
s  pomiary od otoczenia oraz wysokim poziomem 
zak óce  zwi zanych z prac  s siaduj cych maszyn.  

Innym rozwi zaniem, które w ostatnich latach 
bardzo cz sto stosowane jest do badania maszyn 
w trakcie ich normalnej pracy jest metoda OMA. Jak 
zaznaczono wcze niej podstawowa ró nica 
w stosunku do metod EMA jest zwi zana ze 
sposobem wymuszenia obiektu. W OMA zak ada 
si , i  obiekt wymuszany jest jedynie bia ym 
szumem losowym. Estymacja parametrów modelu 
modalnego bazuje w tym przypadku jedynie na 
znajomo ci przebiegów odpowiedzi badanego 
uk adu na naturalne wymuszenie eksploatacyjne. 
Sytuacja taka rodzi kilka konsekwencji zarówno 
pozytywnych jak i negatywnych. Po pierwsze 
w wi kszo ci przypadków nie jest mo liwe 
dokonywanie pomiaru si y wymuszaj cej. Si y 
eksploatacyjne zazwyczaj nie s  zwi zane 
z konkretnym miejscem na konstrukcji ale maj  
jaki  rozk ad przestrzenny. W praktyce nie ma 
mo liwo ci bezpo redniego pomiaru si  

eksploatacyjnych. Mo liwe jest czasem ich 
szacowanie np. poprzez zastosowanie metod 
odwrotnej identyfikacji, jednak e w tym przypadku 
konieczne jest posiadanie zweryfikowanego modelu 
uk adu. Kolejny aspekt dotycz cy szczególnie pracy 
maszyn energetycznych jest zwi zany z du ym 
zró nicowaniem warunków dynamicznych w trakcie 
normalnej pracy oraz w trakcie stanów 
przej ciowych. Maszyny energetyczne projektowane 
s  w ten sposób, aby w trakcie stabilnej pracy 
znajdowa y si  one w optymalnym dla siebie 
punkcie na charakterystyce cz stotliwo ciowej. 
Dlatego w wi kszo ci przypadków kluczowymi dla 
maszyn energetycznych momentami s  stany 
przej ciowe zwi zane z rozbiegami czy te  
wybiegami. Stany te nios  bardzo du  informacj  
o parametrach dynamicznych maszyny i cz sto, je li 
tylko istnieje taka mo liwo  wykorzystywane s  do 
gromadzenia takiej informacji. Z punktu widzenia 
OMA model modalny powinien by  estymowany na 
podstawie pomiarów dokonanych w warunkach 
stacjonarnych. St d cz sto dochodzi do sytuacji, 
w której w trakcie normalnej pracy, wymuszenie 
eksploatacyjne nie pozwala na odpowiednio dobre 
wymuszenie wszystkich biegunów uk adu 
wzbudzanych np. w stanach przej ciowych. 
Powoduje to w konsekwencji trudno ci 
w identyfikacji tych biegunów. Model modalny 
otrzymany w wyniku OMA jest zwi zany 
z konkretnym punktem pracy badanej maszyny 
i dlatego jego uogólnianie cz sto daje niedobre 
rezultaty. 

Kolejn  niedogodno ci  zwi zanym z u yciem 
OMA dla przypadku badania maszyn 
energetycznych jest za o enie jedynie losowego 
wymuszenia dzia aj cego na badany uk ad. 
Za o enie to powoduje, i  zak ócenia harmoniczne 
zwi zane np. z prac  innych maszyn wiruj cych 
znajduj cych si  w pobli u traktowane s  jako 
dodatkowe bieguny estymowanego modelu. Z tego 
powodu konieczna jest dodatkowa inspekcja 
parametrów otrzymanego modelu modalnego 
i usuni cie z niego nadmiarowych biegunów.  

W ostatnich latach coraz cz ciej stosowana jest 
integracja cech OMA i EMA w postaci modelu 
OMAX. Struktura taka dopuszcza zarówno 
mo liwo  kontrolowanego wymuszania drga  
obiektu jak i pozwala na wykorzystanie naturalnego 
wymuszenia eksploatacyjnego. Wydaje si  i  taka 
posta  modelu modalnego jak najlepiej nadaje si  do 
identyfikacji parametrów maszyn energetycznych.  

Powy sze rozwa ania pokazuj , i  zagadnienie 
zwi zane z uzyskiwaniem modeli modalnych 
maszyn energetycznych nie jest spraw  trywialn  
i wymaga du ej uwagi i do wiadczenia zarówno 
pomiarowego jak i wiedzy praktycznej w trakcie 
estymacji parametrów modelu modalnego.  

2. PODSTAWY ESTYMACJI PARAMETRÓW 
MODELI MODALNYCH  

Estymacje parametrów modeli modalnych mo na 
przeprowadza  w dziedzinie czasu lub 
cz stotliwo ci. W pierwszym przypadku podstaw  
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do estymacji parametrów jest przebieg czasowy 
wymuszenia i odpowiedzi uk adu lub bezpo rednio 
przebieg impulsowej funkcji przej cia. W przypadku 
metod estymacji realizowanych w dziedzinie 
cz sto ci podstaw  estymacji parametrów s  
przebiegi widm wymuszenia i odpowiedzi lub 
zmierzone przebiegi charakterystyk cz sto ciowych. 
W praktycznych zastosowaniach w diagnostyce 
podstawowymi metodami s  klasyczne metody 
realizowane w dziedzinie cz stotliwo ci. Jest to 
podyktowane faktem mo liwo ci ograniczenia 
pasma cz stotliwo ci, do tych cz stotliwo ci, 
w których obserwuje si  zmiany przebiegów drga  
w procesie eksploatacji. 

Oddzielna grup  metod stanowi  metody 
estymacji parametrów modalnych oparte na 
znajomo ci modelu uk adu w postaci szeregu 
regresyjnego, najcz ciej typu ARMAX.  
Przeprowadzaj cy analiz  musi dysponowa  
pewnym do wiadczeniem badawczym, które 
umo liwi mu wybór metody. Przy wyborze nale y 
zwróci  uwag  na nast puj ce aspekty: 

 z o ono  oblicze  numerycznych. 

zakres badanych cz sto ci. 

 warto ci t umienia w uk adzie. 

 rodzaj zastosowanego eksperymentu. 
Metody estymacji realizowane w dziedzinie 

czasu z punktu widzenia oblicze  numerycznych s  
lepiej uwarunkowane ze wzgl du na specyficzne 
przebiegi charakterystyk cz sto ciowych (bardzo 
silne nachylenie zboczy przebiegów funkcji, których 
aproksymacja za pomoc  za o onych funkcji, 
o parametrach takich samych jak parametry modalne 
badanych uk adów, prowadzi do estymacji 
szukanych parametrów). Równie  z numerycznego 
punktu widzenia aproksymacja metod  
najmniejszych kwadratów w dziedzinie cz sto ci 
jest trudniejsza do realizacji ze wzgl du ma 
mo liwo  wyst powania lokalnych minimów. 
Z tego te  powodu metody estymacji w dziedzinie 
czasu s  bardziej efektywne dla danych 
zaszumionych. Stosuj c je unika si  dodatkowych 
b dów wynikaj cych z przecieków widma, 
aliasingu lub stosowania okien czasowych itp. 
Z drugiej jednak strony metody w dziedzinie 
cz sto ci daj  atwiejsz  mo liwo  u redniania 
danych, które stosuje si  do usuwania z mierzonych 
przebiegów szumów o warto ci redniej równej 
zeru. 

Je eli analiz  przeprowadza si  dla szerokiego 
zakresu cz sto ci, to korzystniejsze jest stosowanie 
metod w dziedzinie czasu. Je eli wp yw postaci 
drga  wyst puj cych poza badanym zakresem jest 
du y, korzystniejsze jest stosowanie metod  
w dziedzinie cz sto ci. 

Dla uk adów z du ym t umieniem atwiejsze jest 
wyznaczenie biegunów uk adu na podstawie 
charakterystyk zmierzonych w dziedzinie cz sto ci. 
Przyczyn  tego jest krótki czas trwania odpowiedzi 
impulsowej postaci silnie t umionych, co utrudnia 
analizy w dziedzinie czasu. 

Je eli dysponuje si  zmierzonymi w czasie 
eksperymentu przebiegami czasowymi odpowiedzi 
i wymuszenia, to istnieje mo liwo  zastosowania 

metod estymacji zarówno w dziedzinie czasu jak 
i cz sto ci. W przypadku kilku rodzajów 
eksperymentu, np. wymuszenia sinusoidalnie 
zmiennego o zmiennej skokowo cz sto ci, 
z nierównomiernie roz o onymi cz sto ciami, 
stosuje si  metody oparte o wcze niejsz  
identyfikacj  modeli, których parametry nie zale  
od tych wielko ci.  

Metody sformu owane dla jednego stopnia 
swobody mog  by  stosowane dla zgrubnego 
oszacowania parametrów modalnych oraz gdy nie 
dysponuje si  odpowiednio dobrym sprz tem 
obliczeniowym i oprogramowaniem. Z metod 
stosowanych dla wielu stopni swobody do 
wyznaczania biegunów uk adu oraz 
wspó czynników udzia u poszczególnych postaci 
drga  najcz ciej wykorzystuje si  metod  
aproksymacji przebiegów czasowych funkcjami 
eksponencjalnymi (LSCE), natomiast do 
wyznaczenia postaci drga  w asnych metod  
najmniejszych kwadratów w dziedzinie cz sto ci.  

3. ZASTOSOWANIE EMA 

W praktyce estymacji parametrów modelu 
modalnego rzadko stosuje si  bezpo rednio dane 
pomiarowe w formie nieobrobionych przebiegów 
czasowych. Najcz ciej dla potrzeb estymacji 
modelu EMA rejestrowane s  widmowe funkcje 
przej cia (WFP). Sytuacja taka podyktowana jest 
kilkoma wzgl dami. Pierwszy z nich zwi zany jest 
z redukcj  rozmiaru danych pomiarowych. Metody 
estymacja parametrów modelu wymagaj , aby 
dost pne by y odpowiednio d ugie realizacje danego 
procesu, aby estymatory posiada y odpowiednie 
znaczenie statystyczne. Z drugiej jednak strony 
archiwizacja i przetwarzanie d ugich przebiegów 
czasowych jest bardzo niewygodne. W praktyce 
pomiarowej stosowana jest, wi c technika 
pozwalaj ca na redukcj  rozmiaru danych 
pomiarowych bez pogarszania jako ci estymatorów. 
Polega ona na estymacji widmowych funkcji 
przej cia bezpo rednio w trakcie pomiarów. Jeszcze 
kilka lat temu rozwi zanie takie wymaga o 
specjalizowanej aparatury pomiarowej 
wykorzystuj cej dedykowane procesory sygna owe 
do wyznaczania szybkiego przekszta cenia Fouriera 
b d cego podstaw  do wyznaczania WFP. W chwili 
obecnej komputery klasy PC wykorzystywane 
w celach pomiarowych s  wystarczaj co szybkie, 
aby takie estymatory wyznacza  bezpo rednio na 
procesorze g ównym. Sprawia to znaczne obni enie 
wymaga , co do cz ci pomiarowej sprz tu. 

Drugi aspekt zwi zany jest z tym, i  najcz ciej 
w trakcie pomiaru nie jest dost pna wystarczaj ca 
liczba kana ów pomiarowych na to, aby ca y model 
zosta  zebrany jednocze nie. W praktyce stosowane 
rozwi zanie polega na podziale ca ego procesu 
pomiarowego na sesje pomiarowe. W jednej sesji 
dokonywany jest pomiar jedynie na cz ci badanego 
obiektu, a ca y pomiar sk ada si  z wielu 
niezale nych sesji. Estymacja parametrów modelu 
modalnego powinna zosta  dokonana globalnie tzn. 
jednocze nie dla wszystkich dost pnych punktów 
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pomiarowych. Niezale no  sesji pomiarowych 
dopuszcza zmiany parametrów pracy uk adu np. 
zwi zanych z wymuszeniem. Zastosowanie 
estymacji WFP powoduje dodatkowo normalizacj  
pomiarów zwi zanych z konkretn  sesj  pomiarow  
na przypadek ogólny. W przypadku estymacji WFP 
konieczne jest za o enie punktu lub punktów 
referencyjnych, w których pomiar wykonywany jest 
w ka dej sesji pomiarowej. Najcz ciej jako 
referencyjne przyjmowane s  punkty, w których do 
uk adu dostarczane jest wymuszenie.  

Z teoretycznego punktu widzenia dopuszczane 
jest zastosowanie punktów, w których mierzone s  
odpowiedzi uk adu jako referencyjnych. W praktyce 
pomiarowej szczególnie dla z o onych obiektów 
za o enie takie jest ci kie do zrealizowania. 
Wymaga ono, bowiem przy o enia wymuszenia we 
wszystkich punktach oraz we wszystkich kierunkach 
na badanym obiekcie, co najcz ciej jest 
nierealizowalne technicznie. Oczywi cie w trakcie 
przeprowadzania pomiaru nie jest mo liwa zmiana 
punktów referencyjnych, poniewa  uniemo liwi oby 
to globaln  normalizacj  danych pomiarowych.  

W badaniach modalnych mo liwe jest 
zastosowanie kilku estymatorów WFP.  
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Z uwagi na najlepsze w asno ci statystyczne 
zwi zane ze specyfik  pomiaru, najcz ciej u ywany 
jest estymator H1. 

Praktyczna ilustracja problemów pomiarowych 
zwi zanych z badaniem du ych maszyn 
energetycznych przedstawiona jest poni ej. Na rys. 1 
pokazano przyk adowe przebiegi zarejestrowanych 
sygna ów wymuszaj cych oraz odpowiedzi uk adu 
w formie przyspieszenia drga . Charakterystyki 
zosta y zabrane na niepracuj cym bloku 
energetycznym. Wymuszenie dostarczane w tym 
przypadku do obiektu by o w formie funkcji 
impulsowych. Na przebiegu odpowiedzi uk adu 
widoczne s , co prawda piki odpowiadaj ce chwili 
wymuszenia jednak e ca a pozosta a cz  
odpowiedzi maskowana jest przez zak ócenie, które 
w tym przypadku zwi zane jest z prac  s siednich 
maszyn.  

Post powanie wst pne polega o w tym 
przypadku na zastosowaniu filtracji cyfrowej do 
sygna u odpowiedzi. Zastosowanie filtrowania 
przebiegu pasmowo-zaporowym filtrem 
Butterwortha 10 rz du o cz stotliwo ciach odci cia 
48, 52 Hz da o rezultaty pokazane na rys. 2. 

Wida  tutaj, i  najwi ksza cz  zak ócenia 
zwi zana jest z cz stotliwo ciami zbli onymi do 50 
Hz. Przebieg przefiltrowany zawiera jeszcze 
oczywi cie znaczny poziom zak óce  jednak e 
uwidoczni o si  na nim przynajmniej cz  

odpowiedzi obiektu na zadane wymuszenie. Filtracj  
pasmow  zastosowano równie  do podzakresów 
cz stotliwo ci bliskich 100 Hz i 150 Hz jednak e 
poprawa przebiegu nie by a ju  tak spektakularna 
jak poprzednio. 

 

 
Rys. 1. Przyk adowy przebieg wymuszenia 
i odpowiedzi uk adu zarejestrowanego na 

niepracuj cym bloku energetycznym 
 

 
Rys. 2. Przebieg sygna u przyspieszenia drga  po 

filtracji pasmowej 
 
W celu wyznaczenia widmowej funkcji przej cia 

zastosowani estymator H1 dla którego wykorzystano 
trzy nast puj ce algorytmy obliczeniowe: 
- u rednianie w dziedzinie cz stotliwo ci – 

polegaj ce na bezpo rednim wyznaczeniu 
u rednionego widma sygna u wymuszaj cego 
SFF oraz u rednionego widma wzajemnego 
sygna ów wymuszenia i sygna u odpowiedzi SFy; 
wyznaczone widma s  bezpo rednio 
wykorzystywane w zale no ci na H1. 

- u rednianie w dziedzinie czasu – kolejne 
wyznaczone przedzia y sygna u odpowiedzi 
zosta y najpierw u rednione (u rednianie 
synchroniczne) w dziedzinie czasu poprzez 
wyznaczeniu redniej arytmetycznej amplitudy 
10 sygna ów dla ka dej próbki zarejestrowanego 
sygna u; dla u rednionych sygna ów wyznaczone 
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zasta y widma w asne sygna u si y SFF 
i wzajemne SFy i na ich podstawie estymata H1 
widmowej funkcji przej cia  

- obliczenie za pomoc  funkcji korelacji – dla 
sygna ów (podzielonych na przedzia y) 
dokonano obliczenia funkcji korelacji, 
wyznaczone zosta y autokorelacje dla przebiegu 
wymuszaj cego RFF oraz korelacje wzajemne 
sygna u wymuszaj cego i odpowiedzi RFy; 
przebiegi funkcji korelacji zosta y nast pnie 
u rednione i na ich podstawie przy pomocy 
przekszta cenia Fouriera zosta y wyznaczone 
widma w asne sygna u si y SFF i wzajemne SFy 
i na ich podstawie estymata H1 widmowej 
funkcji przej cia. 
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Rys. 3 Przyk adowe widmowe funkcje przej cia 

uzyskane w wyniku estymacji danych pomiarowych 
 

Na rys. 3 przedstawione zosta y WFP uzyskane 
w wyniku estymacji danych pomiarowych. Wida  i  
dla charakterystyk uzyskanych bezpo rednio po 
pomiarze dominuj cy wp yw ma pr ek w okolicy 
50 Hz. Eliminacja tego zak ócenia powoduje 
znaczne poprawienie charakterystyki 
cz stotliwo ciowej. Dodatkowo z porównania 
zastosowanych algorytmów estymacji widmowej 
funkcji przej cia wynika, i  w tym przypadku 
najgorsze rezultaty otrzymane zosta y stosuj c 
algorytm oparty na obliczaniu funkcji korelacji. 
Algorytmy oparte o wyznaczanie funkcji g sto ci 
widmowej mocy z u rednianiem w dziedzinie czasu 
oraz w dziedzinie cz stotliwo ci da y w tym 
przypadku podobne rezultaty. Stosuj c metody 
analizy modalnej do zebranych WFP mo na 
otrzyma  parametry modelu modalnego. 
Przyk adowy zestaw cz sto ci drga  w asnych oraz 

odpowiadaj cych mu wspó czynników t umienia 
modalnego zaprezentowany zosta  w tabeli 1. 
 

Tabela 1. Parametry modelu modalnego otrzymane 
na podstawie analizy WFP 

Lp. 
Cz sto  drga  
w asnych [Hz] 

Wspó czynnik 
t umienia [%] 

1 52,01 0,70 

2 84,79 3,93 

3 93,69 2,01 

4 99,50 1,58 

5 104,22 0,32 

6 112,09 0,54 

7 117,43 0,76 

8 122,61 0,92 

9 129,34 0,54 

10 134,45 2,05 

11 146,17 0,33 

12 150,85 0,59 

 

4. PODSTAWY ESTYMACJI PARAMETRÓW 
MODELI MODALNYCH  
W PRZYPADKU OMA 

W ci gu ostatnich lat prowadzonych by o wiele 
prac zwi zanych z mo liwo ci  zastosowania 
podej cia „eksploatacyjnego” w eksperymentalnej 
analizie modalnej. Dost pnych jest tutaj kilka 
rozwi za , które podobnie jak w przypadku 
podej cia klasycznego mo na podzieli  na grupy. 
Równie  w przypadku eksploatacyjnej analizy 
modalnej mo na zastosowa  rozwi zania lokalne 
(metody SDOF) oraz globalne (MDOF). Jako 
metoda estymacji dla pojedynczego stopnia 
swobody mo e zosta  zastosowana w przypadku 
danych eksploatacyjnych metoda Peak Picking lub 
jej zmodyfikowana wersja nazywana BFD (ang. 
Basics Frequency Domain). Metod  t , dla danych 
zmierzonych w trakcie normalnej pracy badanego 
obiektu, mo na zastosowa  dla funkcji g sto ci 
widmowych mocy. 

W przypadku metod daj cych globalne 
rozwi zania, podobnie jak w przypadku klasycznym, 
mo na dokona  dodatkowego podzia u na metody 
identyfikacji: 

- w dziedzinie czasu, 
- w dziedzinie cz stotliwo ci, 
- w dziedzinie amplitud. 

Najwi ksze znaczenie dla eksploatacyjnych 
bada  modalnych maj  metody realizowane 
w dziedzinie czasu. Mo na zaliczy  do nich: 

- znan  z klasycznej analizy modalnej metod  
LSCE, zastosowan  dla funkcji korelacji 
w asnych i wzajemnych, 

- metody oparte na analizie podprzestrzeni 
stochastycznej, ze szczególnym 
uwzgl dnieniem metody CVA (ang. Canonical 
Variate Analysis) oraz BR (ang. Balanced 
Realisation). 

W chwili obecnej w dziedzinie cz stotliwo ci dla 
wielu stopni swobody dost pny jest algorytm FDD 
(ang. Frequency Domain Decomposition). Algorytm 
ten jest rozwini ciem znanej z klasycznej analizy 
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modalnej metody CMIF. Jego dzia anie oparte jest 
na rozk adzie macierzy funkcji g sto ci widmowych 
mocy wzgl dem warto ci szczególnych. 
Dodatkowym za o eniem, przyjmowanym dla tego 
algorytmu, jest dobra separacja biegunów uk adu. 
Warunek ten dla pomiarów w warunkach 
eksploatacyjnych mo e by  trudnym do spe nienia. 
Metody estymacji parametrów modalnych 
w dziedzinie amplitud oparte s  na zastosowaniu 
modelu ARMA do wyznaczenia parametrów 
badanego uk adu.  

5. ZASTOSOWANIE OMA 

W praktyce estymacja parametrów modelu 
modalnego dla OMA dokonywana jest na podstawie 
funkcji g sto ci widmowych mocy lub na podstawie 
funkcji korelacji. Aby nada  estymatorom tych 
charakterystyk znaczenie statystyczne konieczne jest 
wyd u enie czasu potrzebnego na zebranie 
przebiegu porównaniu z metodami klasycznymi. 
Do wiadczenie wskazuje, i  kilkuminutowe 
realizacje danego przebiegu czasowego s  
zazwyczaj wystarczaj ce dla potrzeb OMA.  

Estymacja parametrów modelu modalnego 
wymaga, aby znane by y dla badanego obiektu 
zale no ci zwi zane ze sposobem rozchodzenia si  
drgania na obiekcie. W przypadku klasycznej 
analizy modalnej zale no ci takie wynikaj  
bezpo rednio ze sposobu przeprowadzania pomiaru. 
Wzbudzany obiekt zaczyna drga  i jego odpowied  
jest rejestrowana. Z punktu widzenia analizy 
modalnej istotne s  zale no ci czasowe pomi dzy 
pojawieniem si  wymuszenia oraz pojawieniem si  
odpowiedzi na zadane wymuszenie w wybranym 
punkcie na konstrukcji. W przypadku OMA 
wymuszenie nie jest znane. Tzn. nic nie mo na 
powiedzie  o punkcie jego przy o enia, charakterze 
ani nawet o czasie, w którym rozpocz o si  jego 
oddzia ywanie na badany obiekt. W przypadku 
eksploatacyjnej analizy modalnej podej cie jest dla 
tego nieco inne. Jak ju  wcze niej zosta o to 
powiedziane, zak ada si  i  wymuszenie jest bia ym 
szumem wymuszaj cym ca  konstrukcj  
równomiernie. Zale no ci czasowe zwi zane 
z rozchodzeniem si  drgania w konstrukcji 
wyznaczane s  po rednio poprzez odniesienie do 
jednego wybranego punktu na konstrukcji. Punkt 
taki nazywany jest zazwyczaj referencyjnym. 
Zasady jego wyboru s  takie same jak wyboru 
punktu, w którym dokonuje si  wymuszenia obiektu 
w klasycznej analizie modalnej. Wybranie punktu 
referencyjnego powoduje, e pomiary dokonywane 
na obiekcie musz  by  powtarzane w tym punkcie 
w ka dej sesji pomiarowej. Jednocze nie funkcje 
g sto ci widmowych mocy lub funkcje korelacji 
wyznaczane dla ka dej sesji pomiarowej odnoszone 
s  zawsze do przebiegu referencyjnego w danej 
sesji.  

Na rys. 4 przedstawione s  przyk adowe 
przebiegi funkcji g sto ci widmowych mocy (cz  
amplitudowo – cz stotliwo ciowa charakterystyki). 
Wida  na nich, i  charakterystyki s  mniej g adkie 
w porównaniu z WFP. Ponadto na rys. 4 wida  

dominuj cy wp yw cz stotliwo ci harmonicznych 
zwi zanych z pr dko ci  obrotow  maszyny. 
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Rys. 4. Funkcje g sto ci widmowych mocy a) cz  
amplitudowo-cz stotliwo ciowa, b) cz  fazowo-

cz stotliwo ciowa 
 

Jako przyk ad zastosowania OMA dokonano 
pomiaru przyspiesze  drga  w 77 punktach 
fundamentu turbogeneratora w czasie normalnej 
pracy bloku. Sie  wybranych punktów pomiarowych 
pokazano na rys 5. 

Do rejestracji wykorzystano analizator sygna ów 
dynamicznych SCADAS III w konfiguracji 20 
kana owej i komputer. Przeprowadzono 13 sesji 
pomiarowych, w których rejestrowano 20 sygna ów 
przyspieszenia drga : 

2 sygna y odniesienia (z 2 czujników 
jednoosiowych umieszczonych w tym samym 
po o eniu w czasie wszystkich sesji) 

18 sygna ów przyspieszenia (6 punktów, 
w ka dym pomiar w 3 wzajemnie prostopad ych 
kierunkach), czujniki w ka dej sesji by y 
rozmieszczane w kolejnych 6 punktach 
konstrukcji. 

Rejestrowano przebiegi czasowe przyspiesze  
drga  (240 sekundowe odcinki) z cz stotliwo ci  
próbkowania 256 Hz. 

W analizie wyników bada  wst pnych 
wyznaczano funkcje korelacji wzajemnych przy 
wykorzystaniu przekszta cenia Fouriera, a estymacj  
warto ci parametrów modalnych wyznaczono dla 
wszystkich danych pomiarowych w jednej realizacji. 
Post powanie takie, cechuj ce si  prostot , da o 
zadowalaj ce wyniki estymacji. 

 
Rys. 5. Sie  punktów pomiaru przyspieszenia drga  

fundamentu w czasie pracy turbogeneratora 
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Tabela 2. Parametry modelu modalnego otrzymane 
na podstawie danych operacyjnych. 

Lp. 
Cz sto  drga  
w asnych [Hz] 

Wspó czynnik 
t umienia [%] 

1 12,94 3,07 

2 17,98 0,57 

3 26,42 3,56 

4 28,90 3,23 

5 31,19 4,53 

6 40,72 2,39 

7 50,00 0,02 

8 55,07 1,93 

9 55,46 2,66 

10 59,51 2,68 

11 60,06 0,57 

 

 

 
Rys. 6. Przyk ady zidentyfikowanych postaci drga  

 
W rezultacie przeprowadzonej analizy 

wyestymowano 11 postaci drga  w asnych 
i eksploatacyjn  posta  drga  odpowiadaj c  
pr dko ci obrotowej wirnika. Na rys. 6 
przedstawiono zidentyfikowane posta  drga  
w asnych 12.94 oraz posta  drga  wymuszonych 
odpowiadaj c  pr dko ci obrotowej wirnika.  

Ze wzgl du na rozmieszczenie czujników 
odniesienia na s upach 1 ramy najlepiej w wynikach 
eksperymentu odwzorowa y si  postacie drga , 
w których dominuj  drgania s upów. Polepszenie 
jako ci odwzorowania innych postaci drga  mo na 
uzyska  przez zwi kszenie ilo ci sygna ów 
odniesienia z 2 do 5 i rozmieszczenie czujników 
odniesienia w innych cz ciach fundamentu. 

Wykorzystana sie  77 punktów pomiarowych 
wydaje si  by  wystarczaj ca dla przedstawienia 
postaci drga  w rozwa anym pa mie cz stotliwo ci. 

6. METODA OMAX 

W przypadku eksperymentalnej analizy modalnej 
jako nieznane traktowane s  si y stochastyczne 
pochodz ce od zak óce  dzia aj cych na obiekt 

natomiast w przypadku operacyjnej analizy 
modalnej do estymacji wykorzystuje si  jedynie si y 
stochastyczne pomijaj c wp yw si  
deterministycznych. Powsta a, wi c idea po czenia 
EMA oraz OMA, co doprowadzi o do powstania 
metody Operacyjnej Analizy Modalnej 
z Mierzalnymi Wej ciami (OMAX - z ang. 
Operational Modal Analysis witch eXogenous 
inputs). Po czenie EMA oraz OMA umo liwia 
najpe niejsze wykorzystanie danych zmierzonych na 
obiekcie. Dzi ki stosowaniu metody OMAX 
mo liwa jest identyfikacja wi kszej liczby postaci 
drga  w asnych oraz dok adniejsza identyfikacja 
obiektów mechanicznych. Schematycznie metoda 
OMAX zosta a przedstawiona na rys. 7. 
 

Rys. 7. Operacyjna Analiza Modalna z Mierzalnymi 
Wej ciami (OMAX), F – si y mierzalne, E – si y 

niemierzalne, Y – wyj cia uk adu 
 

Mo na dokona  identyfikacji modelu OMAX na 
podstawie dwóch ró nych rodzajów danych 
wej ciowych – widm uzyskanych bezpo rednio 
z pomiarów lub te  widm u rednionych, je eli 
dost pn  jest dostatecznie du a ilo  
zarejestrowanych danych. 

W przypadku wykorzystania bezpo rednio widm 
obiekt mo na zidentyfikowa  na podstawie 
nast puj cego modelu w przestrzeni stanów: 

Kkkkk WBFAXXz      (1) 

kkkk VDFCXY       (2) 

Na modelu tym wida  bezpo rednio ide  
po czenia opisu EMA (XX) i OMA (XX) w jeden 
spójny model. Zwi zek pomi dzy wej ciami 
i wyj ciami dany jest zale no ci : 
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Na podstawie zale no ci (3) mo na dokona  

estymacji parametrów uk adu np. metod  LMFD. 
W przypadku korzystania z danych 

z u rednianiem estymacja parametrów obiektu 
przebiega w kilku etapach. W pierwszym z nich 
nale y wyznaczy  widmowe funkcje przej cia 
pomi dzy wej ciami oraz wyj ciami uk adu oraz 
moc widma lub funkcje korelacji tej cz ci 
odpowiedzi, która pochodzi od si  stochastycznych. 
W kolejnym kroku budowany jest stabilny model 
o biegunach wyznaczonych z widmowych funkcji 
przej cia oraz widm odpowiedzi uk adu. 

W metodzie (OMAX) zak ada si , e odpowied  
drganiowa uk adu jest kombinacj  deterministycznej 
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odpowiedzi spowodowanej przez mierzone si y oraz 
stochastycznej wywo anej przez si y niemierzalne. 
Zarówno deterministyczna jak i stochastyczna cz  
zawiera informacje o badanym obiekcie i s  one 
w jednakowym stopniu wykorzystywane do 
estymacji parametrów modalnych modelu.  

W klasycznej eksperymentalnej analizie 
modalnej udzia  stochastycznej cz ci odpowiedzi 
jest traktowany jako szum pomiarowy i eliminuje si  
go przez odpowiednie przetwarzanie sygna u. Takie 
podej cie jest w sprzeczno ci z za o eniami 
operacyjnej analizy modalnej, w której wszystkie 
parametry modalne s  estymowane na podstawie 
czysto stochastycznej odpowiedzi uk adu wywo anej 
niemierzalnymi si ami eksploatacyjnymi.  

Dla modelu OMAX mo na zbudowa  
nast puj cy opis [6]: 
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Dla modelu opisanego równaniem 4 mo na 
stosowa  klasyczne metody identyfikacji takie sam 
jak stosuje si  w klasycznej eksperymentalnej 
analizie modalnej, czyli algorytmy identyfikacji 
oparte na modelach w przestrzeni stanu, modelach 
regresyjnych oraz modelach w podprzestrzeni stanu. 
Nale y tylko zwróci  uwag , e danymi 
wej ciowymi s  zarówno widmowe funkcje 
przej cia jak i widma mocy sygna ów odpowiedzi 
uk adu. 

Wy ej omówione metody zastosowano do 
identyfikacji w asno ci dynamicznych fundamentów 
i konstrukcji wsporczych turbozespo u.  
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