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Streszczenie
W pracy przedstawiono mozliwosci zastosowania thumienia modalnego w diagnostyce duzych
obicktow, takich jak: nadwozia samochoddéw lub kadluby obicktow plywajacych i latajacych.
W opisie tlumienia wykorzystano warunek Caughe’ya. Kompozytowy dach samochodu Polonez
Kombi przebadano metoda analizy modalnej. Model tlumienia z wykorzystaniem warunku
Caughe’ya umozliwia  rozprzeganie rownan ruchu. Zastosowanie proponowanego modelu
thumienia umozliwia uzyskanie znacznie lepszego przyblizenia wlasciwosci tlumiacych struktury

kompozytowej (w pordwnaniu z modelem Rayleigha).

Stowa kluczowe: ttumienie, analiza modalna, badania, czgsto$ci wlasne, samochdd.

WIDENING THE POSSIBILITY OF MODAL DAMPING APPLICATION
TO DIAGNOSTICS OF LARGE OBJECTS

Summary

The paper presents the possibility of model damping application to diagnostics of the large
objects, such how: the body of cars or hulks of swimming and flying objects. Caughey condition is
used in description of damping model. the composite roof of the car Polonez Kombi was
investigated by Modal Analysis Method. Damping model used Caughey condition make possible
decoupling of equations of movement. Application pf proposed damping model make possible
getting better approximation of dissipative composite structure proprieties (comparatively by the
Rayleigh model).

Keywords: damping, modal analysis, test, modes, car.

2. OGOLNY WARUNEK ROZPRZEGANIA

W diagnostyce duzych obiektow takich jak:
nadwozia samochodéw [1], kadluby samolotéw
i $Smiglowcow [2] powszechnie stosowana jest
metoda  analizy modalnej. Umozliwia ona
wyznaczenie czgstosci 1 postaci wilasnych drgan
struktury oraz tlumienia modalnego — jednego
wspolczynnika thumienia dla  kazdej czgstosci
(postaci) drgan. W numerycznej analizie modalnej
odpowiada to przyjeciu thumienia Rayleigha [3].

C=a,M+B,K, (1)

gdzie: M- macierz bezwladnosci, K - macierz
sztywnosci, a,,, B, - state wspofezynniki.

Macierz thumienia uktadu przeksztalconego do
wspotrzednych normalnych ma w tym przypadku
posta¢ diagonalng. Model ttumienia wedtug (1) jest
zatozeniem upraszczajacym ze wzgledu na przyjecie
wyrazow proporcjonalnych do macierzy sztywnosci
lub bezwladnosci. Celem niniejszej pracy jest
rozszerzenie mozliwosci  stosowania tlumienia
modalnego na uktady spetniajace warunki podane po
raz pierwszy przez T. K. Caughe’ya [4, 5].

ROWNAN

Zgodnie z praca [5] uktad roéwnan z thumieniem
mozna zapisa¢ we wspotrzednych normalnych, jesli
spetniony jest warunek na przemiennos¢ iloczynu

M 'C i M 'K, czyli:
(M7OM K)=(M KM 'C) @
Po lewostronnym pomnozeniu obu stron

réwnania (2) przez macierz M mozna doprowadzié
warunek do postaci bardziej znanej w literaturze:

CM 'K=KM'C (3)

Analogicznie do warunku (2) zalezno$¢ migdzy
macierzami M, K i C moze spetnia¢ takze dwa inne
warunki. Pierwszym z nich jest przemienno$é

. =1 . -1~ . .
iloczynu K™ M i K™ C, natomiast drugim —

. L. 1 . -1 .
przemiennos¢ iloczynu C~'M i C K . Warunki
te, po uproszczeniu, mozna zapisa¢ w postaci:

CK'M =MK™'C “4)

KC 'M=MC 'K )

Latwo zauwazy¢, iz warunki (3), (4) i (5) sa
wyrazeniami  bardziej ogélnymi od modelu
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Rayleigha oraz ze model przedstawiony przez
Rayleigha [3] takze spelnia te warunki (jest
przypadkiem szczegolnym).

Podstawiajac (1) do (3) mozna wykazac, ze obie
strony rownania sg sobie rowne:

— R — —
(0,M + B, K)M 'K =KM '(a,M +B,K) (6)
Po przemnozeniu i uproszczeniu:
a, MM 'K + §, KM 'K =

— - 7
-1 -1
=a,KM~"M + , KM~ K

.
a, JK + B, KM 'K = o KI+B,KM 'K (8)
o, K+B KM 'K=0,K+p KM 'K (9

Tak samo mozna wykaza¢ spetnianie przez (1)
warunkow (4) 1 (5).

Teoria wyprowadzona przez Caughey’a pozwala
na przyjecie w analizie ukladéw dynamicznych
innych niz przedstawione thumienie proporcjonalne
modeli thumienia i uproszczenie obliczen poprzez
rozprzggnigcie  rownan ruchu, co  zostanie
przedstawione w dalszej czgsci pracy.

Rozszerzenie mozliwosci zastosowania tego
rodzaju tlumienia zaproponowano w rozprawie [6].
Macierz thumienia przyjeto w postaci:

C =y, KM 'K)" +y,M(K 'M)" (10
Kazdy z tych dwodch skladnikdw zostanie
rozpatrzony osobno. Pierwszy ~ z  nich,

proporcjonalny do odwrdconej macierzy
bezwladnosci ma postac:

C=yK(M'K)" (11)
Mozna wykaza¢, ze zaproponowany model
thumienia (11) spetnia warunek (3) pozwalajacy na

rozprzgganie rownan ruchu (dla dowolnego n).
Podstawienie (11) do (3) prowadzi do réwnania:

KM 'K)"M 'K =KM 'K(M 'K)" 12

Aby udowodni¢, ze rownanie jest spelnione
nalezy wykonac proste przeksztatcenie:

E(M—IE)H-FI — E(M—IE)H+1 (13)

Obie strony rownania (13) sa identyczne, tak
wigc rownanie (12) tez jest spetnione.

Ostatni sktadnik zaproponowanego modelu (10)
jest wprost proporcjonalny do odwrdconej macierzy
sztywnosci:

C=yM(K 'M)" (14)

Tak samo jak w poprzednim przypadku nalezy
wykaza¢ spetnianie przez (14) warunkow (3).
Dokonujac  podstawienia a nastepnie  kilku

przeksztalcen na macierzach mozna powyzsze
udowodni¢:

MK 'M)"M 'K = KM "MK 'M)" (15)

M 'M)"M 'K =KI(K 'M)" (16)

_ KK M (K 'My

MK '"™M)"'K 'K = IM (K 'M)™! (19)

MEK M) 'K 'K =ME M) (20
MKV T MRV e

ME M) =M 'M)"! (22)

Zostalo wiec udowodnione, ze przedstawiony
model tlumienia (10) pozwala na rozprzeganie
ukfadu réwnan.

W analizie uktadéw dynamicznych zatozenie
macierzy tlumienia w postaci ttumienia Rayleigha
z jednej strony pozwalalo na znaczne uproszczenie
obliczen, z drugiej za§ strony prowadzilo do
pewnych niedoktadno$ci wynikajacych z przyjecia,
ze thumienie w uktadzie jest wprost proporcjonalne
do bezwtladnosci, sztywnosci lub obu ich naraz.
W rzeczywistych uktadach mechanicznych ttumienie
jest zjawiskiem bardziej ztozonym. Zamodelowanie
thumienia w postaci (10) pozwala na zachowanie
korzysci wynikajacych z wuproszczenia analizy
uktadow rownan, a jednoczesnie umozliwia
doktadniejszy ~ opis  wilasciwosci  thumiacych
rozpatrywanej struktury. Zostanie to przedstawione
na podstawie kilku przyktadowych wynikow
eksperymentalnych pochodzacych z badan wiasnych
autordw oraz zaczerpnietych z literatury.

3. ZASTOSOWANIE NOWEGO MODELU
TLUMIENIA MODALNEGO )
W DIAGNOSTYCE DUZYCH OBIEKTOW

Do analizy porownawczej zostang przyjete dwa
modele tlumienia (na podstawie (11) i (14) przy
zatozeniu, ze n = 1):

_ _ - =
C=a,M+B,K+yMK M (23)
_ _ - - =

C:ocpM +[3pK+yKM K (24)

Oznaczmy przez Y macierz wspotczynnikow
postaci drgan umozliwiajacg transformacj¢ rownan
do postaci normalnej, przez wykonanie dziatan:

Mp,=Y'MY (a)
Kp = Y'KY (b) (25)
Cp=Y'CY (c)

W wyniku dziatan (a) i (b) otrzymamy diagonalng

macierz bezwladno$ci M  (wspotczynniki  na

glownej  przekatnej oznaczamy jako m;)

isztywnosci K (wspolczynniki na  gldwnej

przekatnej oznaczamy jako k;). Dla okreslenia
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wyniku transformacji trzeciego sktadnika wzorow
(23) 1 (24), zauwazmy, ze rozwigzujac zagadnienie
wlasne rownania pomnozonego lewostronnie przez
macierz odwrotng do macierzy bezwladnosci, czyli
réwnania:

M 'MX+M 'Kx =0 (26)
otrzymamy zalezno$¢:

gdzie: EOM jest diagonalna macierzg czestosci
wlasnych (na glownej przekatnej wystgpuja
sktadniki coiz ). Po wykonaniu transformacji
zaleznosci (24) iloczyn MK mozemy zastapic
2

wigc przez ®; i otrzymac:

— — - y—
CDzocpMD+[3pKD+yooiKD (28)

Réwnanie opisujace  ruch i-tej wspdlrzednej

normalnej otrzymamy w postaci:

m, 3, + (@, m + Bk +yolk, )i +ky, =0 (29)

Po podzieleniu przez m; i uwzglednieniu definicji

czestosci wlasnej otrzymujemy:

P, + (ap + ﬁpa)f + 7@,'4))",' + a)izyl. =0 (30)
Do poréwnania z wynikami analizy modalnej

potrzebne sa wspotczynniki tlumienia modalnego

zalezne od czgstosci whasnej. Z rownoscei:

2 4

28,0, =0, +Bp031 + Y0 31
wyznaczamy:

a B O ; o . 3
al — p + P 01 + Y 01 (32)
20, 2 2
Przeksztalcajac  analogicznie  zalezno$¢  (23)
rozwiazujemy  zagadnienie = wlasne  rownania

pomnozonego lewostronnie przez odwrotnosé

macierzy sztywnosci. Otrzymujemy z trzeciego
sktadnika macierz diagonalng zawierajaca na
glownej przekatnej odwrotno$¢ czgstosci wilasnej
i w koncu zaleznos¢:

Fvi: 0LP_’_BP(}O‘J)i_’_ Y3

2 o 2 2®oi

Wykorzystujac wzory (32) 1 (33) mozna dokonaé
proby aproksymacji przebiegu wartosci
wspolezynnika thumienia modalnego wyznaczonych
na drodze eksperymentu w  rzeczywistych
konstrukcjach w funkcji czgstosci wiasne;.

Aproksymacji dokonano wykorzystujac wyniki
eksperymentalnej analizy modalnej dla czterech
typow konstrukcji (pierwszej z nizej wymienionych
na podstawie badan wlasnych autoréw, pozostalych
z wykorzystaniem opisow dostegpnych
w publikacjach innych autorow).

Autorzy wykonali badania kompozytowego platu
dachu samochodu osobowego Polonez Kombi,
przedstawionego na rys. 1, metoda analizy modalnej
w Laboratorium Instytutu Lotnictwa w Warszawie,
dzigki pomocy mgr inz. Zbigniewa Lorenca.
Przebadano zakres 2 — 62 Hz, co umozliwito
wyznaczenie 12 czestoscei wlasnych
i wspotczynnikéw thumienia modalnego [7, 8]. Na
rys. 2 przedstawiono przyktadowsa charakterystyke
amplitudowo-czgstosciowa 1 sposdéb wyznaczenia
wg zaleznosci:

(33)

n=2-2 (34)
2wrez
zgodnie z metodyka przyjeta w Instytucie Lotnictwa
w badaniach konstrukcji lotniczych. Wyniki —
rysunki postaci drgan przedstawiono
z zastosowaniem programu opracowanego przez
autorow.

Rys. 1. Widok badanego obiektu
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Rys. 2. Charakterystyka amplitudowo-czgstotliwosciowa — sposdb wyznaczenia wspdtczynnika
thumienia uogdélnionego

Wyniki badan podano w tablicy 1, gdzie kolejno

s przedstawione:

wizualizacja postaci wlasnej,

odpowiadajaca danej postaci charakterystyka

amplitudowo — czgstotliwosciowa,

dodatkowe informacje o:

= czestotliwosci  rezonansowej
postaci ®

wyznaczongj

rez

Posta¢ pierwsza (1)

= warto$¢ wyliczonego

thumienia uogdlnionego mn,

wspolczynnika

kolejny numer wyznaczonej czgstotliwosci
rezonansowej (zamieszczono przyktadowo
trzy postacie drgan),
krotki opis postaci.

Tablica 1. Wyniki badan dachu metoda analizy modalnej

2.7 Hz
PKT

- O, =3,00Hz — postaé¢ antysymetryczna

~ n=0,029 — skrecanie poszycia gérnego

Postaé trzecia (3)
16.5 20.2 Hz
k. |
/b\\ PKT 3z

— postaé symetryczna
— drgania przedniej czgsci
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Postaé 6sma (8)

PKT 15
32.3 9.7 Hz
- O, =36,40 Hz — posta¢ antysymetryczna
~ 1 =0,013 — trzywezlowe skrecanie z wyraznym wybrzuszeniem
w tylnej czgsci

Na ponizszych rysunkach przedstawiono Kombi — rys. 3, w prostej ramie stalowej [9] —rys. 4,
poréownanie  wartosci  thumien  zmierzonych w korpusie frezarki pionowej [10] — rys. 5
i obliczonych z zaproponowanego w pracy modelu: i w stalowej obudowie generatora pradu [11] —rys. 6.
w  kompozytowym dachu samochodu Polonez

(—g H H ' ' ' ' ' H ' _‘\
2 | S
0018 4 4><

0,015 4 1.
3- [ ]

0_009...........,._._5(... L e 5o
L ] ' N
T O O T N T T - . 1
! ! ! .
008 ] R .- f A
0 T T II T T T T T T T T T
1] 5] 10 1% 20 25 30 3% 40 45 20 il 50
. fra)

Rys. 3. Wartosci wspotczynnika & z przyjeciem réznych modeli thumienia w kompozytowym
dachu samochodu Polonez Kombi: 1 # — wyniki eksperymentalne, 2 o — ttumienie wg (1): a, =
0.72; B, =4.16 - 10 ~°, 3 m— thumienie wg (33): o, = 1.3; B, =2.694 - 10 ; y = -286, 4 > —
tlumienie wg (32): o, = 0.64; B, = 6.58 - 10 % y=-2.9-10 "
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Rys. 4. Wartosci wspotczynnika & z przyjeciem roznych modeli thumienia w ramie stalowe;j:
1 ® — wyniki eksperymentalne, 2 o — ttumienie wg (2): a, = 3.6; B, =2.38 - 10 -, 3 m— thumienie
wg (33): o, =-8.7; B, =17.42 - 10 .y =113710, 4 % — thumienie wg (32): o, =4.42;
By=-6.4-10 % y=9.54-10"
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Rys. 5. Wartosci wspotczynnika & z przyjeciem dla réznych modeli thumienia w korpusie frezarki
pionowe;j: 1 #® — wyniki eksperymentalne, 2 o — thumienie wg (2): o, = 8.3; B, =1.7 - 107,
3 m— thumienie wg (33): o, = 13.52; B, =0.64 - 10 =,y =-40742, 4 % — thumienie wg (32):
o,=7.88;B,=3.6-10 % y=-0.174-10 "
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Rys. 6. Wartosci wspolczynnika & z przyjeciem réznych modeli thumienia w stalowej obudowie
generatora pradu: 1 # — wyniki eksperymentalne, 2 o — tlumienie wg (2): o, = 3.64;
B, =2.42-10 °, 3 m— thumienie wg (33): o, = 5.86; B, = 2.2 - 10 °; y = -1044, 4 3¢ — thumienie wg
(32): o, =3.46; B, =7.4-10 % y=-036-10 "

WNIOSKI
Przedstawione charakterystyki wyraznie
pokazuja, iz dokladna aproksymacja wartosci

wspotczynnika  thuomienia ~w  rzeczywistych
konstrukcjach, za pomoca zaproponowanych modeli
tlumienia, jest niemozliwa. Istnieje jedynie
mozliwosé przyjecia do analizy modelu ttumienia
opisujacego to zjawisko w sposob mniej lub bardziej
przyblizony.

Wyraznie jednak widaé, ze dodanie do modelu
tlhumienia Rayleigha tylko jednego dodatkowego
sktadnika pozwala na znacznie dokladniejsza

aproksymacj¢ zmiany wspotczynnika tlumienia
modalnego.
Model tlumienia opisany roéwnaniem (32),

krzywa nr 4, najdokladniej aproksymuje zmiany
ww. wspolczynnika thumienia. W  przypadku
przebadanego przez autoréow kompozytowego dachu
samochodu Polonez Kombi przyjmuje on postaé:

e 2 032

()

+3.29 10 P, —1.45-10 Co,’ (35)
o1

Opracowany model tlumienia moze by¢
wykorzystany przy zastosowaniu opisu ukladu za
pomoca dyskretnych réwnan rézniczkowych [6], jak
rébwniez w opisie z zastosowaniem Metody
Elementéw Skonczonych [7].
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komputerowego projektowania. Stopien doktora
uzyskat w 2005 roku za prace Badania symulacyjne
wlasciwosci lepkosprezystych struktury
kompozytowej. Obecnie jest zatrudniony w firmie
Addit Sp. z 0.0.— Precyzyjna Obrobka.

Dr inz. Konrad HOSZWA ur.
w 1977 roku w Mragowie
jest absolwentem wydziatu
Samochodéw 1 Maszyn
Roboczych Politechniki
Warszawskiej z roku 2000.
W latach 2000-2005 byt
odbyt studia doktoranckie
w Politechnice Warszawskie;j.
W pracy naukowej zajmuje
si¢ dynamika  maszyn,
modelowaniem tlumienia, zastosowaniami analizy
modalnej 1 symulacji cyfrowej. Wyniki prac
przedstawial na konferencjach analizy modalnej
i wspomagania komputerowego projektowania.
Stopien doktora uzyskat w 2005 roku za prace
Identyfikacja wiasciwosci lepkosprezystych struktury
kompozytowej. Obecnie jest zatrudniony w firmie
Dr Notes.

Prof. dr hab. inz. Jerzy
OSINSKI ur. w 1951 roku,
zatrudniony w Politechnice
Warszawskiej na stanowisku
profesora zwyczajnego jest
zastgpca dyrektora Instytutu
Podstaw Budowy Maszyn
ds. naukowych. W pracy
naukowej  zajmuje  sig¢
szeroko rozumiang tematyka
wspomagania  komputero-
wego  prac  inZynierskich, migdzy  innymi
zastosowaniami Metody Elementow Skonczonych
i symulacji cyfrowej. Jest autorem (wspotautorem)
ponad 250 publikacji naukowych, w tym 45

artykutow w czasopismach naukowych (Computer
and Structure, Machine Dynamics Problems) oraz
wydawnictw  ksiazkowych, w  szczegdlnosci
monografii naukowej Damping of Vibration
wydanej przez wydawnictwo A. A. Balkema
w Holandii (Ttumienie drgan — PWN w Warszawie),
a takze podrecznikéow z  zakresu: Metody
Elementow Skonczonych, zbiorow zadan z teorii
drgan i wytrzymatosci materiatow . Jest promotorem
12 doktorow. Jest réowniez wykonawca szeregu
wdrozonych prac o charakterze badawczo-
rozwojowym, przede wszystkim z  zakresu:
przektadni zebatych i hamulcdéw oraz recyklingu
samochodow. Jest takze edytorem w czasopi$mie
Machine Dynamics Problems.

dr inz. Piotr ZACH Pracownik
Instytutu Podstaw Budowy

Maszyn Politechniki
Warszawskie;. Kierownik
Laboratorium Mechaniki
i Wytrzymatosci Konstrukcji.
Technolog przetworstwa
materiatéw polimerowych:

tworzyw sztucznych i kompo-
zytow. W pracy naukowej
zajmuje sig: analiza
konstrukcji maszyn z tworzyw sztucznych za
pomoca MES (zagadnienia nieliniowe, tlumienie,
analiza  konstrukcji ~ warstwowych).  Prowadzi
badania doswiadczalne w zakresie wlasciwosci
mechanicznych 1 wytrzymatosciowych tworzyw
sztucznych 1 kompozytéw.  Jest  autorem
i wspotautorem ponad 30 prac naukowych
opublikowanych w kraju i za granica, promotorem
prac magisterskich i inzynierskich.




