
DIAGNOSTYKA’1 (37)/2006

HOSZWA, OSI SKI, OSIPAK, ACH, Rozszerzenie mo liwo ci zastosowania t umienia modalnego…

23

ROZSZERZENIE MO LIWO CI ZASTOSOWANIA T UMIENIA MODALNEGO 

W DIAGNOSTYCE DU YCH OBIEKTÓW

Konrad HOSZWA, Jerzy OSI SKI, Marcin OSIPIAK, Piotr ACH

Politechnika Warszawska, Instytut Podstaw Budowy Maszyn 

02-524 Warszawa, ul. Narbutta 84, fax 022-660-86-22, josinski@ipbm.simr.pw.edu.pl 

Streszczenie

W pracy przedstawiono mo liwo ci  zastosowania t umienia modalnego w diagnostyce du ych 

obiektów, takich jak: nadwozia samochodów lub kad uby obiektów p ywaj cych i lataj cych.

W opisie  t umienia wykorzystano  warunek Caughe’ya. Kompozytowy dach samochodu Polonez

Kombi przebadano metod  analizy modalnej. Model t umienia z wykorzystaniem warunku 

Caughe’ya umo liwia  rozprz ganie równa  ruchu. Zastosowanie proponowanego modelu 

t umienia umo liwia uzyskanie znacznie lepszego przybli enia w a ciwo ci t umi cych struktury 

kompozytowej (w porównaniu z  modelem Rayleigha). 

S owa kluczowe: t umienie, analiza modalna, badania, cz sto ci w asne, samochód. 

WIDENING THE POSSIBILITY OF MODAL DAMPING APPLICATION  

TO DIAGNOSTICS OF LARGE OBJECTS 

Summary 

The paper presents the possibility of  model damping application to diagnostics of the large 

objects, such how: the body of cars or hulks of swimming and flying objects. Caughey condition is 

used in description of damping model. the composite roof of the car Polonez Kombi was 

investigated by Modal Analysis Method. Damping model used Caughey condition make possible 

decoupling of  equations of movement.  Application pf proposed damping model make possible 

getting better approximation of dissipative  composite structure proprieties (comparatively by the 

Rayleigh model). 

Keywords: damping, modal analysis, test, modes, car. 

1. WST P

W diagnostyce du ych obiektów takich jak: 

nadwozia samochodów [1], kad uby samolotów 

i mig owców [2] powszechnie stosowana jest 

metoda analizy modalnej. Umo liwia ona 

wyznaczenie cz sto ci i postaci w asnych drga

struktury oraz t umienia modalnego – jednego 

wspó czynnika t umienia dla ka dej cz sto ci

(postaci) drga . W numerycznej analizie modalnej 

odpowiada to przyj ciu t umienia Rayleigha [3]. 

KMC pp , (1)

gdzie: M - macierz bezw adno ci, K - macierz 

sztywno ci, , - sta e wspó czynniki. p p

Macierz t umienia uk adu przekszta conego do 

wspó rz dnych normalnych ma w tym przypadku 

posta  diagonaln . Model t umienia wed ug (1) jest 

za o eniem upraszczaj cym ze wzgl du na przyj cie

wyrazów proporcjonalnych do macierzy sztywno ci

lub bezw adno ci. Celem niniejszej pracy jest 

rozszerzenie mo liwo ci stosowania t umienia 

modalnego na uk ady spe niaj ce warunki podane po 

raz pierwszy przez T. K. Caughe’ya [4, 5]. 

2. OGÓLNY WARUNEK ROZPRZ GANIA

RÓWNA

 Zgodnie z prac  [5] uk ad równa  z t umieniem 

mo na zapisa  we wspó rz dnych normalnych, je li

spe niony jest warunek na przemienno  iloczynu 

CM 1
 i KM 1

, czyli: 

)CM)(KM()KM)(CM( 1111 (2)

 Po lewostronnym pomno eniu obu stron 

równania (2) przez macierz M  mo na doprowadzi

warunek do postaci bardziej znanej w literaturze: 

CMKKMC 11 (3)

 Analogicznie do warunku (2) zale no  mi dzy 

macierzami M, K i C mo e spe nia  tak e dwa inne 

warunki. Pierwszym z nich jest przemienno

iloczynu MK 1
 i CK 1

, natomiast drugim – 

przemienno  iloczynu MC 1
 i KC 1

. Warunki 

te, po uproszczeniu, mo na zapisa  w postaci: 

CKMMKC 11 (4)

KCMMCK 11 (5)

atwo zauwa y , i  warunki (3), (4) i (5) s

wyra eniami bardziej ogólnymi od modelu 
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Rayleigha oraz e model przedstawiony przez 

Rayleigha [3] tak e spe nia te warunki (jest 

przypadkiem szczególnym).  

 Podstawiaj c (1) do (3) mo na wykaza , e obie 

strony równania s  sobie równe: 

)KM(MKKM)KM( pp
11

pp (6)

 Po przemno eniu i uproszczeniu: 

KMKMMK

KMKKMM

pp

pp

11

11

(7)

KMKIKKMKKI 1
pp

1
pp (8)

KMKKKMKK 1
pp

1
pp (9)

 Tak samo mo na wykaza  spe nianie przez (1) 

warunków (4) i (5). 

 Teoria wyprowadzona przez Caughey’a pozwala 

na przyj cie w analizie uk adów dynamicznych 

innych ni  przedstawione t umienie proporcjonalne 

modeli t umienia i uproszczenie oblicze  poprzez 

rozprz gni cie równa  ruchu, co zostanie 

przedstawione w dalszej cz ci pracy. 

 Rozszerzenie mo liwo ci zastosowania tego 

rodzaju t umienia zaproponowano w rozprawie [6]. 

Macierz t umienia przyj to w postaci: 

n1
2

n1
1 )MK(M)KM(KC (10)

 Ka dy z tych dwóch sk adników zostanie 

rozpatrzony osobno. Pierwszy z nich, 

proporcjonalny do odwróconej macierzy 

bezw adno ci ma posta :

n1 )KM(KC (11)

 Mo na wykaza , e zaproponowany model 

t umienia (11) spe nia warunek (3) pozwalaj cy na 

rozprz ganie równa  ruchu (dla dowolnego n).  

 Podstawienie (11) do (3) prowadzi do równania: 

n111n1 )KM(KMKKM)KM(K (12)

 Aby udowodni , e równanie jest spe nione 

nale y wykona  proste przekszta cenie: 

1n11n1 )KM(K)KM(K (13)

 Obie strony równania (13) s  identyczne, tak 

wi c równanie (12) te  jest spe nione. 

 Ostatni sk adnik zaproponowanego modelu (10) 

jest wprost proporcjonalny do odwróconej macierzy 

sztywno ci:

n1 )MK(MC (14)

 Tak samo jak w poprzednim przypadku nale y

wykaza  spe nianie przez (14) warunków (3). 

Dokonuj c podstawienia a nast pnie kilku 

przekszta ce  na macierzach mo na powy sze

udowodni :

n111n1 )MK(MMKKM)MK(M (15)

n11n1 )MK(IKKM)MK(M (16)

n11n1 )MK(KKM)MK(M (17)

111

1111

)(

)(

n

n

MKMKK

KMMKMKM
(18)

1n111n1 )MK(MIKIK)MK(M
(19)

1n111n1 )MK(MKK)MK(M (20)

1n11n1 )MK(MI)MK(M (21)

1n11n1 )MK(M)MK(M (22)

 Zosta o wi c udowodnione, e przedstawiony 

model t umienia (10) pozwala na rozprz ganie 

uk adu równa .

 W analizie uk adów dynamicznych za o enie

macierzy t umienia w postaci t umienia Rayleigha 

z jednej strony pozwala o na znaczne uproszczenie 

oblicze , z drugiej za  strony prowadzi o do 

pewnych niedok adno ci wynikaj cych z przyj cia,

e t umienie w uk adzie jest wprost proporcjonalne 

do bezw adno ci, sztywno ci lub obu ich naraz. 

W rzeczywistych uk adach mechanicznych t umienie 

jest zjawiskiem bardziej z o onym. Zamodelowanie 

t umienia w postaci (10) pozwala na zachowanie 

korzy ci wynikaj cych z uproszczenia analizy 

uk adów równa , a jednocze nie umo liwia

dok adniejszy opis w a ciwo ci t umi cych

rozpatrywanej struktury. Zostanie to przedstawione 

na podstawie kilku przyk adowych wyników 

eksperymentalnych pochodz cych z bada  w asnych

autorów oraz zaczerpni tych z literatury. 

3. ZASTOSOWANIE NOWEGO MODELU 

T UMIENIA MODALNEGO

W DIAGNOSTYCE DU YCH OBIEKTÓW 

 Do analizy porównawczej zostan  przyj te dwa 

modele t umienia (na podstawie (11) i (14) przy 

za o eniu, e n = 1): 

MKMKMC 1
pp (23)

KMKKMC 1
pp (24)

 Oznaczmy przez Y macierz wspó czynników 

postaci drga  umo liwiaj c  transformacj  równa

do postaci normalnej, przez wykonanie dzia a :

YMYM T
D (a)

YKYK T
D

(b) (25)

YCYC T
D (c)

W wyniku dzia a  (a) i (b) otrzymamy diagonaln

macierz bezw adno ci DM (wspó czynniki na 

g ównej przek tnej oznaczamy jako )

i sztywno ci

im

DK (wspó czynniki na g ównej

przek tnej oznaczamy jako ). Dla okre lenia ik
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wyniku transformacji trzeciego sk adnika wzorów 

(23) i (24), zauwa my, e rozwi zuj c zagadnienie 

w asne równania pomno onego lewostronnie przez 

macierz odwrotn  do macierzy bezw adno ci, czyli 

równania: 

0xKMxMM 11 (26)

otrzymamy zale no :

YMYK 1T
OM (27)

gdzie: OMK jest diagonaln  macierz  cz sto ci

w asnych (na g ównej przek tnej wyst puj

sk adniki ). Po wykonaniu transformacji 

zale no ci (24) iloczyn 

2
i

KM 1  mo emy zast pi

wi c przez  i otrzyma :2
i

D
2
iDpDpD KKMC (28)

Równanie opisuj ce ruch i-tej wspó rz dnej

normalnej otrzymamy w postaci: 

02

iiiiiipipii ykykkmym (29)

Po podzieleniu przez  i uwzgl dnieniu definicji 

cz sto ci w asnej otrzymujemy: 

im

0242

iiippi yyy
ii

(30)

Do porównania z wynikami analizy modalnej 

potrzebne s  wspó czynniki t umienia modalnego 

zale ne od cz sto ci w asnej. Z równo ci:

4
i

2
ippii2 (31)

wyznaczamy: 

222

3
oioip

oi

p

i (32)

Przekszta caj c analogicznie zale no  (23) 

rozwi zujemy zagadnienie w asne równania 

pomno onego lewostronnie przez odwrotno

macierzy sztywno ci. Otrzymujemy z trzeciego 

sk adnika macierz diagonaln  zawieraj c  na 

g ównej przek tnej odwrotno  cz sto ci w asnej

i w ko cu zale no :

3
oi

oip

oi

p
i

222
(33)

 Wykorzystuj c wzory (32) i (33) mo na dokona

próby aproksymacji przebiegu warto ci

wspó czynnika t umienia modalnego wyznaczonych 

na drodze eksperymentu w rzeczywistych 

konstrukcjach w funkcji cz sto ci w asnej.

 Aproksymacji dokonano wykorzystuj c wyniki 

eksperymentalnej analizy modalnej dla czterech 

typów konstrukcji (pierwszej z ni ej wymienionych 

na podstawie bada  w asnych autorów, pozosta ych 

z wykorzystaniem opisów dost pnych 

w publikacjach innych autorów). 

 Autorzy wykonali badania kompozytowego p atu

dachu samochodu osobowego Polonez Kombi, 

przedstawionego na rys. 1, metod  analizy modalnej  

w Laboratorium Instytutu Lotnictwa w Warszawie, 

dzi ki pomocy mgr in . Zbigniewa Lorenca. 

Przebadano zakres 2  62 Hz, co umo liwi o

wyznaczenie 12 cz sto ci w asnych

i wspó czynników  t umienia modalnego [7, 8]. Na 

rys. 2 przedstawiono przyk adow  charakterystyk

amplitudowo-cz sto ciow  i sposób wyznaczenia 

wg zale no ci:

rez

12

2
(34)

zgodnie z metodyk  przyj t  w Instytucie Lotnictwa 

w badaniach konstrukcji lotniczych. Wyniki – 

rysunki postaci drga  przedstawiono 

z zastosowaniem programu opracowanego przez 

autorów.

Rys. 1. Widok badanego obiektu
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Rys. 2. Charakterystyka amplitudowo-cz stotliwo ciowa – sposób wyznaczenia wspó czynnika 

t umienia uogólnionego 

Wyniki bada  podano w tablicy 1, gdzie kolejno 

s  przedstawione: 

wizualizacja postaci w asnej,

odpowiadaj ca danej postaci charakterystyka 

amplitudowo – cz stotliwo ciowa,

dodatkowe informacje o: 

cz stotliwo ci rezonansowej wyznaczonej 

postaci ,rez

warto  wyliczonego wspó czynnika 

t umienia uogólnionego ,

kolejny numer wyznaczonej cz stotliwo ci

rezonansowej (zamieszczono przyk adowo

trzy postacie drga ),

krótki opis postaci.

Tablica 1. Wyniki bada  dachu metod  analizy modalnej  

Posta  pierwsza (1) 

 = 3,00 Hz rez

= 0,029

posta  antysymetryczna  

skr canie poszycia górnego 

Posta  trzecia (3) 

 = 18,34 Hz rez

 = 0,035

posta  symetryczna  

drgania przedniej cz ci
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Posta  ósma (8) 

= 36,40 Hz rez

 = 0,013

posta  antysymetryczna  

trzyw z owe skr canie z wyra nym wybrzuszeniem 

w tylnej cz ci

 Na poni szych rysunkach przedstawiono 

porównanie warto ci t umie  zmierzonych  

i obliczonych z zaproponowanego w pracy modelu: 

w kompozytowym dachu samochodu Polonez 

Kombi – rys. 3, w prostej ramie stalowej [9] – rys. 4, 

w korpusie frezarki pionowej [10] – rys. 5  

i w stalowej obudowie generatora pr du [11] –rys. 6.

Rys. 3. Warto ci wspó czynnika  z przyj ciem ró nych modeli t umienia w kompozytowym 

dachu samochodu Polonez Kombi: 1  – wyniki eksperymentalne, 2  – t umienie wg (1): p = 

0.72; p = 4.16  10 –5, 3  – t umienie wg (33): p = 1.3; p = 2.694  10 –5;  = -286, 4  – 

t umienie wg (32): p = 0.64; p = 6.58  10 –5;  = -2.9  10 –10
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Rys. 4. Warto ci wspó czynnika  z przyj ciem  ró nych modeli t umienia w ramie stalowej: 

1  – wyniki eksperymentalne, 2  – t umienie wg (2): p = 3.6; p = 2.38  10 –5, 3  – t umienie 

wg (33): p = -8.7; p = 17.42  10 –5;  = 113710, 4  – t umienie wg (32): p = 4.42; 

p = -6.4  10 –5;  = 9.54  10 –10

Rys. 5. Warto ci wspó czynnika  z przyj ciem dla ró nych modeli t umienia w korpusie frezarki 

pionowej: 1  – wyniki eksperymentalne, 2  – t umienie wg (2): p = 8.3; p = 1.7  10–5,

3  – t umienie wg (33): p = 13.52; p = 0.64  10 –5;  = -40742, 4  – t umienie wg (32): 

p = 7.88; p = 3.6  10 –5;  = -0.174  10 –10
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Rys. 6. Warto ci wspó czynnika  z przyj ciem  ró nych modeli t umienia w stalowej obudowie 

generatora pr du: 1  – wyniki eksperymentalne, 2  – t umienie wg (2): p = 3.64; 

p = 2.42  10 –5, 3  – t umienie wg (33): p = 5.86; p = 2.2  10 –5;  = -1044, 4  – t umienie wg 

(32): p = 3.46; p = 7.4  10 –5;  = -0.36  10 –10

WNIOSKI

 Przedstawione charakterystyki wyra nie 

pokazuj , i  dok adna aproksymacja warto ci

wspó czynnika t umienia w rzeczywistych 

konstrukcjach, za pomoc  zaproponowanych modeli 

t umienia, jest niemo liwa. Istnieje jedynie 

mo liwo  przyj cia do analizy modelu t umienia 

opisuj cego to zjawisko w sposób mniej lub bardziej 

przybli ony.  

 Wyra nie jednak wida , e dodanie do modelu 

t umienia Rayleigha tylko jednego dodatkowego 

sk adnika pozwala na znacznie dok adniejsz

aproksymacj  zmiany wspó czynnika t umienia 

modalnego. 

 Model t umienia opisany równaniem (32), 

krzywa nr 4, najdok adniej aproksymuje zmiany 

ww. wspó czynnika t umienia. W przypadku 

przebadanego przez autorów kompozytowego dachu 

samochodu Polonez Kombi przyjmuje on posta :

3
oi

10
oi

5

oi
i 1045.11029.3

32.0
(35)

 Opracowany model t umienia mo e by

wykorzystany przy zastosowaniu opisu uk adu za 

pomoc  dyskretnych równa  ró niczkowych [6], jak 

równie  w opisie z zastosowaniem Metody 

Elementów Sko czonych [7]. 
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Elementów Sko czonych,  zbiorów zada  z teorii 

drga  i wytrzyma o ci materia ów . Jest promotorem 

12 doktorów. Jest równie  wykonawc  szeregu 

wdro onych prac o charakterze badawczo-

rozwojowym, przede wszystkim z zakresu: 

przek adni z batych i hamulców oraz recyklingu 

samochodów. Jest tak e edytorem w czasopi mie 

Machine Dynamics Problems. 
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Technolog przetwórstwa 

materia ów polimerowych: 

tworzyw sztucznych i kompo-

zytów. W pracy naukowej 

zajmuje si : analiz

z tworzyw sztucznych za 

pomoc  MES (zagadnienia nieliniowe, t umienie, 

analiza konstrukcji warstwowych). Prowadzi 

badania do wiadczalne w zakresie w a ciwo ci

mechanicznych i wytrzyma o ciowych tworzyw 

sztucznych i kompozytów. Jest autorem 

i wspó autorem ponad 30 prac naukowych 

opublikowanych w kraju i za granic , promotorem 

isterskich i in ynierskich. 

konstrukcji maszyn


